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ОПЕРАТОРНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ НЕПЕРИОДИЧЕСКОЙ
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Аннотация. В работе рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения
второго порядка с переменными коэффициентами в многомерной области, перфориро-
ванной малыми полостями вдоль границы. Предполагается, что размеры всех полостей
одного порядка, а их форма и распределение вдоль границы могут быть произвольны-
ми. Полости произвольно поделены на два множества. На границах полостей первого
множества ставится условие Дирихле, на границах полостей второго множества — тре-
тье нелинейное граничное условие. На границе, вдоль которой устроена перфорация,
ставится условие Неймана. Предполагается, что полости с условием Дирихле не слиш-
ком малые и расположены достаточно часто. Показано, что в таких предположениях
при усреднении полости пропадают, а на границе возникает условие Дирихле. Наш
основной результат — оценки разности решений усредненной и возмущенной задач в
𝑊 1

2 –норме равномерно по 𝐿2–норме правой части.
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1. Введение

Краевые задачи в областях, перфорированных вдоль поверхности, изучались во мно-
гих работах, см., например, статьи [1]–[7]. Перфорация описывалась малыми полостями,
расположенными вдоль заданного многообразия или вдоль границы области. Размеры
полостей и расстояния между ними контролировались одним или несколькими малыми
параметрами. Основной целью исследований было описание поведения решений задач при
стремлении малых параметров к нулю. Основные полученные результаты — доказатель-
ство сходимости решений рассматриваемых задач в нормах пространств 𝐿2 или 𝑊 1

2 к
решениям некоторых усреднённых задач для фиксированных правых частей в уравнении
и граничных условиях.
Одна из интересных постановок задач с перфорацией вдоль границы заключается в

том, что на границах полостей задано условие Дирихле, а на внешней границе — условие
Неймана. Предполагается, что полости достаточно большие и расположены достаточно
часто. В этом случае при усреднении меняется условие на внешней границе — вместо
условия Неймана возникает условие Дирихле. Такие задачи рассматривались в работах
[8]–[15], где была доказана сходимость решений возмущенных задач к усредненным в 𝑊 1

2 –
нормах для заданных правых частей в уравнении.

A.I. Mukhametrakhimova, Operator estimates for non-periodic perforation along boundary:

homogenized Dirichlet condition.
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Упомянутые выше результаты о сходимости решений означают наличие сильной или
слабой резольвентной сходимости. Более сильный результат — доказательство равномер-
ной резольвентной сходимости и получение операторных оценок. Впервые операторные
оценки были получены для уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами, исто-
рия этого вопроса хорошо освещена в обзорах [16] и [17]. Данные работы стимулировали
аналогичные исследования для задач теории граничного усреднения: задачи с частой сме-
ной краевых условий, задачи с быстро осциллирующей границей, задачи с перфорацией
вдоль заданного многообразия, см. работы [18]–[29]. Отметим также работы [30]–[32], где
операторные оценки были получены для задач с непериодической перфорацией по всей
области.
В настоящей работе рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения

второго порядка с переменными коэффициентами в многомерной области, перфорирован-
ной вдоль границы. Предполагается, что размеры всех полостей одного порядка, а их
форма и распределение вдоль границы произвольны. Полости произвольно поделены на
два множества. На границах полостей первого множества ставится условие Дирихле, на
границах полостей второго множества — третье нелинейное граничное условие. На гра-
нице, вдоль которой устроена перфорация, ставится условие Неймана. При усреднении
полости пропадают и меняется условие на внешней границе — вместо условия Неймана
возникает условие Дирихле. Основным результатом работы является оценка разности ре-
шений усредненной и возмущенной задач в 𝑊 1

2 –норме равномерно по 𝐿2–норме правой
части.

2. Постановка задачи и основные результаты

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — декартовы координаты в R𝑛, 𝑛 ⩾ 3, а Ω — произвольная
ограниченная или неограниченная область в R𝑛 с границей класса 𝐶2. Обозначим через 𝑆
связную компоненту границы Ω. Пусть 𝜀 — малый положительный параметр, 𝜂 = 𝜂(𝜀) —
некоторая функция, удовлетворяющая неравенству 0 < 𝜂(𝜀) ⩽ 1.
В области Ω вдоль 𝑆 произвольно выберем точки 𝑀 𝜀

𝑘 , 𝑘 ∈ M𝜀, где M𝜀 — некоторое не
более, чем счетное множество индексов. Будем считать, что выбранные точки удовлетво-
ряют условию

dist(𝑀 𝜀
𝑘 , 𝑆) ⩽ 𝑅0𝜀,

где 𝑅0 — положительная константа, не зависящая от 𝑘 и 𝜀. Обозначим через 𝜔𝑘,𝜀, 𝑘 ∈ M𝜀

ограниченные области в R𝑛 с границами класса 𝐶2 и положим

𝜔𝜀
𝑘 :=

{︀
𝑥 : (𝑥−𝑀 𝜀

𝑘)𝜀
−1𝜂−1(𝜀) ∈ 𝜔𝑘,𝜀

}︀
, 𝜃𝜀 :=

⋃︁
𝑘∈M𝜀

𝜔𝜀
𝑘, Ω𝜀 := Ω ∖ 𝜃𝜀.

Полости 𝜃𝜀 разделим на два подмножества

𝜃𝜀 = 𝜃𝜀D ∪ 𝜃𝜀R, 𝜃𝜀♮ =
⋃︁

𝑘∈M𝜀
♮

𝜔𝜀
𝑘, ♮ ∈ {D,R},

где M𝜀
D ∩M𝜀

R = ∅, M𝜀
D ∪M𝜀

R = M𝜀.
Пусть 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝑥), 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑥)—функции, заданные в Ω и удовлетворяющие

условиям

𝐴𝑖𝑗 ∈ 𝑊 1
∞(Ω), 𝐴𝑗, 𝐴0 ∈ 𝐿∞(Ω), 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝑧𝑖𝑧𝑗 ⩾ 𝑐0|𝑧|2, 𝑥 ∈ Ω, 𝑧 = (𝑧1 . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛,

где 𝑐0 — некоторая положительная константа, не зависящая от 𝑥 и 𝑧. Будем считать, что
функции 𝐴𝑖𝑗 являются вещественнозначными, а функции 𝐴𝑗, 𝐴0 — комплекснозначными.
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Обозначим через 𝑎 = 𝑎(𝑥, 𝑢) комплекснозначную функцию, заданную для 𝑢 ∈ C и 𝑥 ∈ Σ,
где Σ := {𝑥 : dist(𝑥, 𝑆) ⩽ 𝜏0}, 𝜏0 > 0 — некоторое фиксированное число. Предполагаем,
что функция 𝑎 является кусочно-непрерывной по (𝑥, 𝑢) ∈ Σ×C и удовлетворяет условиям

|𝑎(𝑥, 𝑢1)− 𝑎(𝑥, 𝑢2)| ⩽ 𝑎0|𝑢1 − 𝑢2|, 𝑎(𝑥, 0) = 0, (2.1)

где 𝑎0 — некоторая константа, не зависящая от 𝑥 ∈ Σ и 𝑢1, 𝑢2 ∈ C.
В работе рассматривается краевая задача(︃

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+ 𝐴0 − 𝜆

)︃
𝑢𝜀 = 𝑓 в Ω𝜀,

𝑢𝜀 = 0 на 𝜕Ω ∖ 𝑆, 𝑢𝜀 = 0 на 𝜕𝜃𝜀D,

𝜕𝑢𝜀

𝜕n
+ 𝑎( · , 𝑢𝜀) = 0 на 𝜕𝜃𝜀R,

𝜕𝑢𝜀

𝜕n
= 0 на 𝑆

(2.2)

где 𝑓 — произвольная функция из 𝐿2(Ω), 𝜆 — вещественное число. Производная по конор-
мали задана формулой

𝜕

𝜕n
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗𝜈𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑗

,

𝜈𝑖 — 𝑖-ая компонента единичной нормали 𝜈 к 𝜕𝜃𝜀 ∪ 𝑆, направленная из области Ω𝜀.
Целью работы является изучение асимптотического поведения решения задачи (2.2) при

𝜀 → 0.
Для формулировки основных результатов нам понадобятся вспомогательные обозначе-

ния и предположения. Обозначим через 𝜏 расстояние от точки до 𝑆, измеренное вдоль
нормали, а через 𝑠 — локальные переменные на 𝑆. Относительно 𝑆 и полостей 𝜃𝜀 мы
делаем следующие предположения.

A1. Переменные (𝜏, 𝑠) корректно определены по крайней мере на множестве Σ. На этом
же множестве равномерно ограничены якобианы перехода от переменных 𝑥 к пере-
менным (𝜏, 𝑠) и обратно, а также производные 𝑥 по (𝜏, 𝑠) и производные (𝜏, 𝑠) по 𝑥
вплоть до второго порядка.

Пусть 𝐵𝑟(𝑀) — открытый шар в R𝑛 с центром в точке 𝑀 радиуса 𝑟.

A2. Существуют точки 𝑀𝑘,𝜀 ∈ 𝜔𝑘,𝜀, 𝑘 ∈ M𝜀, и числа 0 < 𝑅1 < 𝑅2, 𝑏 > 1, не зависящие от
𝜀, такие, что для достаточно малых 𝜀 выполнено:

𝐵𝑅1(𝑀𝑘,𝜀) ⊂ 𝜔𝑘,𝜀 ⊂ 𝐵𝑅2(0), 𝐵𝑏𝑅2𝜀(𝑀
𝜀
𝑘) ⊂ Ω, 𝑘 ∈ M𝜀,

𝐵𝑏𝑅2𝜀(𝑀
𝜀
𝑘) ∩𝐵𝑏𝑅2𝜀(𝑀

𝜀
𝑖 ) = ∅, 𝑖, 𝑘 ∈ M𝜀, 𝑖 ̸= 𝑘.

Для всех 𝑘 и 𝜀 множества 𝐵𝑅2(0) ∖ 𝜔𝑘,𝜀 связны.

Пусть 𝜌 — расстояние от точки до границы 𝜕𝜔𝑘,𝜀, измеренное в направлении внешней
нормали.

A3. Существуют фиксированные константы 𝜌0 > 0 и локальные переменные 𝜍 на 𝜕𝜔𝑘,𝜀

такие, что переменные (𝜌, 𝜍) корректно определены по крайней мере на множествах

{𝑥 : dist(𝑥, 𝜕𝜔𝑘,𝜀) ⩽ 𝜌0} ∖ 𝜔𝑘,𝜀 ⊆ 𝐵𝑏*𝑅2(0), 𝑏* :=
𝑏+ 1

2
,

одновременно для всех 𝑘 ∈ M𝜀 и на данных множествах равномерно ограничены яко-
бианы перехода от переменных 𝑥 к переменным (𝜌, 𝜍) и обратно, а также производные
𝑥 по (𝜌, 𝜍) и производные (𝜌, 𝜍) по 𝑥.
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A4. Существуют числа 𝑅3 > 𝑏𝑅2, 0 < 𝑅4 < 𝑅5, 𝑅3 < 𝑅5 такие, что

𝜃𝜀 ⊂ Ξ𝜀 ⊂
⋃︁

𝑘∈M𝜀
D

𝐵𝑅3𝜀(𝑀
𝜀
𝑘) ⊂ Ω𝜀, Ξ𝜀 := {𝑥 : 𝑅4𝜀 < 𝜏 < 𝑅5𝜀}.

Через �̊� 1
2 (Ω

𝜀, 𝜕𝜃𝜀D ∪ 𝜕Ω ∖ 𝑆) обозначим подпространство функций из 𝑊 1
2 (Ω), обращаю-

щихся в нуль на 𝜕Ω ∖ 𝑆 и 𝜕𝜃𝜀D. Решение краевой задачи (2.2) мы понимаем в обобщенном
смысле. А именно, решением задачи (2.2) называется функция 𝑢𝜀 ∈ 𝑊 1

2 (Ω
𝜀), удовлетворя-

ющая интегральному тождеству

h𝑎(𝑢𝜀, 𝑣)− 𝜆(𝑢𝜀, 𝑣)𝐿2(Ω𝜀) = (𝑓, 𝑣)𝐿2(Ω𝜀)

для любых 𝑣 ∈ �̊� 1
2 (Ω

𝜀, 𝜕𝜃𝜀D ∪ 𝜕Ω ∖ 𝑆), где
h𝑎(𝑢𝜀, 𝑣) := h0(𝑢𝜀, 𝑣) + (𝑎( · , 𝑢𝜀), 𝑣)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R),

h0(𝑢𝜀, 𝑣) :=
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝐴0𝑢𝜀, 𝑣)𝐿2(Ω𝜀).

Интеграл по границе 𝜕𝜃𝜀R понимается в смысле следов. Ниже будет показано, что след
функции 𝑎( · , 𝑢𝜀) на 𝜕𝜃𝜀R определен корректно, см. лемму 3.8.
Предполагаем, что 𝜀 и 𝜂 связаны соотношением

𝜀

𝜂𝑛−2(𝜀)
→ +0, 𝜀 → +0. (2.3)

Рассмотрим еще одну краевую задачу(︃
−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

+ 𝐴0 − 𝜆

)︃
𝑢0 = 𝑓 в Ω, 𝑢0 = 0 на 𝜕Ω. (2.4)

Эта задача является усреднённой для задачи (2.2) при выполнении условий A4 и (2.3).
Её решение также понимаем в обобщенном смысле. Обобщенным решением задачи (2.4)

называется функция 𝑢0 ∈ �̊� 1
2 (Ω, 𝜕Ω), удовлетворяющая интегральному тождеству

h0(𝑢0, 𝑣)− 𝜆(𝑢0, 𝑣)𝐿2(Ω) = (𝑓, 𝑣)𝐿2(Ω)

для любых 𝑣 ∈ �̊� 1
2 (Ω, 𝜕Ω).

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть выполнены предположения A1, A2, A3, A4 и условие (2.3). Тогда
существует 𝜆0, не зависящее от 𝜀, 𝜂 и 𝑓 , такое что при 𝜆 < 𝜆0 задачи (2.2), (2.4)
однозначно разрешимы для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) и верно неравенство

‖𝑢𝜀 − 𝑢0‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀) ⩽ 𝐶

(︂
𝜀

𝜂𝑛−2(𝜀)

)︂ 1
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω), (2.5)

где константа 𝐶 не зависит от 𝜀, 𝜂 и 𝑓 , но зависит от 𝜆.

Кратко обсудим задачу и результаты. Уравнение в задаче (2.2) является линейным эл-
липтическим уравнением второго порядка общего вида с переменными коэффициента-
ми. Перфорация устраивается вдоль связной компоненты границы 𝑆, данная компонента
должна быть достаточно регулярной. Строгое понятие регулярности дает предположение
A1.
Перфорация вдоль 𝑆 производится полостями произвольной формы, их расположение

также произвольно. Поэтому данная перфорация общего вида и существенно непериоди-
ческая. Требования на форму полостей и их расположение сформулированы в предпо-
ложениях A2 и A3. Предположение A2 означает, что все полости примерно одинакового
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размера и расположены внутри области Ω. Предположение A3 означает определенную
равномерную регулярность форм полостей, а именно, оно исключает нарастающие по 𝑘
осцилляции их границ.
На границах полостей задается условие Дирихле или третье нелинейное краевое усло-

вие. Выбор конкретного условия для каждой полости произволен. Единственное требо-
вание — это выполнение предположения A4, которое означает, что полости с условием
Дирихле должны быть расположены достаточно часто.
Основная особенность задачи состоит в том, что на границе 𝑆 ставится условие Нейма-

на. Тогда при выполнении условия (2.3) усреднённой для (2.2) оказывается задача (2.4)
с условием Дирихле на границе 𝑆 вместо условия Неймана. Это известный эффект, ко-
торый ранее был обнаружен в работах [8]–[15], где перфорация была периодической или
локально–периодической. В нашей работе показано, что такой эффект сохраняется и в слу-
чае непериодической перфорации, причем с условиями разных типов на разных полостях.
Одновременно удается существенно усилить результат о сходимости, доказав равномер-
ную по правой части 𝑓 сходимость и установив операторную оценку (2.5).

3. Вспомогательные утверждения

В данном параграфе приводятся леммы, необходимые для доказательства теоремы 2.1.
Первая лемма была доказана в статье [30], см. лемму 3.2 в этой работе.

Лемма 3.1. Пусть выполнено условие A2. Тогда для всех функций 𝑢 ∈ �̊� 1
2 (𝐵𝑏*𝑅2(0) ∖

𝜔𝑘,𝜂, 𝜕𝐵𝑏*𝑅2(0)) верны оценки:

‖𝑢‖𝐿2(𝐵𝑏*𝑅2
(0)∖𝜔𝑘,𝜂) ⩽ 𝐶‖∇𝑢‖𝐿2(𝐵𝑏*𝑅2

(0)∖𝜔𝑘,𝜂),

где 𝐶 — некоторая фиксированная константа, не зависящая от 𝑢, 𝑘, 𝜂 и формы поло-
стей 𝜔𝑘,𝜂.

Лемма 3.2. При выполнении условий A2, A3 для всех 𝑘 ∈ M𝜀
R и всех 𝑢 ∈ �̊� 1

2

(︀
𝐵𝑏*𝑅2(0)∖

𝜔𝑘,𝜂, 𝜕𝐵𝑏*𝑅2(0)
)︀
справедлива оценка

‖𝑢‖2𝐿2(𝜕𝜔𝑘,𝜂)
⩽ 𝐶‖∇𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑏*𝑅2

(0)∖𝜔𝑘,𝜂)
,

где 𝐶 — положительная константа, не зависящая от параметров 𝑘, 𝜀, 𝜂 и функции 𝑢.

Доказательство этой леммы приводится в работе [28], см. лемму 3.2 в этой работе.
Обозначим: 𝑏† := (3𝑏+ 1)/4.

Лемма 3.3. При выполнении условий A2, A3 для всех 𝑘 ∈ M𝜀
R и всех 𝑢 ∈

𝑊 1
2

(︀
𝐵𝑏𝑅2𝜀(𝑀

𝜀
𝑘) ∖ 𝜔𝜀

𝑘

)︀
справедлива оценка

‖𝑢‖2𝐿2(𝜕𝜔𝜀
𝑘)
⩽ 𝐶

(︁
𝜀𝜂‖∇𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑏𝑅2𝜀

(𝑀𝜀
𝑘)∖𝜔

𝜀
𝑘)
+ 𝜀−1𝜂𝑛−1‖𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑏𝑅2𝜀

(𝑀𝜀
𝑘)∖𝐵𝑏†𝑅2𝜀

(𝑀𝜀
𝑘))

)︁
,

где 𝐶 — положительная константа, не зависящая от параметров 𝑘, 𝜀, 𝜂 и функции 𝑢.

Эта лемма была доказана в статье [28], см. лемму 3.3 в этой работе.

Лемма 3.4. При выполнении условий A1, A2, A3 для любой функции 𝑢 ∈ �̊� 1
2 (Ω

𝜀, 𝜕𝜃𝜀D)
верна оценка

‖𝑢‖2𝐿2(𝜕𝜃𝜀R) ⩽ (𝐶𝜀𝜂 + 𝛿𝜂𝑛−1)‖∇𝑢‖2𝐿2(Ω𝜀) + 𝐶(𝛿)𝜂𝑛−1‖𝑢‖2𝐿2(Ω𝜀),

где 𝛿 > 0 — произвольная константа, а константы 𝐶 и 𝐶(𝛿) не зависят от параметров
𝜀, 𝜂, функции 𝑢, а также от формы и расположения полостей 𝜔𝜀

𝑘, 𝑘 ∈ M𝜀.

Доказательство этой леммы приводится в работе [28], см. лемму 3.4 в этой работе.
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Лемма 3.5. При выполнении условия A1 для любой функции 𝑢 ∈ 𝑊 2
2 (Ω) и |𝜏 | ⩽ 𝜏0

3

верны оценки:

|𝑢|2 ⩽ 𝐶𝜏 2‖𝑢‖2𝑊 2
2 (−

𝜏0
2
,
𝜏0
2
), |∇𝑢|2 ⩽ 𝐶‖∇𝑢‖2𝑊 1

2 (−
𝜏0
2
,
𝜏0
2
).

Эта лемма доказывается аналогично лемме 4.1 в [27].

Лемма 3.6. При выполнении условий A2, A4 для каждой точки 𝑥 из Ξ𝜀 число ша-
ров 𝐵𝑅5𝜀(𝑀

𝜀
𝑘), 𝑅5 := 𝑅3 + (𝑏 + 1)𝑅2, содержащих эту точку, не превосходит некоторой

абсолютной величины, не зависящей от выбора точки 𝑥 и параметра 𝜀.

Доказательство этой леммы приводится в работе [28], см. лемму 4.2 в этой работе.
Пусть Π𝜀 := {𝑥 : 0 < 𝜏 < 2𝑅6𝜀}, где 𝑅6 > 0 — некоторая константа.

Лемма 3.7. При выполнении условий A1, A2, A4 для любой функции 𝑢 ∈ �̊� 1
2 (Ω

𝜀, 𝜕Ω ∖
𝑆 ∪ 𝜃𝜀D) верна оценка:

‖𝑢‖2𝐿2(Π𝜀) ⩽ 𝐶𝜀2𝜂−𝑛+2‖∇𝑢‖2𝐿2(Ω𝜀),

где константа 𝐶 не зависит от функции 𝑢, параметров 𝜀 и 𝜂, формы и расположения
полостей 𝜔𝜀

𝑘, 𝑘 ∈ M𝜀.

Доказательство. Всюду в доказательстве через 𝐶 обозначаем различные несущественные
константы, не зависящие от 𝑢, 𝜀, 𝜂, формы и расположения полостей 𝜔𝜀

𝑘. Функцию 𝑢
доопределим нулём внутри полостей 𝜃𝜀D. Через M𝜀

𝑘 обозначим множество индексов 𝑗 ∈ M𝜀
R

таких, что
𝐵𝑅3𝜀(𝑀

𝜀
𝑘) ∩𝐵𝑅2(𝑀

𝜀
𝑗 ) ̸= ∅.

В [30, §3.2] было показано, что при выполнении условий A1 и A2 функцию 𝑢 можно про-
должить внутрь полостей 𝜃𝜀R, причем верны оценки

‖𝑢‖2𝐿2(𝜔𝑘,𝜀)
⩽ 𝐶‖𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑅3𝜀𝜂

(𝑀𝜀
𝑘)∖𝜔𝑘,𝜀)

, ‖∇𝑢‖2𝐿2(𝜔𝑘,𝜀)
⩽ 𝐶‖∇𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑅3𝜀𝜂

(𝑀𝜀
𝑘)∖𝜔𝑘,𝜀)

,

где 𝐶 — некоторая константа, не зависящая от 𝑢, 𝜀, 𝜂 и 𝑘.
Согласно предположению A4, шары 𝐵𝑅3𝜀(𝑀𝑘), 𝑘 ∈ M𝜀

D покрывают слой Ξ𝜀. В силу
леммы 3.6 каждая точка слоя Ξ𝜀 попадает лишь в конечное число множеств 𝐵𝑅3𝜀(𝑀𝑘)
и это число ограничено некоторой абсолютной константой равномерно по 𝜀, 𝜂 и точкам
слоя. Ещё отметим, что растяжение введённых множеств в 𝜀−1 раз относительно точек𝑀 𝜀

𝑘

даёт множества 𝐵𝑅3(0). Тогда с помощью замены переменной, соответствующей такому
растяжению, получим оценку:

‖𝑢‖2𝐿2(𝐵𝑅3𝜀𝜂
(𝑀𝑘))

⩽ 𝐶𝜀2𝜂−𝑛+2‖∇𝑣‖2𝐿2(𝐵𝑅3𝜀𝜂
(𝑀𝑘))

.

Cуммируя полученные неравенства по всем 𝑘 ∈ M𝜀
D и учитывая упомянутые выше свой-

ства покрытия слоя Ξ𝜀 множествами 𝐵𝑅3𝜀𝜂(𝑀𝑘), 𝑘 ∈ M𝜀
D, приходим к оценке

‖𝑢‖2𝐿2(Ξ𝜀∖𝜃𝜀) ⩽ 𝐶𝜀2𝜂−𝑛+2‖∇𝑢‖2𝐿2(Ω𝜀). (3.1)

Пусть 𝜒 = 𝜒(𝑡) — бесконечно дифференцируемая срезающая функция, равная единице
при 𝑡 < 𝑅7 и нулю при 𝑡 > 𝑅5, где 𝑅7 — некоторая константа, причем 𝑅4 < 𝑅7 < 𝑅5. Верно
равенство

𝑢(𝑥) =

𝜏∫︁
𝑅7𝜀

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝑠)𝜒

(︂
𝑡

𝜀

)︂
𝑑𝑡.

Из последнего равенства в силу неравенства Коши — Буняковского вытекает, что

|𝑢(𝑥)|2 ⩽ 𝐶

⎛⎝𝜀−1

𝑅5𝜀∫︁
𝑅7𝜀

|𝑢(𝜏, 𝑠)|2 𝑑𝜏 + 𝜀

𝑅6𝜀∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝜏
(𝜏, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡

⎞⎠ .
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Интегрируя последнюю оценку по Π𝜀 и учитывая неравенство (3.1), приходим к утвер-
ждению леммы.

Лемма 3.8. Для произвольной функции 𝑢 ∈ �̊� 1
2 (Ω, 𝜕Ω ∖ 𝑆) функция 𝑎(𝑥, 𝑢(𝑥)) имеет

след на 𝜃𝜀, который является элементом 𝐿2(𝜕𝜃
𝜀).

Доказательство. Так как 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (Ω), то существует последовательность функций

𝑢𝑛 ∈ 𝐶∞(Ω), 𝑛 = 1, 2, 3 . . ., сходящаяся в норме 𝑊 1
2 (Ω) к функции 𝑢. Верна оценка

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝐿2(𝑆) ⩽ 𝐶‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝑊 1
2 (Ω), (3.2)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝑚. Из условия (2.1) следуют неравенства

|𝑎(𝑥, 𝑢𝑛)| ⩽ 𝐶|𝑢𝑛|, |𝑎(𝑥, 𝑢𝑛)− 𝑎(𝑥, 𝑢𝑚)|2 ⩽ 𝐶|𝑢𝑛 − 𝑢𝑚|2, (3.3)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝑚. Так как функция 𝑢𝑛 является интегрируемой на 𝑆,
то из первого неравенства в (3.3) и кусочной непрерывности 𝑎(𝑥, 𝑢)) следует, что функ-
ция 𝑎(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥)) также является интегрируемой и принадлежит 𝐿2(𝑆). Интегрируя вторую
оценку в (3.3) по 𝑆 и учитывая неравенство (3.2), получим

‖𝑎( · , 𝑢𝑛)− 𝑎( · , 𝑢𝑚)‖2𝐿2(𝑆)
⩽ 𝐶‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖2𝑊 1

2 (Ω),

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝑚. Правая часть последнего неравенства стремится
к нулю. Это означает, что последовательность 𝑎(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥)) является фундаментальной в
𝐿2(𝑆). Так как пространство 𝐿2(𝑆) полное, то последовательность 𝑎(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥)) сходится в
𝐿2(𝑆) к некоторому пределу.
Стандартным образом, см. [33, §5, п.1], показывается, что этот предел не зависит от вы-

бора последовательности 𝑢𝑛 и именно этот предел и называется следом функции 𝑎(𝑥, 𝑢(𝑥))
на 𝑆. Лемма доказана.

4. Сходимость решений

В данном параграфе мы доказываем теорему 2.1.

Лемма 4.1. Существует 𝜆0 такое, что при 𝜆 < 𝜆0 задача (2.2) имеет единственное
решение 𝑢𝜀 ∈ 𝑊 1

2 (Ω
𝜀) для всех 𝜀 и 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω).

Доказательство леммы проводится аналогично доказательствам леммы 5.1 из [28] и
леммы 9 из [29].

Лемма 4.2. Верна оценка

‖𝑢0‖𝑊 2
2 (Ω) ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2(Ω), (4.1)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑓 .

Доказательство. Задача (2.4) однозначно разрешима в �̊� 1
2 (Ω, 𝜕Ω ∖ 𝑆) для произвольной

правой части 𝑓 уравнения, причем данное уравнение линейно. Поэтому верна оценка

‖𝑢0‖𝑊 1
2 (Ω) ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2(Ω),

где константа 𝐶 не зависит от 𝑓 . Используя теперь стандартные теоремы о повышении
гладкости решений эллиптических краевых задач, получаем оценку (4.1).

Пусть 𝜒1 = 𝜒1(𝑡)— бесконечно дифференцируемая срезающая функция, равная единице
при 𝑡 < 1 и нулю при 𝑡 > 2. Рассмотрим функцию 𝑣𝜀 = 𝑢𝜀− (1−𝜒𝜀)𝑢0, где 𝜒

𝜀 определяется
следующим образом:

𝜒𝜀(𝑥) =

{︃
𝜒1

(︁
|𝜏 |
𝑅6𝜀

)︁
при 𝑥 ∈ Σ,

0 при 𝑥 ∈ Ω ∖ Σ.
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Эта функция принадлежит пространству 𝑊 1
2 (Ω

𝜀, 𝜕𝜃𝜀D ∪ 𝜕Ω ∖ 𝑆) и выполнено равенство:

𝑣𝜀 = 𝑢𝜀 на 𝜕𝜃𝜀. (4.2)

Выпишем для задачи (2.2) интегральное тождество с пробной функцией 𝑣𝜀:
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝑢𝜀, 𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝐴0𝑢𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀)

− 𝜆(𝑢𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀) + (𝑎(·, 𝑢𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R) = (𝑓, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀).

(4.3)

Из равенства(4.2) следует, что граничный член в левой части последнего равенства можно
переписать в виде

(𝑎(·, 𝑢𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R) = (𝑎(·, 𝑣𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R).

Функцию (1 − 𝜒𝜀)𝑣𝜀 доопределим нулём внутри множества 𝜃𝜀. Запишем интегральное

тождество для задачи (2.4), взяв (1− 𝜒𝜀)𝑣𝜀 ∈ 𝑊 1
2 (Ω, 𝜕Ω ∖ 𝑆) в качестве пробной функции.

В результате получим
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕(1− 𝜒𝜀)𝑢0

𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗

𝜕(1− 𝜒𝜀)𝑢0

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
(1− 𝜒𝜀)𝑢0, 𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

)︂
𝐿2(Ω)

+ (𝐴0𝑢0(1− 𝜒𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(Ω)

+ 𝜆(𝑢0(1− 𝜒𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(Ω) = (𝑓(1− 𝜒𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(Ω) −𝐾𝜀,

(4.4)

где обозначено

𝐾𝜀 :=−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑢0

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜒𝜀

𝜕𝑥𝑖

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗𝑢0

𝜕𝜒𝜀

𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗𝑢0

𝜕𝜒𝜀

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

−
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝑢0

𝜕𝜒𝜀

𝜕𝑥𝑗

, 𝐴𝑗𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

.

Вычислим разность (4.3) и (4.4):
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝑣𝜀, 𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝐴0𝑣𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝑎(·, 𝑣𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R) + 𝜆(𝑣𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀) = (𝜒𝜀𝑓, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀) +𝐾𝜀.

(4.5)

Аналогично из [28, Нерав. (2.7)] выводится оценка
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝑣𝜀, 𝐴𝑗

𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝐴0𝑣𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀)

+ (𝑎(·, 𝑣𝜀), 𝑣𝜀)𝐿2(𝜕𝜃𝜀R) + 𝜆(𝑣𝜀, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀) ⩾ 𝐶‖𝑣𝜀‖2𝑊 1
2 (Ω

𝜀),

(4.6)
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где константа 𝐶 не зависит от 𝑣𝜀.
Далее основная цель — оценить правую часть равенства (4.5). Все дальнейшие вычис-

ления следуют схеме доказательства теоремы 2.1 из [28]. Ниже мы приводим основные
этапы вычислений.
Применяя лемму 3.7, оценим первое слагаемое в правой части равенства (4.5)

|(𝜒𝜀
1𝑓, 𝑣𝜀)𝐿2(Ω𝜀)| ⩽ 𝐶

𝜀

𝜂
𝑛−2
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω)‖𝑣𝜀‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀). (4.7)

Из лемм 3.5, 3.7 и неравенства (4.1) следуют оценки⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑢0

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜒𝜀
1

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝐶

𝜀
1
2

𝜂
𝑛−2
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω)‖𝑣𝜀‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀). (4.8)⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(︂
𝐴𝑖𝑗𝑢0

𝜕𝜒𝜀
1

𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥𝑗

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝐶𝜀

1
2‖𝑓‖𝐿2(Ω)‖𝑣𝜀‖𝑊 1

2 (Ω
𝜀), (4.9)⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝐴𝑗𝑢0

𝜕𝜒𝜀
1

𝜕𝑥𝑗

, 𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

−
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
𝑢0

𝜕𝜒𝜀
1

𝜕𝑥𝑗

, 𝐴𝑗𝑣𝜀

)︂
𝐿2(Ω𝜀)

⃒⃒⃒⃒
⃒

⩽ 𝐶
𝜀

3
2

𝜂
𝑛−2
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω)‖𝑣𝜀‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀).

(4.10)

Используя неравенства (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) и (4.10), выводим оценку для 𝑣𝜀

‖𝑣𝜀‖𝑊 1
2 (Ω

𝜀) ⩽ 𝐶

(︂
𝜀

𝜂𝑛−2

)︂ 1
2

‖𝑓‖𝐿2(Ω). (4.11)

Теперь оценим норму разности 𝑢𝜀 − 𝑢0. Для этого представим эту разность в виде

𝑢𝜀 − 𝑢0 = 𝑢𝜀 − (1− 𝜒𝜀)𝑢0 + 𝑢0𝜒
𝜀 = 𝑣𝜀 + 𝑢0𝜒

𝜀.

Из лемм 3.5 и неравенства (4.1) вытекает оценка для 𝑢0𝜒
𝜀
1

‖𝑢0𝜒
𝜀
1‖𝐿2(Ω𝜀) ⩽ 𝐶𝜀

3
2‖𝑓‖𝐿2(Ω). (4.12)

Аналогично выводим оценку для ∇(𝑢0𝜒
𝜀)

‖∇𝑢0𝜒
𝜀‖𝐿2(Ω𝜀) ⩽ 𝐶(‖∇𝑢0‖𝐿2(Ω𝜀) + 𝜀−1‖𝑢0‖𝐿2(Ω𝜀)) ⩽ 𝐶𝜀

1
2‖𝑓‖𝐿2(Ω). (4.13)

Используя неравенства (4.11), (4.12) и (4.13) получим оценку (2.5). Теорема 2.1 доказана.
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