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ГИПЕРЦИКЛИЧЕСКИЕ И ХАОТИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ

В ПРОСТРАНСТВЕ ФУНКЦИЙ,

АНАЛИТИЧЕСКИХ В ОБЛАСТИ

А.И. РАХИМОВА

Аннотация. В данной статье рассматривается пространство 𝐻(Ω) функций, аналити-
ческих в односвязной области Ω комплексной плоскости, наделенное топологией рав-
номерной сходимости на компактах. Изучены вопросы гиперцикличности, хаотичности
и часто–гиперцикличности некоторых операторов в этом пространстве. Доказано, что
линейный непрерывный оператор в 𝐻(Ω), коммутирующий с оператором дифферен-
цирования, гиперциклический. Также показано, что данный оператор является хаоти-
ческим и часто–гиперциклическим в 𝐻(Ω).
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1. Введение

1.1. Цель работы. Линейный непрерывный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 в топологическом
пространстве 𝑋 образует дискретную динамическую систему {𝑇 𝑛}𝑛∈N∪{0}. Для описания
поведения этой системы были введены такие характеристики для операторов, как циклич-
ность, гиперцикличность, часто–гиперцикличность, хаотичность и многие другие. Задача
описания гиперциклических операторов в пространстве 𝐻(C) функций, аналитических
в комплексной плоскости, рассматривалась Маклейном [1], Биркхофом [2], Годефруа [3],
Шапиро [4], Кимом [5], [6] и другими авторами, а хаотических и часто–гиперциклических
операторов в 𝐻(C) — в работах Гроссе–Эрдманна, Пэрис [7], Баярт, Матерона [8], Дева-
ни [10] и других.
Основы теории хаотических операторов были заложены Девани [10]. Бэнкс, Брукс и

другие авторы в статье [11] рассмотрели условия хаотичности Девани и доказали, что
условие существенной зависимости оператора от начальных условий вытекает из условий
топологической транзитивности и наличия плотного множества периодических точек. Го-
дефруа, Шапиро [3] показали, что любой оператор свертки, характеристическая функция
которого отлична от постоянной, является хаотическим в 𝐻(C).
Понятие часто–гиперциклического оператора ввели Баярт и Гривакс в статье [12] для

пространства 𝐻(C). Бонилла и Гроссе–Эрдманн в работе [13] привели примеры таких
операторов и векторов в 𝐻(C). В книгах Гроссе–Эрдманн, Пэрис [7] и Баярт, Матерон [8]
имеются подробные сведения по динамике линейных операторов, в том числе по хаотиче-
ским и часто–гиперциклическим операторам. В работе Лишанского [9] изучена динамика
линейных операторов в пространствах Харди функций, аналитических в круге.
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В случае пространств функций, аналитических в односвязной области на комплексной
плоскости, задачи о гиперцикличности, хаотичности и часто–гиперцикличности линейных
непрерывных операторов ранее не рассматривались. Данная работа посвящена изучению
этих вопросов в пространстве таких функций.
Пусть Ω — произвольная односвязная область на плоскости C. Определим как 𝐻(Ω)

пространство аналитических в Ω функций и наделим его топологией равномерной сходи-
мости на компактах из Ω, задаваемой системой норм

𝑝𝑚(𝑓) = sup
𝑧∈𝐾𝑚

|𝑓(𝑧)|, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

где 𝐾𝑚 — компакты в Ω с непустой внутренностью такие, что 𝐾𝑚 ⊂ int𝐾𝑚+1, 𝑚 ∈ N и
∞⋃︀
𝑛=1

𝐾𝑚 = Ω. По теореме Римана система полиномов полна в 𝐻(Ω), значит, пространство

сепарабельно. Также оно метризуемо. Тогда 𝐻(Ω) является пространством Фреше. Отме-
тим, что оно инвариантно относительно дифференцирования и относительно сдвига, если
Ω = Ω𝜎 = {𝑧 ∈ C : |Im 𝑧| < 𝜎} — горизонтальная полоса на плоскости C, где 𝜎 ∈ R, 𝜎 > 0.
Результаты статьи приведены в теоремах 2.1, 3.1 и 3.2. Доказано, что линейный

непрерывный оператор 𝑇 в 𝐻(Ω), коммутирующий с оператором дифференцирова-
ния, гиперциклический (теорема 2.1), а также он хаотический (теорема 3.1) и часто–
гиперциклический (теорема 3.2).

1.2. Основные определения. Пусть 𝑋 — топологическое векторное пространство над
полем C. Орбитой элемента 𝑥 оператора 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 называется множество

Orb(𝑇, 𝑥) =
{︀
𝑇 𝑛𝑥

}︀∞
𝑛=0

([7, опр. 1.2], [8, введ., опр. 0.1]). Элемент 𝑥 ∈ 𝑋 называется периодической точкой опе-
ратора 𝑇 , если найдется число 𝑛 ∈ N такое, что 𝑇 𝑛𝑥 = 𝑥 ([7, опр. 1.23], [8, опр. 6.5]).
Обозначим через span𝐸 линейную оболочку множества 𝐸 в топологическом векторном
пространстве.
Линейный непрерывный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 называется гиперциклическим операто-

ром ([7, опр. 2.15], [8, введ., опр. 0.2]) в пространстве 𝑋, если существует элемент 𝑥 ∈ 𝑋,
орбита которого плотна в 𝑋. Элемент 𝑥 ∈ 𝑋 является гиперциклическим вектором опе-
ратора 𝑇 в 𝑋.
Непрерывный оператор 𝑇 : 𝑋 −→ 𝑋 в топологическом векторном пространстве 𝑋

называетсятопологически транзитивным, если для любых непустых открытых множеств
𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 существует такое число 𝑛 ∈ N, что 𝑇 𝑛(𝐴) ∩𝐵 ̸= ∅ ([7, опр. 1.11], [8, теор. 1.2]).
Оператор Φ : 𝑌 → 𝑌 в метрическом пространстве (𝑌, 𝑑) называется хаотическим, если

выполнены следующие условия Девани ([10, опр. 8.5]):
(A) Оператор Φ обладает существенной зависимостью от начальных условий: существу-

ет 𝛿 > 0 такое, что для любого элемента 𝑥 ∈ 𝑌 и его любой окрестности 𝑈 найдутся точка
𝑦 ∈ 𝑈 и число 𝑛 ∈ N такие, что 𝑑(Φ𝑛𝑥,Φ𝑛𝑦) > 𝛿;
(B) Оператор Φ является топологически транзитивным;
(C) Множество периодических точек оператора Φ является плотным подмножеством в

пространстве 𝑌 .
Нижняя плотность ([7, опр. 9.1], [8, § 6.3, п. 6.3.1, опр. 0.2]) множества 𝐴 ⊂ N dens𝐴

определяется по формуле

dens𝐴 = lim inf
𝑁→∞

#{𝑛 ∈ 𝐴 : 𝑛 ⩽ 𝑁}
𝑁

.

Пусть 𝑋 — топологическое векторное пространство. Линейный непрерывный оператор
𝑇 : 𝑋 → 𝑋 называется часто–гиперциклическим оператором ([7, опр. 9.2], [8, опр. 6.16]),
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если найдется такой элемент 𝑥 ∈ 𝑋, что для любого непустого открытого подмноже-
ства 𝑈 ⊂ 𝑋 выполняется условие dens

{︀
𝑛 ∈ N : 𝑇 𝑛𝑥 ∈ 𝑈

}︀
> 0. Элемент 𝑥 ∈ 𝑋 явля-

ется часто–гиперциклическим вектором оператора 𝑇 в 𝑋. Заметим, что класс часто–
гиперциклических операторов содержится в множестве гиперциклических операторов ([7,
опр. 9.2], [8, опр. 6.16]).
В дальнейшем нам понадобятся приведенные ниже теоремы:

Теорема 1.1 (Теорема Годефруа–Шапиро, [3, следствие 1.3]). Пусть 𝑇 : 𝑋 →
𝑋 — линейный непрерывный оператор в сепарабельном пространстве Фреше 𝑋, подпро-
странства

𝑋0 = span{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑇𝑥 = 𝜆𝑥, 𝜆 ∈ C : |𝜆| < 1}
и

𝑌0 = span{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑇𝑥 = 𝜆𝑥, 𝜆 ∈ C : |𝜆| > 1}
плотны в 𝑋.
Тогда 𝑇 — гиперциклический оператор.

В работах [7] и [11] доказаны следующие факты:

Теорема 1.2 ([11, теорема 1]). Если в метрическом пространстве 𝑋 оператор
𝑇 : 𝑋 → 𝑋 топологически транзитивный и множество его периодических точек всю-
ду плотно в 𝑋, то оператор 𝑇 обладает существенной зависимостью от начальных
условий.

Теорема 1.3 (Теорема Биркгофа о транзитивности, [7, теорема 2.19]). Если 𝑋 —
пространство Фреше, то для линейного непрерывного оператора 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 топологи-
ческая транзитивность и гиперцикличность равносильны.

В силу теоремы 1.2 условие (A) следует из условий (B) и (C), поэтому дальше при до-
казательстве хаотичности оператора его проверка не требуется. Из теоремы 1.3 следует,
что для гиперциклического оператора в пространстве Фреше достаточно проверить плот-
ность множества его периодических точек в этом пространстве. Заметим, что множество
периодических точек является линейным подпространством.

Теорема 1.4 ([7, теорема 2.33]). Пусть 𝑇 — линейный оператор в комплексном век-
торном пространстве 𝑋. Тогда множество периодических точек оператора 𝑇 задается
в виде

Per(𝑇 ) = span
{︀
𝑥 ∈ 𝑋 : ∃𝛼 ∈ Q : 𝑇𝑥 = 𝑒𝛼𝜋𝑖𝑥

}︀
.

Пусть 𝑇 — оператор в комплексном топологическом векторном пространстве Фреше𝑋 и
T — единичная окружность. Набор функций 𝐸𝑗 : T → 𝐻(Ω), 𝑗 ∈ 𝐽 , называется охватываю-
щим полем собственных векторов, соответствующих собственным значениям с единичным
модулем, если 𝐸𝑗(𝑤) ∈ ker(𝑇 −𝑤𝐼) для всех 𝑤 ∈ T, 𝑗 ∈ 𝐽 и множество span

{︀
𝐸𝑗(𝑤)

}︀
𝑤∈T,𝑗∈𝐽

плотно в 𝑋. Векторное поле называется соответственно непрерывным или 𝐶2–гладким,
если каждая функция 𝐸𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 соответственно непрерывна или дважды непрерывно
дифференцируема по 𝑤 на T ([7, определение 9.21]).

Теорема 1.5 ([7, теорема 9.22]). Пусть 𝑇 — оператор в комплексном сепарабельном
пространстве Фреше 𝑋. Тогда справедливы следующие утверждения:
a) если оператор 𝑇 имеет непрерывное охватывающее поле собственных векторов,

соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он хаотический;
b) если оператор 𝑇 имеет 𝐶2–гладкое охватывающее поле собственных векто-

ров, соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он часто–
гиперциклический.
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Мы воспользуемся также следующей теоремой.

Теорема 1.6 ([7, лемма 2.34]). Пусть Λ ⊂ C — множество, содержащее предельную
точку, тогда множество

span
{︀
𝑒𝜆𝑧, 𝑧 ∈ Ω

}︀
𝜆∈Λ

плотно в 𝐻(Ω).

2. Гиперциклические операторы

Для операторов, коммутирующих с дифференцированием, справедливо следующее
утверждение:

Теорема 2.1. Пусть линейный непрерывный оператор 𝑇 в пространстве 𝐻(Ω) ком-
мутирует с оператором дифференцирования и не является скалярным кратным тож-
дественного отображения. Тогда 𝑇 — гиперциклический оператор в 𝐻(Ω).

Доказательство. Для любого 𝜆 ∈ C ряд Тейлора

𝑒𝜆𝑧 =
+∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛

𝑛!
𝑧𝑛

сходится равномерно на компактах плоскости, значит, он сходится в топологии простран-
ства 𝐻(Ω). Функцию 𝑇 (𝑧, 𝜆) = 𝑇𝑧(𝑒

𝜆𝑧) можно представить в виде поточечно сходящегося
по 𝜆 ряда

𝑇 (𝑧, 𝜆) =
+∞∑︁
𝑛=0

𝑇 (𝑧𝑛)

𝑛!
𝜆𝑛, 𝜆 ∈ C.

По теореме Абеля этот степенной ряд сходится равномерно на компактах плоскости, по-
этому 𝑇𝑧(𝑒

𝜆𝑧) — целая функция по переменной 𝜆.
Так как 𝑇 коммутирует с 𝐷, то при каждом 𝜆 ∈ C верно равенство

𝑇 ′
𝑧(𝑒

𝜆𝑧) =
𝑑

𝑑𝑧
𝑇𝑧(𝑒

𝜆𝑧) = 𝑇𝑧
𝑑

𝑑𝑧
(𝑒𝜆𝑧) = 𝜆𝑇𝑧(𝑒

𝜆𝑧), 𝑧 ∈ Ω.

Решение дифференциального уравнения 𝑇 ′
𝑧(𝑒

𝜆𝑧) = 𝜆𝑇𝑧(𝑒
𝜆𝑧) имеет вид

𝑇𝑧(𝑒
𝜆𝑧) = 𝑎𝑇 (𝜆)𝑒

𝜆𝑧, 𝑧 ∈ Ω, 𝜆 ∈ C.

Поскольку функция 𝑇𝑧(𝑒
𝜆𝑧) целая по 𝜆, то 𝑎𝑇 (𝜆) — целая функция. Отметим, что 𝑎𝑇 (𝜆)

не тождественна постоянной: если 𝑎𝑇 (𝜆) ≡ 𝑐, где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то 𝑇𝑧(𝑒
𝜆𝑧) = 𝑐𝑒𝜆𝑧, а в силу

того, что система экспонент полна в 𝐻(Ω), получим 𝑇𝑓 = 𝑐𝑓 , 𝑓 ∈ 𝐻(Ω), что противоречит
условию теоремы.
Рассмотрим множества 𝑊1 =

{︀
𝜆 ∈ C : |𝑎𝑇 (𝜆)| < 1

}︀
и 𝑊2 =

{︀
𝜆 ∈ C : |𝑎𝑇 (𝜆)| > 1

}︀
. Они

открытые и непустые: если𝑊2 = ∅, то 𝑎𝑇 (𝜆) ограничена, значит, постоянна, а если𝑊1 = ∅,
то 1/𝑎𝑇 (𝜆) ограничена. Определим 𝑋0 = span{𝑒𝜆𝑧}𝑧∈𝑊1 и 𝑌0 = span{𝑒𝜆𝑧}𝑧∈𝑊2 . Множества
𝑋0 и 𝑌0 плотны в 𝐻(Ω). Таким образом, по теореме 1.1 оператор 𝑇 гиперциклический в
𝐻(Ω).

Операторы из следствий 2.1–2.4 линейные непрерывные и коммутируют с оператором
дифференцирования, поэтому они удовлетворяют теореме 2.1.

Следствие 2.1. Пусть полином 𝑃 (𝑧) =
𝑚∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, где 𝑚 ∈ N и 𝑎𝑛 ∈ C, 𝑛 ∈ (0;𝑚), отли-

чен от постоянной. Тогда оператор 𝑇 =
𝑚∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝐷
𝑛 является гиперциклическим в 𝐻(Ω).
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Положим Ω𝜎 = {𝑧 ∈ C : |Im 𝑧| < 𝜎}, где 𝜎 ∈ R, 𝜎 > 0.

Следствие 2.2. Пусть заданы числа 𝑚 ∈ N и 𝑎𝑗 ∈ R, 𝑐𝑗 ∈ C, 𝑗 ∈ (1;𝑚). Тогда опера-

тор 𝑇𝑓(𝑧) =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝑓(𝑧 + 𝑎𝑗) при условии, что он не кратен тождественному, гиперцик-

лический в 𝐻(Ω𝜎).

Следствие 2.3. Пусть 𝑁 ∈ N и 𝑚 ∈ N, для всех 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 и 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚
заданы числа 𝑐𝑗𝑘 ∈ C и точки 𝑎𝑘 ∈ R. Тогда оператор

𝑇𝑓(𝑧) =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗𝑘(𝐷
𝑗𝑓)(𝑧 + 𝑎𝑘),

действующий в 𝐻(Ω𝜎) и не кратный тождественному, является гиперцикличе-
ским в 𝐻(Ω𝜎).

Следствие 2.4. Оператор 𝑀𝐹 [𝑓 ](𝑧) = ⟨𝐹𝑤, 𝑓(𝑧 +𝑤)⟩, где 𝐹 ∈ 𝐻*(Ω𝜎), носитель кото-
рого лежит на вещественной оси, гиперциклический в 𝐻(Ω𝜎) (см. [14, теорема 17.3]).

Приведем пример не гиперциклического оператора.

Пример 2.1. Пусть 𝜆 ∈ R ∖ {0} и 𝑏 ∈ R — фиксированные числа. Тогда оператор
𝑇𝑓(𝑧) = 𝑓 ′(𝜆𝑧 + 𝑏) при условии |𝜆| < 1 не гиперциклический в 𝐻(Ω𝜎).

Доказательство. Очевидно, оператор 𝑇 линейный и непрерывно отображает 𝐻(Ω𝜎) в
𝐻(Ω𝜎). Рассмотрим произвольную функцию 𝑓 ∈ 𝐻(Ω𝜎). Действие оператора 𝑇 𝑛 раз на
функцию 𝑓 имеет вид

𝑇 𝑛𝑓(𝑧) = 𝜆
𝑛(𝑛−1)

2 𝑓 (𝑛)

(︂
𝜆𝑛𝑧 + 𝑏

(︂
1− 𝜆𝑛

1− 𝜆

)︂)︂
.

Возьмем произвольный компакт 𝐾 ⊂ Ω𝜎. Очевидно, что

sup
𝑧∈𝐾

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛𝑧 + 𝑏

(︂
1− 𝜆𝑛

1− 𝜆

)︂
− 𝑏

1− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
−−−→
𝑛→∞

0,

значит, для некоторого 𝑁 ∈ N при 𝑛 ≥ 𝑁⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑛𝑧 + 𝑏

(︂
1− 𝜆𝑛

1− 𝜆

)︂
− 𝑏

1− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
<
𝜎

4
, 𝑧 ∈ 𝐾.

Обозначим

𝑧𝑛 = 𝜆𝑛𝑧 + 𝑏

(︂
1− 𝜆𝑛

1− 𝜆

)︂
.

По интегральной формуле Коши при 𝑛 ≥ 𝑁

𝑓 (𝑛)(𝑧𝑛) =
𝑛!

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜉− 𝑏

1−𝜆
|=𝜎

2

𝑓(𝜉)𝑑𝜉

(𝜉 − 𝑧𝑛)
𝑛+1 ,

поэтому

|𝑓 (𝑛)(𝑧𝑛)| ⩽
22𝑛+1𝑛!

𝜎𝑛+1
max

|𝜉− 𝑏
1−𝜆

|≤𝜎
2

|𝑓(𝜉)| := 𝐶0

(︂
4

𝜎

)︂𝑛

𝑛!,

где 𝐶0 =
2
𝜎

max
|𝜉− 𝑏

1−𝜆
|≤𝜎

2

|𝑓(𝜉)|. Тогда при 𝑛 ≥ 𝑁 , 𝑧 ∈ 𝐾

|𝑇 𝑛𝑓(𝑧)| = |𝜆|
𝑛(𝑛−1)

2 |𝑓 (𝑛)(𝑧𝑛)| ⩽ 𝐶0

(︂
4

𝜎

)︂𝑛

𝑛!|𝜆|
𝑛(𝑛−1)

2 ,
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то есть

max
𝑧∈𝐾

|𝑇 𝑛𝑓(𝑧)| −−−→
𝑛→∞

0.

Поскольку 𝐾 — произвольный компакт, то 𝑇 𝑛𝑓(𝑧) → 0 при 𝑛 → ∞ в топологии про-
странства 𝐻(Ω𝜎). В частности, множество {𝑇 𝑛𝑓}𝑛∈N ограничено в пространстве 𝐻(Ω𝜎) и
не может быть всюду плотным.

3. Хаотические и часто–гиперциклические операторы

Для операторов, коммутирующих с дифференцированием, выполняются следующие
утверждения о хаотичности и часто–гиперцикличности.

Теорема 3.1. Пусть линейный непрерывный оператор 𝑇 в пространстве 𝐻(Ω) ком-
мутирует с оператором дифференцирования и не является скалярным кратным тож-
дественного отображения. Тогда 𝑇 — хаотический оператор.

Доказательство. Покажем справедливость утверждения, проверив определение хаотич-
ности. В теореме 2.1 было показано, что 𝑇 — гиперциклический оператор в пространстве
Фреше 𝐻(Ω). В силу теорем 1.2 и 1.3 осталось показать, что 𝑇 имеет плотное множество
периодических точек в 𝐻(Ω).
При доказательстве теоремы 2.1 получили, что действие оператора 𝑇 на экспоненты

определяется по формуле

𝑇 (𝑒𝜆𝑧) = 𝑎𝑇 (𝜆)𝑒
𝜆𝑧,

где 𝑎𝑇 (𝜆) — целая функция, отличная от постоянной, 𝜆 ∈ C, 𝑧 ∈ Ω. Введем обозначение
𝜙(𝜆) = 𝑎𝑇 (𝜆).
По теореме 1.4 совокупность периодических точек оператора 𝑇 задается в виде

𝑉 = span
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(Ω) : ∃𝛼 ∈ Q : 𝑇𝑓(𝑧) = 𝑒𝛼𝜋𝑖𝑓(𝑧)

}︁
.

Тогда множеством собственных значений, соответствующих функциям из 𝑉 , является

𝑊 =
{︁
𝜆 ∈ C : ∃𝛼 ∈ Q : 𝜙(𝜆) = 𝑒𝛼𝜋𝑖

}︁
.

Поскольку 𝜙(𝜆) — непостоянная целая функция, то она принимает все значения, кроме,
может быть, одного значения. Значит, ее образ 𝜙(C) пересекает единичную окружность T.
Так как непостоянная голоморфная функция 𝜙(𝜆) является открытым отображением, то
бесконечно много точек 𝜆 = 𝜙−1(𝑒𝛼𝜋𝑖), где 𝛼 ∈ Q, лежат в некотором компакте в C. Отсюда
получим, что𝑊 имеет предельную точку. По теореме 1.6 𝑉 = span{𝑒𝜆𝑧}𝜆∈𝑊 плотно в𝐻(Ω).
Следовательно, оператор 𝑇 хаотический в 𝐻(Ω).

Теорема 3.2. Пусть линейный непрерывный оператор 𝑇 в пространстве 𝐻(Ω) ком-
мутирует с оператором дифференцирования и не является скалярным кратным тож-
дественного отображения. Тогда 𝑇 — часто–гиперциклический оператор.

Доказательство. Доказательство теоремы основывается на теореме 1.5.
В теореме 2.1 было показано, что 𝑇 — гиперциклический оператор в пространстве Фреше

𝐻(Ω). При ее доказательстве получили, что действие оператора 𝑇 на экспоненты равно

𝑇 (𝑒𝜆𝑧) = 𝑎𝑇 (𝜆)𝑒
𝜆𝑧,

где 𝑎𝑇 (𝜆) — целая функция, отличная от постоянной, 𝜆 ∈ C, 𝑧 ∈ Ω. Обозначим
𝜙(𝜆) = 𝑎𝑇 (𝜆). Из предыдущего уравнения видно, что числа 𝜙(𝜆) входят в множество
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собственных значений оператора 𝑇 , а экспоненты 𝑒𝜆𝑧 являются его собственными функ-
циями.
Поскольку 𝜙 — целая функция, отличная от постоянной, то по теореме Пикара множе-

ство 𝜙(C) содержит всю единичную окружность, кроме, возможно, одной точки. Возьмем
точку 𝑤 ∈ T так, чтобы в точке 𝑧, 𝜙(𝑧) = 𝑤, производная 𝜙′(𝑧) была отлична от нуля:

𝜙′(𝑧) ̸= 0. В этом случае функция 𝜙 отображает некоторую открытую окрестность ̃︀𝑈
точки 𝑧 конформно в некоторую открытую окрестность 𝑈 точки 𝑤.
Пусть 𝜓 = 𝜙−1 : 𝑈 → ̃︀𝑈 — обратное отображение, оно голоморфно в 𝑈 . Зафиксируем

некоторую нетривиальную замкнутую дугу единичной окружности 𝛾 ⊂ 𝑈 , содержащую
точку 𝑤. Возьмем 𝐶2–гладкую функцию 𝑓 : T → C такую, что 𝑓(𝑤) ̸= 0 и 𝑓 ≡ 0 вне
𝛾. Определим функцию 𝐸 : T → 𝐻(Ω) в виде 𝐸(𝜆) = 𝑓(𝜆)𝑒𝜓(𝜆)𝑧. Поскольку множество
𝑉 = {𝜓(𝜆), 𝜆 ∈ 𝛾, 𝑓(𝜆) ̸= 0} очевидным образом имеет предельные точки, то по теореме
F множество span

{︀
𝑓(𝜆)𝑒𝜓(𝜆)𝑧, 𝜓(𝜆) ∈ 𝑉 } плотно в 𝐻(Ω). Очевидно, набор из одной функ-

ции 𝐸 образует охватывающее поле собственных векторов, соответствующих собственным
значениям с единичным модулем. Тем самым, теорема 3.2 следует из теоремы 1.5.

Поскольку операторы из следствий 3.1–3.4 линейные непрерывные в 𝐻(Ω) и коммути-
руют с оператором дифференцирования, то для них справедливы теоремы 3.1 и 3.2.

Следствие 3.1. Пусть полином

𝑃 (𝑧) =
𝑚∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛,

где 𝑚 ∈ N и 𝑎𝑛 ∈ C, 𝑛 ∈ (0;𝑚), отличен от постоянной. Тогда оператор 𝑇 =
𝑚∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝐷
𝑛

хаотический и часто–гиперциклический в 𝐻(Ω).

Положим Ω𝜎 = {𝑧 ∈ C : |Im 𝑧| < 𝜎}, где 𝜎 ∈ R, 𝜎 > 0.

Следствие 3.2. Пусть заданы числа𝑚 ∈ N и 𝑎𝑗 ∈ R, 𝑐𝑗 ∈ C, 𝑗 ∈ (1;𝑚). Тогда оператор

𝑇𝑓(𝑧) =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑐𝑗𝑓(𝑧 + 𝑎𝑗) при условии, что он не кратен тождественному, хаотичен и

часто–гиперцикличен в 𝐻(Ω𝜎).

Следствие 3.3. Пусть 𝑁 ∈ N и 𝑚 ∈ N, для всех 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 и 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚
заданы числа 𝑐𝑗𝑘 ∈ C и точки 𝑎𝑘 ∈ R. Тогда оператор

𝑇𝑓(𝑧) =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗𝑘(𝐷
𝑗𝑓)(𝑧 + 𝑎𝑘),

действующий в 𝐻(Ω𝜎) и не кратный тождественному, хаотический и часто–
гиперциклический в 𝐻(Ω𝜎).

Следствие 3.4. Оператор 𝑀𝐹 [𝑓 ](𝑧) = ⟨𝐹𝑤, 𝑓(𝑧 + 𝑤)⟩, где 𝐹 ∈ 𝐻*(Ω𝜎), носитель ко-
торого лежит на вещественной оси, хаотический и часто–гиперциклический в 𝐻(Ω𝜎)
(см. [14, теорема 17.3]).
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