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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОЖЕСТВА

В ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

В ПОЛУПЛОСКОСТИ
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Аннотация. Рассматриваются задачи, относящиеся к задачам свободной интерполя-
ции, которые впервые начал рассматривать А.Ф. Леонтьев. Получены новые критерии
интерполяционности множеств в пространстве аналитических в верхней полуплоскости
функций конечного порядка. Приведены примеры интерполяционных множеств в про-
странстве аналитических в верхней полуплоскости функций конечного порядка. Эти
примеры аналогичны интерполяционным множествам в пространстве аналитических,
ограниченных в верхней полуплоскости функций. В частности, приведены аналоги
множеств, удовлетворяющих условию Ньюмена и равномерному условию Фростмана.
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1. Введение

1.1. Обозначения и терминология. Будем использовать следующие определения и
терминологию. Если неравенство (равенство) выполняется для всех достаточно больших
значений аргумента, то оно называется асимптотическим неравенством (равенством). Че-
рез 𝐾,𝑀, . . . , 𝜀, 𝛿, . . . , мы будем обозначать положительные константы, которые могут ме-
няться в процессе рассуждений. Так, может встретиться выражение: «если 𝑓(𝑟) < 3𝑀 , то
𝑓(𝑟) < 𝑀».
Обозначим через N := {1, 2, . . . } — множество целых положительных (натуральных)

чисел, C — комплексная плоскость с вещественной осью R и положительной полуосью
R+ := {𝑥 ∈ R : 𝑥 ≥ 0}, C+ := {𝑧 ∈ C : Im 𝑧 > 0} — верхняя полуплоскость. Одноточеч-
ные множества записываем без фигурных скобок, если это не вызывает разночтений. Так,
R := R∪±∞ и R+ := R∪+∞ — расширенные соответственно вещественная ось и положи-
тельная полуось с обычным модулем |·| как и для C, и |±∞| := +∞,∞— это бесконечность
в комплексной полуплоскости C+, т.е. последовательность точек 𝑧𝑛 → ∞ при 𝑛 → ∞, если
lim
𝑛→∞

|𝑧𝑛| = +∞. 𝑛1, 𝑛2 — множество целых чисел 𝑛 : 𝑛1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑛2. Открытый круг радиуса

𝑟 с центром в точке 𝑎 будем обозначать через 𝐶(𝑎, 𝑟), через 𝐵(𝑎, 𝑟) = 𝐶(𝑎, 𝑟) обозначим
замкнутый круг, 𝐺+ означает пересечение множества 𝐺 с полуплоскостью C+, то есть
𝐺+ := 𝐺 ∩ C+, 𝐺 — замыкание множества 𝐺.
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Через 𝑎+ обозначаем (|𝑎| + 𝑎)/2, в частности, ln+ 0 := 0. Через [·] мы обозначаем це-
лую часть числа, 𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C+ — последовательность точек без повторений, все
предельные точки которой на вещественной оси и ∞. Всюду далее, если не оговорено про-
тивное, считаем 𝑟𝑛 = |𝑎𝑛|, 𝜃𝑛 = arg 𝑎𝑛, 𝑟 = |𝑧|, 𝜃 = arg 𝑧, где 0 ⩽ arg 𝑧 ⩽ 𝜋 для 𝑧 ∈ C+,
𝑛+
𝐴(𝐺) := 𝑛+(𝐺) =

∑︀
𝑎𝑛∈𝐺

sin 𝜃𝑛, в частности, 𝑛
+
𝐴(𝑅) := 𝑛+(𝐶(0, 𝑅)).

1.2. Определения порядка аналитической в верхней полуплоскости функции.

Пусть 𝜌 (𝑟 ∈ R+) — уточненный порядок в смысле Валирона, lim
𝑟→∞

𝜌(𝑟) = 𝜚 > 0. Обозначим

далее 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟). Пусть 𝑓 голоморфная функция в C+. Уточненный порядок 𝜌 назы-
вается полуформальным порядком функции 𝑓 , если существует такая константа 𝑀 > 0
(зависящая от 𝑓 и не зависящая от 𝑧), что для всех 𝑧 ∈ C+ выполняется неравенство

ln |𝑓(𝑧)| < 𝑀𝑉 (|𝑧|),

и выполняется условие Б.Я. Левина: существуют числа 𝑞 ∈ (0, 1) и 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) такие, что
в каждой области

𝐷(𝑅, 𝑞, 𝛿) = {𝑧 : 𝑞𝑅 < |𝑧| < 𝑅/𝑞, 𝛿 < arg 𝑧 < 𝜋 − 𝛿}

найдется точка 𝑧, в которой выполняется неравенство ln |𝑓(𝑧)| > −𝑀𝑉 (|𝑧|).
Определение полуформального порядка функции принадлежит А.Ф. Гришину (см., на-

пример, [1]). Обозначим через [𝜌,∞)+ пространство функций, для которых 𝜌 является
полуформальным порядком.

1.3. Интерполяционная задача в пространстве [𝜌,∞)+. Рассматриваемые в нашей
работе задачи относятся к задачам свободной интерполяции, которые впервые начал рас-
сматривать Леонтьев [2]–[4]. Кратная интерполяционная задача в пространстве [𝜌,∞)+,
𝜚 > 0, была решена в работах [5], [6]. Приводимая ниже постановка задачи и теорема —
это ее частный случай, когда кратности узлов интерполяции равны единице. Случай 𝜚 = 0
(нулевого порядка) рассматривался в [7].
Приведем некоторые понятия и обозначения. Введем канонический множитель Неван-

линны

𝐵𝑞(𝑢, 𝑣) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣(𝑢− 𝑣)

𝑣(𝑢− 𝑣)
, при 𝑞 = 0,

𝐵0(𝑢, 𝑣) exp

(︃
𝑞∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗

𝑗

(︂
1

𝑣𝑗
− 1

𝑣𝑗

)︂)︃
, при 𝑞 ∈ N.

Пусть 𝜌 — уточненный порядок в смысле Валирона, lim
𝑟→∞

𝜌(𝑟) = 𝜚 > 0, 𝑞 = [𝜚]. Если

последовательность 𝐴 такая, что

𝑛+
𝐴(𝑅) ⩽ 𝐾𝑉 (𝑅) (1.1)

при некотором𝐾 > 0 (т.е. имеет конечную верхнюю аргументную плотность) и 𝜚— нецелое
число, то бесконечное произведение

𝐸(𝑧) := 𝐸𝐴(𝑧) =
∏︁
𝑟𝑛⩽1

𝐵0(𝑧, 𝑎𝑛)
∏︁
𝑟𝑛>1

𝐵𝑞(𝑧, 𝑎𝑛)

равномерно сходится на компактах в C+.
Функция 𝐸(𝑧) называется канонической функцией (каноническим произведением) по-

следовательности 𝐴.
Случай целого 𝜚 ⩾ 1 сложнее. В этом случае для равномерной сходимости функции 𝐸(𝑧)

на компактах в C+ недостаточно одной только конечной верхней аргументной плотности,
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требуется еще некоторая аргументная симметрия точек 𝑎𝑛. Для построения каноническо-
го произведения добавляется множитель без нулей, полная мера которого сосредоточена
на вещественной оси (см. [6]). Такая функция называется присоединенной функцией по-
следовательности 𝐴.
По заданной последовательности 𝐴 определим семейства функций

Φ+
𝐷(𝑧, 𝛼) =

𝑛+
𝐷(𝐶(𝑧, 𝛼|𝑧|) ∖ {𝑎𝑛})

𝑉 (|𝑧|)
,

где 𝑎𝑛 — точка носителя последовательности 𝐴, ближайшая к точке 𝑧 (если таких точек
несколько, то выбираем любую из них). Положим

𝐼+𝐴 (𝑧, 𝛿) = sin 𝜃

𝛿∫︁
0

Φ+
𝐷(𝐶(𝑧, 𝛼) 𝑑𝛼

𝛼(𝛼 + sin 𝜃)2
, 𝜃 = arg 𝑧.

Определение 1.1. Последовательность 𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C+, все предельные точки
которой принадлежат R∪∞, называется интерполяционной для пространства [𝜌,∞)+,
если для любой последовательности комплексных чисел 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ N, удовлетворяющих
условию

sup
𝑛

ln+ |𝑏𝑛|
𝑉 (|𝑎𝑛|)

< ∞,

cуществует функция 𝐹 ∈ [𝜌,∞)+ такая, что

𝐹 (𝑎𝑛) = 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ N. (1.2)

Всюду далее будем предполагать, что выполняется условие |𝑎𝑛| ≥ 1, которое носит
технический характер и легко снимается. Сформулируем варианты теорем из [5], [6] для
случая простой интерполяции.

Теорема 1.1. Следующие три утверждения эквивалентны.
1) Последовательность 𝐴 является интерполяционной для пространства [𝜌,∞)+.
2) Если 𝜚 = lim

𝑟→∞
𝜌(𝑟) — нецелое, то каноническое произведение последовательности 𝐴

удовлетворяет условию:

sup
𝑛

1

𝑉 (|𝑎𝑛|)
ln

1

Im 𝑎𝑛|𝐸 ′(𝑎𝑛)|
< ∞. (1.3)

2′) Если 𝜚 ≥ 1 — целое, то из 1) следует, что условие (1.3) выполняется для любой
присоединенной функции 𝐸(𝑧) последовательности 𝐴. Наоборот, если (1.3) выполняется
хотя бы для одной присоединенной функции 𝐸(𝑧) последовательности 𝐴, то справедли-
во 1).

3) Выполняется условие (1.1) и для любого 𝛿 > 0

sup
𝑧∈C+

𝐼+𝐴 (𝑧, 𝛿) < ∞.

Теорема 1.2. Следующие два утверждения эквивалентны.
1) Последовательность 𝐴 является интерполяционной последовательностью для про-

странства [𝜌,∞)+.
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2) Выполняется условие (1.1) и для любого 𝛿 > 0

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛 − 𝑎̄𝑘
𝑎𝑛 − 𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑉 (𝑟𝑛), 𝑛 ̸= 𝑘, (1.4)

Φ+
𝑧 (𝛼) ⩽ 𝛼,

sin 𝜃

2
⩽ 𝛼 ⩽ 𝛿 (𝜃 = arg 𝑧), (1.5)

Φ+
𝑧 (𝛼) ⩽ sin 𝜃

⧸︁
ln

sin 𝜃

𝛼
, 0 ⩽ 𝛼 ⩽

sin 𝜃

2
. (1.6)

1.4. Условия интерполяционности в пространстве [𝜌,∞)+. Пусть последователь-
ность 𝐴 = {𝑎𝑛 = 𝑟𝑛𝑒

𝑖𝜃𝑛}∞𝑛=1 принадлежит верхней полуплоскости 𝐴 ∈ C+ и существует
𝐾 > 0 такое, что выполняются условия (1.1) и∏︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝑎𝑛
𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] . (1.7)

В этом случае мы будем говорить, что последовательность 𝐴 удовлетворяет условию
интерполяционности для пространства [𝜌,∞)+ (или следуя [10], ℐ+(𝜌)–условию). Смысл
условия (1.7) состоит в том, что каждая точка последовательности 𝐴 достаточно дале-
ко отстоит от остальных точек этой, последовательности. В силу теоремы 1.1, если по-
следовательность 𝐴 удовлетворяет условию интерполяционности (1.7), то она является
интерполяционной для пространства [𝜌,∞)+.
Интерпретируя полуплоскость C+ как модель плоскости в геометрии Лобачевского, че-

рез 𝜎(𝑧1, 𝑧2) обозначим неевклидово расстояние между произвольными точками 𝑧1 и 𝑧2 из
полуплоскости C+:

𝜎(𝑧1, 𝑧2) =
1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑢

1− 𝑢

⃒⃒⃒⃒
, где 𝑢 =

𝑧1 − 𝑧2
𝑧1 − 𝑧2

.

Условие (1.7) можно записать в виде∏︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑘 ̸=𝑛

tg (2𝜎(𝑎𝑘, 𝑎𝑛)) ⩾ exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] .

Вот другая запись условия (1.7):∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑘 ̸=𝑛

𝐺(𝑎𝑘, 𝑎𝑛) ⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛),

где 𝐺(𝑧, 𝜁) = ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜁𝑛
𝑧 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
— функция Грина полуплоскости C+.

2. Некоторые другие условия

В этом пункте 𝐴 = {𝑎𝑛 = 𝑟𝑛𝑒
𝑖𝜃𝑛} по-прежнему обозначает последовательность верхней

полуплоскости, 𝐴𝑛
def
= 𝐴 ∖ {𝑎𝑛}, 𝑎𝑛 ∈ 𝐴.

1) (Условия редкости.) Последовательность 𝐴 будет называться редкой (или 𝜌+–редкой),
если существует 𝐾 > 0 такое, что выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

𝑎𝑘 − 𝑎𝑛
𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐾(𝑟𝑛)] .

Ясно, что интерполяционная для пространства [𝜌,∞)+ последовательность 𝐴 непремен-
но оказывается 𝜌+–редкой.
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2) (Условия Ньюмена.) Перенумеруем последовательность 𝐴 таким образом, чтобы⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛+1 − 𝑖

𝑎𝑛+1 + 𝑖

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛 − 𝑖

𝑎𝑛 + 𝑖

⃒⃒⃒⃒
.

Пусть 𝐴 удовлетворяет условию (1.1). Предположим существует 𝑐, 0 < 𝑐 < 1, такое, что
последовательность 𝐴 экспоненциально сходится к границе, т.е. выполняется неравенство

Im 𝑎𝑛+1

Im 𝑎𝑛
· 𝑟2𝑛
𝑟2𝑛+1

⩽ 𝑐.

Тогда будем говорить, следуя [10], что последовательность удовлетворяет усло-
вию (N+(𝜌)).
3) (Условия Фростмана.) Будем говорить, что последовательность 𝐴 удовлетворяет рав-

номерному условию Фростмана при порядке 𝜌 (следуя [10], условию ℱ+(𝜌)), если она удо-
влетворяет условию (1.1) и существует 𝐾 > 0 такое, что

sup
𝑡∈R

∑︁
𝑟𝑛/2⩽𝑟𝑘⩽3𝑟𝑛/2

Im 𝑎𝑘
|𝑎̄𝑘 − 𝑡|

⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛).

3. Различные переформулировки условия интерполяционности

Теорема 3.1. Пусть последовательность 𝐴 = {𝑎𝑛 = 𝑟𝑛𝑒
𝑖𝜃𝑛}∞𝑛=1, принадлежит полу-

плоскости C+. Следующие утверждения равносильны:
1. Последовательность 𝐴 есть интерполяционная последовательность для простран-

ства [𝜌,∞)+.
2. 2.1) Выполняется условие (1.1);
2.2) существует 𝐾 > 0 такое, что выполняется неравенство

𝜏𝑛(𝐴)
def
=

∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑘 ̸=𝑛

ln

(︂
1 +

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎𝑘 − 𝑎𝑛|2

)︂
⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛). (3.1)

3. Последовательность 𝐴 удовлетворяет условию ℛ+(𝜌) и
3.1) выполняется условие (1.1);
3.2) существует 𝐾 > 0 такое, что выполняется неравенство

𝑆𝑛(𝐴)
def
=

∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

ln

(︂
1 +

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛|2

)︂
⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛).

Существует 𝐾 > 0 такое, что выполняется неравенство

̂︀𝑆𝑛(𝐴)
def
=

∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛|2

⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛). (3.2)

Доказательство. Прежде всего, отметим два важных простых тождества:⃒⃒⃒⃒
𝑎− 𝑏

𝑎̄− 𝑏

⃒⃒⃒⃒2
= 1− 4 Im 𝑎 Im 𝑏

|𝑎̄− 𝑏|2
, 𝑎, 𝑏 ∈ C+, (3.3)⃒⃒⃒⃒

𝑎̄− 𝑏

𝑎− 𝑏

⃒⃒⃒⃒2
= 1 +

4 Im 𝑎 Im 𝑏

|𝑎− 𝑏|2
, 𝑎, 𝑏 ∈ C+, 𝑎 ̸= 𝑏. (3.4)
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Действительно,⃒⃒⃒⃒
𝑎− 𝑏

𝑎̄− 𝑏

⃒⃒⃒⃒2
= 1− |𝑎̄− 𝑏|2 − |𝑎− 𝑏|2

|𝑎̄− 𝑏|2
1− (𝑎̄− 𝑏)(𝑎− 𝑏̄)− (𝑎− 𝑏)(𝑎̄− 𝑏̄)

|𝑎̄− 𝑏|2

= 1− |𝑎|2 − 𝑏𝑎− 𝑎̄𝑏̄+ |𝑏|2 − |𝑎|2 + 𝑏𝑎̄+ 𝑎𝑏̄− |𝑏|2

|𝑎̄− 𝑏|2

= 1 +
(𝑎− 𝑎̄)(𝑏− 𝑏̄)

|𝑎̄− 𝑏|2
= 1− 4 Im 𝑎 Im 𝑏

|𝑎̄− 𝑏|2
.

Аналогично,⃒⃒⃒⃒
𝑎̄− 𝑏

𝑎− 𝑏

⃒⃒⃒⃒2
= 1− |𝑎− 𝑏|2 − |𝑎̄− 𝑏|2

|𝑎− 𝑏|2
= 1− (𝑎− 𝑎̄)(𝑏− 𝑏̄)

|𝑎̄− 𝑏|2
= 1 +

4 Im 𝑎 Im 𝑏

|𝑎̄− 𝑏|2
.

Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Из тождества (3.4) и условия (1.4) следует, что∏︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑘 ̸=𝑛

(︂
1 +

4 Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎𝑘 − 𝑎𝑛|2

)︂
⩽ exp[𝐾𝑉 (𝑟𝑛)].

Из этого неравенства, после логарифмирования, следует (3.1).
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Из (3.1) и (3.4) следует, что при 𝑛 ̸= 𝑘

2 ln

⃒⃒⃒⃒
𝑎̄𝑛 − 𝑎𝑘
𝑎𝑛 − 𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝜏𝑛(𝐴) ⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛).

Отсюда следует неравенство ⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛 − 𝑎𝑘
𝑎̄𝑛 − 𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp

[︂
−𝐾

2
𝑉 (𝑟𝑛)

]︂
,

поэтому последовательность 𝐴 удовлетворяет условию ℛ+(𝜌).
Кроме того, 𝑆𝑛(𝐴) ⩽ 𝜏𝑛(𝐴), так как при 𝑎, 𝑏 ∈ C+ справедливо неравенство⃒⃒⃒⃒

𝑎− 𝑏

𝑎̄− 𝑏

⃒⃒⃒⃒
⩽ 1.

Чтобы доказать неравенство (3.2), заметим, что если последовательность 𝐴 удовлетво-
ряет условию интерполяционности, то в силу тождества (3.3) и элементарного неравенства
− ln(1− 𝑥) ≥ 𝑥 (0 ⩽ 𝑥 < 1)

𝐾𝑉 (𝑟𝑛) ⩾ − ln
∏︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝑎𝑛
𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒

= −
∑︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

ln

(︂
1− Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛|2

)︂
⩾

∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑘 ̸=𝑛

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛|2

,

какова бы ни была точка 𝑎𝑛 ∈ 𝐴. Откуда следует (3.2).
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Заметим, что из условий (1.1) и (3.2) следует неравен-

ство

sup
𝑛

∞∑︁
𝑘=1

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛|2𝑟𝜚+1
𝑘

< ∞. (3.5)

Действительно из условия (1.1) следует сходимость ряда

𝐾1 =
∞∑︁
𝑘=1

sin 𝜃𝑘

𝑟𝜚+1
𝑘

< ∞. (3.6)
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Из (3.2) и (3.6) получаем далее∑︁
𝑘 ̸=𝑛

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛

|𝑎̄𝑘 − 𝑎𝑛|2𝑟𝜚+1
𝑘

=
∑︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2
𝑘 ̸=𝑛

+
∑︁

|𝑎𝑘−𝑎𝑛|>𝑟𝑛/2

⩽ 2𝜚+2 ̂︀𝑆𝑛(𝐴) + 4𝐾1 sin 𝜃𝑛.

Так как при 𝑘 = 𝑛 соответствующее слагаемое в (3.5) имеет вид 1/(4𝑟𝜚+1
𝑛 ), то получим (3.5).

Далее заметим, что условие (3.5) играет основную роль в работах [5], [6] (см. также
[7]–[9]) для построения ряда, который решает интерполяционную задачу.
Теорема полностью доказана.

4. Объединение интерполяционных последовательностей

Легко понять, что объединение двух интерполяционных последовательностей может не
обладать свойством интерполяционности, так как точки одного множества могут слишком
близко подходить к точкам другого. Однако, справедлива

Лемма 4.1. Последовательность 𝐴, удовлетворяющая условию ℛ+(𝜌), равная объеди-
нению нескольких интерполяционных последовательностей, есть интерполяционная по-
следовательность для пространства [𝜌,∞)+.

Доказательство. Пусть 𝐴1, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑞 — интерполяционные последовательности. Тогда
меры 𝜇𝐴𝑗

(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞) удовлетворяют условиям (1.5) и (1.6). Сумма этих мер, очевид-
но, также удовлетворяет этим условиям, и тем более удовлетворяет этим условиям мера

𝜇𝐴, где 𝐴 =
𝑞⋃︀

𝑗=1

𝐴𝑗. Если 𝐴, последовательность, удовлетворяющая условию ℛ+(𝜌), то она

удовлетворяет и условию (1.4) теоремы 1.2. Следовательно, по теореме 1.2 последователь-
ность 𝐴 есть интерполяционная последовательность в пространстве.

5. Соотношения между условиями ℐ+(𝜌) и 𝑁+(𝜌)

Лемма 5.1. Последовательность 𝐴, удовлетворяющая условию 𝑁+(𝜌), есть интерпо-
ляционная последовательность для пространства [𝜌,∞)+.

Доказательство. Заметим, что из условия 𝑁+(𝜌) и элементарного неравенства

(|𝑎+ 𝑖| − |𝑎− 𝑖|)|𝑏+ 𝑖|
|𝑎+ 𝑖|(|𝑏+ 𝑖| − |𝑏− 𝑖|)

⩽ 8
Im 𝑎

Im 𝑏
· |𝑏|

2

|𝑎|2
следует

|𝑎𝑛+1 + 𝑖| − |𝑎𝑛+1 − 𝑖|
|𝑎𝑛+1 + 𝑖|

⩽ 𝑐
|𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑛 − 𝑖|

|𝑎𝑛 + 𝑖|
.

Так как для любых точек 𝑎, 𝑏 верхней полуплоскости C+⃒⃒⃒⃒
𝑎− 𝑏

𝑎− 𝑏̄

⃒⃒⃒⃒
⩾

|𝑎− 𝑖||𝑏+ 𝑖| − |𝑎+ 𝑖||𝑏− 𝑖|
|𝑎+ 𝑖||𝑏+ 𝑖| − |𝑎− 𝑖||𝑏− 𝑖|

,

то ∏︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑗<3𝑟𝑛/2

𝑗 ̸=𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑗 − 𝑎𝑛
𝑎𝑗 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾

∏︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑗<3𝑟𝑛/2

𝑗>𝑛

|𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑗 + 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖|
|𝑎𝑗 + 𝑖||𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖|

×
∏︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑗<3𝑟𝑛/2

𝑗<𝑛

|𝑎𝑛 − 𝑖||𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑛 + 𝑖||𝑎𝑗 − 𝑖|
|𝑎𝑗 + 𝑖||𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖|

:=
∏︁
𝑗>𝑛

·
∏︁
𝑗<𝑛

.

(5.1)
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Если 𝑗 > 𝑛, то
|𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖|

|𝑎𝑗 + 𝑖|
⩽ 𝑐𝑗−𝑛 |𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑛 − 𝑖|

|𝑎𝑛 + 𝑖|
,

и, таким образом,

|𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑗 + 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖| ⩾ (1− 𝑐𝑗−𝑛)|𝑎𝑗 + 𝑖|(|𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑛 − 𝑖|).

С другой стороны,

|𝑎𝑗 + 𝑖||𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖| ⩽ (1 + 𝑐𝑗−𝑛)|𝑎𝑗 + 𝑖|(|𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑛 − 𝑖|).

Таким образом, ∏︁
𝑗>𝑛

⩾
∞∏︁
𝑗=1

1− 𝑐𝑗

1 + 𝑐𝑗
.

Далее имеем

− ln
∏︁
𝑗>𝑛

= −
∞∑︁
𝑗=1

ln
1− 𝑐𝑗

1 + 𝑐𝑗
⩽ 2

∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗

1 + 𝑐𝑗
.

Элементарными вычислениями получаем

ln
∏︁
𝑗>𝑛

⩾ 2
∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗

1 + 𝑐𝑗
=

2

ln 𝑐 · ln(1 + 𝑐)
. (5.2)

Если 𝑗 < 𝑛, то
|𝑎𝑛 + 𝑖| − |𝑎𝑛 − 𝑖|

|𝑎𝑛 + 𝑖|
⩽ 𝑐𝑛−𝑗 |𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖|

|𝑎𝑗 + 𝑖|
.

Таким образом,

|𝑎𝑛 − 𝑖||𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑛 + 𝑖||𝑎𝑗 − 𝑖| ⩾ (1− 𝑐𝑛−𝑗)|𝑎𝑛 + 𝑖|(|𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖|),
|𝑎𝑛 + 𝑖||𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖||𝑎𝑛 − 𝑖| ⩽ (1 + 𝑐𝑛−𝑗)|𝑎𝑛 + 𝑖|(|𝑎𝑗 + 𝑖| − |𝑎𝑗 − 𝑖|).

Таким образом, ∏︁
𝑗<𝑛

⩾
∞∏︁
𝑗=1

1− 𝑐𝑛−𝑗

1 + 𝑐𝑛−𝑗
,

и

ln
∏︁
𝑗<𝑛

⩾
2

ln 𝑐 · ln(1 + 𝑐)
. (5.3)

Из (5.2) и (5.3) следует, что последовательность 𝐴 удовлетворяет условию (ℐ+(𝜌)).

Следствие 5.1. Любая последовательность, все предельные точки которой на веще-
ственной оси и бесконечность, содержит интерполяционную для пространства [𝜌,∞)+

подпоследовательность.

Следствие 5.2. Пусть последовательность 𝐴 удовлетворяет условию (ℐ+(𝜌)) и все
ее точки на мнимой оси. Тогда для того, чтобы 𝐴 была интерполяционной для про-
странства [𝜌,∞)+ необходимо

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

⩽ exp[𝐾𝑉 (𝑟𝑛)],

при некотором 𝐾 > 0, и достаточно
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

⩽ 𝑐 < 1.
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Доказательство. Мы уже показали, что интерполяция возможна, если 𝑎𝑛 стремится к
границе (в данном случае к бесконечности) с экспоненциальной скоростью. Обратно, если
интерполяция возможна, то существует такое 𝐾 > 0, что

exp[−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] ⩽
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛
𝑎𝑛+1 − 𝑎̄𝑛

=
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛
𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛

⩽
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
.

6. Интерполяционность редких последовательностей, удовлетворяющих

равномерному условию Фростмана

В этом пункте 𝐴 = {𝑎𝑛 = 𝑟𝑛𝑒
𝑖𝜃𝑛} по-прежнему обозначает последовательность верхней

полуплоскости, 𝐴𝑛
def
= 𝐴 ∖ {𝑎𝑛}, 𝑎𝑛 ∈ 𝐴.

Лемма 6.1. 𝜌+–редкая последовательность 𝐴, удовлетворяющая условию (ℱ+(𝜌)),
есть интерполяционная последовательность.

Доказательство. Пусть 𝐴0 — конечная подпоследовательность последовательности 𝐴.
Функция

𝑓(𝑧) =
∑︁

𝑟𝑛/2⩽𝑟𝑘⩽3𝑟𝑛/2
𝑎𝑘∈𝐴0

Im 𝑎𝑘
|𝑎̄𝑘 − 𝑧|

субгармонична в C+, и потому∑︁
𝑟𝑛/2⩽𝑟𝑘⩽3𝑟𝑛/2

𝑎𝑘∈𝐴0

Im 𝑎𝑘
|𝑎̄𝑘 − 𝑧|

⩽ max
𝑡∈R

𝑓(𝑡) ⩽ sup
𝑡∈R

∑︁
𝑟𝑛/2⩽𝑟𝑘⩽3𝑟𝑛/2

Im 𝑎𝑘
|𝑎̄𝑘 − 𝑡|

.

Значит ∑︁
𝑟𝑛/2⩽𝑟𝑘⩽3𝑟𝑛/2

Im 𝑎𝑘
|𝑎̄𝑘 − 𝑎𝑛|

⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛)

какова бы ни была точка 𝑎𝑛 множества 𝐴. В то же время

Im 𝑎𝑛
|𝑎̄𝑘 − 𝑎𝑛|

< 1, 𝑎𝑘, 𝑎𝑛 ∈ C+.

Поэтому ∑︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

Im 𝑎𝑘 Im 𝑎𝑛
|𝑎̄𝑘 − 𝑎𝑛|2

⩽ 𝐾𝑉 (𝑟𝑛).

Вместе с условием 𝜌+–редкости это неравенство влечет интерполяционность последова-
тельности 𝐴 (теорема 3.1).

7. Множества, близкие к интерполяционным

Далее нас будут интересовать множества, близкие к интерполяционным в пространстве
[𝜌,∞)+, т.е. к множествам, удовлетворяющим ℐ+(𝜌)–условию.
Обозначим через Ω(𝑎, 𝑟) круг

Ω(𝑎, 𝑟)
def
=

{︂
𝑧 ∈ C :

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑎

𝑧 − 𝑎̄

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑟

}︂
.

Множество 𝐸 ′ 𝐾–сдвинуто относительно множества 𝐸 (𝐸 ⊂ C+) при уточненном по-
рядке 𝜌, если существует отображение 𝜔 множества 𝐸 на множество 𝐸 ′, такое, что
𝜔(𝜉) ∈ Ω(𝜉, exp [−𝐾𝑉 (|𝜉|)]) при любом 𝜉, 𝜉 ∈ 𝐸. В этом случае будем говорить, что отоб-
ражение 𝜔 есть 𝐾–сдвиг множества при уточненном порядке 𝜌.
Вначале докажем некоторые полезные неравенства.
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Лемма 7.1. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ C+, 𝑢 =
𝑎− 𝑏

𝑎̄− 𝑏
, 𝑣 =

𝑐− 𝑎

𝑐− 𝑎
, 𝑤 =

𝑐− 𝑑

𝑐− 𝑑
.

1) Если
𝑏− 𝑐

𝑏− 𝑐
⩽

𝛿

4
, 𝑢 ⩾ 𝛿, то 𝑣 ⩾ 𝛿𝛼, где 𝛼 =

ln(𝛿/2)

ln 𝛿
.

2) Если
𝑏− 𝑐

𝑏− 𝑐
⩽

𝛿

4
,
𝑎− 𝑑

𝑎̄− 𝑑
⩽

𝛿

4
, 𝑢 ⩾ 𝛿, то 𝑤 ⩾ 𝛿𝛼𝛽, где 𝛽 =

ln(𝛿/4)

ln 𝛿/2
.

Доказательство. Доказательство леммы легко получить, применяя конформное отобра-

жение 𝑤 =
𝑧 − 𝑖

𝑧 + 𝑖
полуплоскости C+ на единичный круг 𝐶(0, 1) и аналогичную лемму для

круга (см. [10, Лемма 8]).

Лемма 7.2. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ C+, |𝑎| ⩾ 1. Если
𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎̄
⩽ 𝜀, (0 < 𝜀 < 1), то

1) |𝑎− 𝑏| ⩽ 2𝜀 Im 𝑎

1− 𝜀
; 2)

⃒⃒⃒
arg

𝑎

𝑏

⃒⃒⃒
⩽

2𝜀 Im 𝑎

1− 𝜀
.

Доказательство. 1) Имеем
𝑏− 𝑎̄

𝑎− 𝑏
⩾

1

𝜀
. Отсюда

⃒⃒⃒⃒
1− 2𝜀 Im 𝑎

𝑎− 𝑏

⃒⃒⃒⃒
⩾

1

𝜀
. Из последнего неравен-

ства следует, что

|𝑎− 𝑏|+ 2 Im 𝑎 ⩾
|𝑎− 𝑏|

𝜀
.

Откуда и получаем неравенство в п. 1).
2) Неравенство в п. 2) следует из неравенства в п. 1), так как, если |𝑎| > 1 и |𝑎−𝑏| ⩽ 𝑟 < 1,

то | arg 𝑎− arg 𝑏| ⩽ 𝑟.
Лемма доказана.

Лемма 7.3. Пусть последовательность 𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C+, 𝑎𝑛 = 𝑟𝑛𝑒
𝑖𝜃𝑛 , удовлетворя-

ет соотношению ∑︁
𝑎𝑛∈𝐶(0,𝑟)

sin 𝜃𝑛 ⩽ 𝐶1𝑉 (𝑟) (7.1)

при некотором 𝐶1 > 0. Тогда для заданного 𝐾 > 0 существует 𝐶2 = 𝐶2(𝐾) > 0, такое,
что любая 𝐾–сдвинутая последовательность 𝐴′ = {𝑎′𝑛}∞𝑛=1 ⊂ C+, 𝑎

′
𝑛 = 𝑟′𝑛𝑒

𝑖𝜃′𝑛 , при уточ-
ненном порядке 𝜌(𝑟) относительно последовательности 𝐴 удовлетворяет условию (7.1)
c константой 𝐶2.

Доказательство. Используя лемму 7.2, п. 2), получим∑︁
𝑎′𝑛∈𝐶(0,𝑟)

sin 𝜃′𝑛 ⩽
∑︁

𝑎𝑛∈𝐶(0,2𝑟)

sin 𝜃𝑛 +
∑︁

𝑎′𝑛∈𝐶(0,𝑟)

| sin 𝜃′𝑛 − sin 𝜃𝑛|

⩽
∑︁

𝑎𝑛∈𝐶(0,2𝑟)

sin 𝜃𝑛 +
∑︁

𝑎𝑛∈𝐶(0,2𝑟)

sin 𝜃𝑛 exp(−𝐶2𝑉 (𝑟𝑛)), 𝐶2 > 0.
(7.2)

Ряд
∑︀

𝑎𝑛∈𝐶(0,2𝑟)

sin 𝜃𝑛 exp(−𝐶2𝑉 (𝑟𝑛)) сходится.

Из неравенств (7.1) и (7.2) следует утверждение леммы.

Теорема 7.1. Пусть последовательность 𝐴 удовлетворяет ℐ+(𝜌)–условию. Тогда су-
ществует число 𝐾 > 0 такое, что справедливы следующие утверждения:
1) Если 𝑎𝑛 ∈ 𝐴, 𝜁 ∈ Ω (𝑎𝑛, exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)]) , то

|𝐸𝐴
𝑛 (𝜁)| :=

∏︁
𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2

𝑎𝑘∈𝐴𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝜁

𝑎̄𝑘 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] .
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2) Всякая последовательность 𝐴′, которая 𝐾–сдвинута при уточненном порядке 𝜌
относительно 𝐴, удовлетворяет ℐ+(𝜌)–условию.
3) Любой 𝐾–сдвиг при уточненном порядке 𝜌 последовательности 𝐴 взаимно–

однозначен.
4) Если 𝑎𝑘, 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 и 𝑎𝑘 ̸= 𝑎𝑛, то

Ω (𝑎𝑘, exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑘)]) ∩ Ω (𝑎𝑛, exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)]) = ∅.

Доказательство. 1) Из условия (5.1) следует существование числа 𝐾 > 0 такого, что для
любого 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 ∏︁

𝑟𝑛/2<𝑟𝑘<3𝑟𝑛/2
𝜔∈𝐴𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝑎𝑛
𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] .

Из последнего неравенства, в частности, получаем⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝑎𝑛
𝑎𝑘 − 𝑎̄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)] .

Применим лемму 7.1, п.1), с 𝛿 = exp [−𝐾𝑉 (𝑟𝑛)]. Положим 𝑎 = 𝑎𝑘, 𝑏 = 𝑎𝑛, 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐸,

𝜁 ∈ Ω

(︂
𝜂,

1

2
exp [−𝐾𝑉 (|𝜂|]

)︂
. получим

∏︁
|𝜉|/2<|𝜂|<3|𝜉|/2

𝜂∈𝐸𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉 − 𝜁

𝜉 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
⩾ (𝛿)ln(𝛿/2)/ ln(𝛿) =

1

2
exp [−𝐾𝑉 (|𝜉|] .

2) Рассуждая как в п. 1) теоремы, получаем, что существуют числа 𝐶1, 𝐾 > 0 и уточ-
ненный порядок 𝜌(𝑟), lim

𝑟→∞
𝜌(𝑟) = 𝜌, такие, что условие (1.7) выполняется и для любого

𝜁 ∈ 𝐸 ∏︁
|𝜁|/2<|𝛾|<3|𝜁|/2

𝛾∈𝐸𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝛾 − 𝜁

𝛾 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
⩾ exp [−𝐶1𝑉 (|𝜁|] .

Из последнего неравенства, в частности, получаем⃒⃒⃒⃒
𝛾 − 𝜁

𝛾 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
⩾ −𝐶1𝑉 (|𝜁|.

Положим 𝐾 = 𝐶1. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐸 ′, 𝜂 ∈ 1

4
Ω (𝛾, exp [−𝐾𝑉 (|𝛾|]) , 𝜉 ∈ 1

4
Ω (𝜁, exp [−𝐾𝑉 (|𝜁|)]).

Применяя лемму 7.1, п. 2), с 𝛿 = exp [−𝐾𝑉 (|𝜉|], получим∏︁
|𝜉|/2<|𝜂|<3|𝜉|/2

𝜂∈𝐸𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉 − 𝜂

𝜉 − 𝜂

⃒⃒⃒⃒
⩾ (𝛿)ln(𝛿/2)/ ln(𝛿)·ln(𝛿/4)/ ln(𝛿/2) =

1

4
exp [−𝐾𝑉 (|𝜉|] .

Утверждения п. 3) и п. 4) следуют из п. 2). Действительно, если 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐸 ′,

𝜂 ∈ 1

4
Ω (𝛾, exp [−𝐾𝑉 (|𝛾|]) , 𝜉 ∈ 1

4
Ω (𝜁, exp [−𝐾𝑉 (|𝜁|]), то⃒⃒⃒⃒
𝜉 − 𝜂

𝜉 − 𝜂

⃒⃒⃒⃒
⩾ −𝐶1𝑉 (|𝜉| > 0,

то есть 𝜉 ̸= 𝜂.
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8. Слабо регулярные множества

В статье [11] изучались слабо регулярные множества в верхней полуплоскости в про-
странстве [𝜌(𝑟),∞)+. Приведем это определение

Определение 8.1. Последовательность точек 𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1 верхней полуплоскости
C+, называется слабо регулярной последовательностью относительно уточненного по-
рядка 𝜌 (или точнее 𝑊𝑅+(𝜌)–множеством), если выполняется одно из следующих усло-
вий (C) или (C′) :
(C+) 1) Среди точек множества 𝐴 нет кратных точек и нет точек с одинаковым

модулем;
2) 𝐴 ∩ 𝐶(0, 2) = ∅;
3) выполняется условие

𝑛+(𝐶(0, 𝑟)) ⩽ 𝐾𝑉 (𝑟), 𝐾 > 0 ;

4) существует число 𝑑 > 0, такое, что для всех точек 𝑎𝑛, 𝑎𝑘 ∈ 𝐴 неравенств |𝑎𝑛| ≥ |𝑎𝑘|
влечет соотношение:

|𝑎𝑛| ≥ |𝑎𝑘|+ 𝑑 Im 𝑎𝑘/𝑉 (|𝑎𝑘|).

(C′
+) 1) Среди точек множества 𝐴 нет кратных точек и нет точек с одинаковым

модулем;
2) 𝐴 ∩ 𝐶(0, 2) = ∅;
3) выполняется условие

𝑛+(𝐶(0, 𝑟)) ⩽ 𝐾𝑉 (𝑟), 𝐾 > 0 ;

4) существует число 𝑑 > 0 такое, что кружки радиусов

𝑟𝑛 = 𝑑(sin(arg 𝑎𝑛))
1/2|𝑎𝑛|1−

𝜌(|𝑎𝑛|)
2

с центрами в точках 𝑎𝑛 не пересекаются.

Множества удовлетворяющие условию (C+) играли важную роль в работах [12], [13].
Используя геометрический критерий интерполяционности последовательности, была

доказана следующая теорему.

Теорема 8.1. Пусть последовательность 𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1, 𝐴 ∈ C+, является
𝑊𝑅+(𝜌)–множеством. Тогда 𝐴 — интерполяционная последовательность в простран-
стве [𝜌,∞)+.

9. Задача интерполяции в случае финитных последовательностей

Напомним, что последовательность комплексных чисел {𝑏𝑛}∞𝑛=1 называется финитной,
если все члены этой последовательности, начиная с некоторого, раны нулю, т.е. 𝑏𝑛 = 0,
если 𝑛 ⩾ 𝑛0 ⩾ 1.
Задачи интерполяции в пространствах целых функций занимают для финитных по-

следовательностей особое место и связаны с распределением нулей целых функций. В
частности, в работе Братищева и Коробейника [14] рассматривалась задача кратной ин-
терполяции в пространстве [𝜌,∞) целых функций конечного порядка (включая и нулевой)
и нормального типа для случая финитных последовательностей. Результат А.В. Братище-
ва и Ю.Ф. Коробейника для простой интерполяции можно сформулировать следующим
образом.
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Теорема 9.1 (А.В. Братищев, Ю.Ф. Коробейник). Следующие три утверждения эк-
вивалентны.

1) Интерполяционная задача 1.2 в пространстве [𝜌,∞) разрешима для любой финит-
ной последовательности.

2) Множество узлов интерполяции {𝑎𝑛}𝑛=𝑛0∞ удовлетворяет условию:

lim sup
𝑟→∞

𝑛(𝑟)

𝑟𝑉 ′(𝑟)
< ∞,

где 𝑛(𝑟) — число точек последовательности {𝑎𝑛}∞𝑛=𝑛0
в круге |𝑧| < 𝑟.

3) Интерполяционная задача (I) в пространстве [𝜌,∞) разрешима хотя бы для одной
ненулевой финитной последовательности.

Мы рассмотрим проблему простой интерполяции для финитных последовательностей в
пространстве [𝜌,∞)+.

Теорема 9.2. Следующие три утверждения эквивалентны.
1) Интерполяционная задача (1.2) в пространстве [𝜌,∞)+ разрешима для любой фи-

нитной последовательности.
2) Выполняется условие (1.1).
3) Интерполяционная задача (1.2) в пространстве [𝜌,∞)+ разрешима хотя бы для

одной ненулевой финитной последовательности.

Доказательство. Импликация 1) ⇒ 3) тривиальна.
Докажем импликацию 3) ⇒ 2). Пусть интерполяционная задача 1.2 разрешима в про-

странстве [𝜌,∞)+ для ненулевой финитной последовательности {𝑏𝑛}∞𝑛=1, где 𝑏𝑛 = 0 для
всех 𝑛 > 𝑛0 и 𝑏𝑛0 ̸= 0. Пусть функция 𝐹 ∈ [𝜌,∞]+, такая, что

𝐹 (𝑎𝑛) = 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑛0, 𝐹 (𝑎𝑛) = 0, 𝑛 = 𝑛0 + 1, . . . .

Множество нулей {𝑧𝑛} функции содержит последовательность {𝑎𝑛}∞𝑛=𝑛0
и по теореме

1.2 удовлетворяет условию (1.1). Поскольку лишь конечное число членов последователь-
ности {𝑎𝑛}∞𝑛=1 не принадлежит множеству {𝑧𝑛}, то и последовательность {𝑎𝑛}∞𝑛=1 также
удовлетворяет условию (1.1).
Импликация 3) ⇒ 2) доказана.
Докажем импликацию 2) ⇒ 1). Пусть условие (1.1) выполняется. Тогда каноническое

произведение 𝐸(𝑧) последовательности {𝑎𝑛}∞𝑛=1 принадлежит пространству [𝜌,∞)+. Пусть
{𝑏𝑛}∞𝑛=1 — финитная последовательность. Поскольку ряд

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐸(𝑧)𝑏𝑛
(𝑧 − 𝑎𝑛)𝐸 ′(𝑎𝑛)

содержит лишь конечное число отличных от нуля членов, то функция 𝐹 (𝑧) принадлежит
пространству [𝜌,∞)+. Функция 𝐹 (𝑧) решает интерполяционную проблему (1.2).
Импликация 2) ⇒ 1) доказана. Теорема полностью доказана.
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