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О СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

ФУНКЦИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ БЕРГМАНА 𝐵2

И ЗНАЧЕНИЕ ПОПЕРЕЧНИКОВ

НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

М.Ш. ШАБОЗОВ, Д.К. ТУХЛИЕВ

Аннотация. Пусть 𝐴(𝑈) — множество аналитических в круге 𝑈 := {𝑧 ∈ C, |𝑧| < 1}
функций, 𝐵2 := 𝐵2(𝑈) — пространство функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) с конечной нормой

‖𝑓‖2 =

(︃
1

𝜋

∫︁∫︁
(𝑈)

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎

)︃ 1
2

< ∞,

где 𝑑𝜎 — элемент площади, а интеграл понимается в смысле Лебега.
В работе изучаются экстремальные задачи, связанные с наилучшим полиномиаль-

ным приближением функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈). Получен ряд точных теорем и вычислены зна-
чения различных 𝑛-поперечников некоторых классов функций, задаваемых модулями
непрерывности 𝑚-го порядка 𝑟-й производной 𝑓 (𝑟) в пространстве 𝐵2.
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1. Введение

Вопросы наилучшего полиномиального приближения аналитических в круге функций,
принадлежащих пространству Бергмана 𝐵𝑝, 𝑝 ⩾ 1, изучались, например, в работах [1]-
[15]. Здесь мы рассматриваем некоторые вопросы среднеквадратического приближения
комплексных функций в пространстве 𝐵2 и для некоторых классов функций вычислим
значения различных 𝑛-поперечников в 𝐵2.
Далее будем пользоваться обозначениями из [16].
Пусть N,Z,R+,R — соответственно множество натуральных, целых неотрицательных,

положительных и вещественных чисел. Пусть C — комплексная плоскость, 𝑈 := {𝑧 ∈ C :
|𝑧| < 1} — единичный круг в C, 𝐴(𝑈) — множество функций, аналитических в круге 𝑈 .

Определение 1.1 ([2]). Говорят, что 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) принадлежит пространству 𝐵2, если

‖𝑓‖2 := ‖𝑓‖𝐵2 =

(︂
1

𝜋

∫︁∫︁
(𝑈)

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎
)︂ 1

2

< ∞.

Производную 𝑟-го порядка функции

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘 ∈ 𝐴(𝑈) (1.1)
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определим, как обычно,

𝑓 (𝑟)(𝑧) :=
𝑑𝑟

𝑑𝑧𝑟
𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝛼𝑘,𝑟𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘−𝑟, 𝑟 ∈ N, (1.2)

где

𝛼𝑘,𝑟 = 𝑘!/(𝑘 − 𝑟)!, 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 > 𝑟; 𝛼𝑘,0 ≡ 1, 𝛼𝑘,1 ≡ 𝑘.

Символом 𝐵
(𝑟)
2 (𝑧 ∈ Z+, 𝐵

(0)
2 = 𝐵2) обозначим множество функций 𝑓 ∈ 𝐵2, производная

𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟)(𝑧) которых также принадлежит 𝐵2:

𝐵
(𝑟)
2 :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐵2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 < ∞

}︀
.

Пусть 𝒫𝑛 — подпространство комплексных алгебраических многочленов степени 𝑛 вида

𝑝𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 ∈ C.

Величину

𝐸𝑛(𝑓)2 := 𝐸(𝑓,𝒫𝑛)𝐵2 = inf {‖𝑓 − 𝑝𝑛‖2 : 𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛} (1.3)

называют наилучшим полиномиальным среднеквадратическим приближением функции
𝑓 ∈ 𝐵2 подпространством 𝒫𝑛. Хорошо известно [17, c. 203], что для произвольной функции
𝑓 ∈ 𝐵2 имеет место соотношение

𝐸𝑛−1(𝑓)2 = ‖𝑓 − 𝑇𝑛−1(𝑓)‖2 =

{︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

}︃ 1
2

, (1.4)

где 𝑇𝑛−1 — частная сумма порядка 𝑛− 1 ряда (1.1).
Представляя норму функции 𝑓 ∈ 𝐵2 в более удобном виде

‖𝑓‖2 :=
(︂
1

𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|2𝜌𝑑𝜌𝑑𝑡
)︂ 1

2

,

символом

∆𝑚
ℎ (𝜌𝑒

𝑖𝑡) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝜌𝑒𝑖(𝑡+𝑘ℎ))

обозначим конечную разность 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2 по аргументу 𝑡 с шагом ℎ.
Равенством

‖∆𝑚
ℎ (𝑓)‖2 :=

(︂
1

𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
∆𝑚

ℎ 𝑓(𝜌𝑒
𝑖𝑡)
⃒⃒2
𝜌𝑑𝜌𝑑𝑡

)︂ 1
2

обозначим норму разности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2.
Модулем непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2 определим, как обычно, равен-

ством

𝜔𝑚(𝑓, 𝜏)2 := sup {‖∆𝑚
ℎ (𝑓)‖2 : |ℎ| ⩽ 𝜏} . (1.5)

Применяя формулу (1.5) к функции (1.2), после несложных вычислений получаем

𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝜏)2 = 2𝑚 sup
|ℎ|⩽𝜏

∞∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚. (1.6)

Нам далее понадобится следующая
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Лемма 1.1 ([13]). Для любых 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟, справедливо равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝐸𝑛−1(𝑓)2
𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓 (𝑟))2

=

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

. (1.7)

Верхнюю грань в (1.7) реализует функция 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 .

Основными результатами данной статьи являются следующие нижеприведенные теоре-
мы.

Теорема 1.1. При любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟, 0 < (𝑛 − 𝑟)ℎ ⩽ 𝜋/2 справедливо
равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁∫︀ 𝜏

0
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︁𝑚
2

=

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

}︂𝑚
2

. (1.8)

Доказательство. Без ограничения общности будем рассматривать функции 𝑓 ∈ 𝐵2, у ко-
торых коэффициенты Тейлора 𝑐𝑘(𝑓) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛−1, то есть введем в рассмотрение
функции вида

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘 ∈ 𝐵2.

Для таких функций

‖∆𝑚
𝑡 (𝑓)‖

2
2 = 2𝑚

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚. (1.9)

Учитывая (1.4) и (1.9), рассмотрим разность

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 −

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
cos 𝑘𝑡 =

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
(1− cos 𝑘𝑡)

=
∞∑︁
𝑘=𝑛

(︂
|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

)︂1− 1
𝑚
(︂
|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

)︂ 1
𝑚

(1− cos 𝑘𝑡).

Применив к правой части полученного соотношения неравенство Гельдера для сумм по-
логая 𝑝 := 𝑚/(𝑚− 1), 𝑞 := 1/𝑚 а также учитывая равенство (1.9) имеем

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 −

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
cos 𝑘𝑡 ⩽

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

)︃1− 1
𝑚
(︃

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚

)︃ 1
𝑚

=
(︀
𝐸2

𝑛−1(𝑓)2
)︀1− 1

𝑚
1

2

(︃
2𝑚

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚

)︃ 1
𝑚

=
(︀
𝐸2

𝑛−1(𝑓)2
)︀1− 1

𝑚
1

2
‖∆𝑚

𝑡 (𝑓)‖
2
𝑚
2

⩽ 𝐸
2− 2

𝑚
𝑛−1 (𝑓)2

1

2
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2.

Таким образом, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵2 имеет место неравенство

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
cos 𝑘𝑡+ 𝐸

2− 2
𝑚

𝑛−1 (𝑓)2
1

2
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2. (1.10)
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Интегрируя обе части неравенства (1.10) по переменному 𝑡 от 0 до 𝜏 , и поделив полученный
результат на 𝜏 будем иметь

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏
+ 𝐸

2− 2
𝑚

𝑛−1 (𝑓)2
1

2𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2𝑑𝑡. (1.11)

Пользуясь тем, что [19]

max
𝑢⩾𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
sin𝑢

𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

sin𝑛𝑡

𝑛𝑡
(0 ⩽ 𝑛𝑡 ⩽ 𝜋/2)

из неравенства (1.11) получаем(︂
1− sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂
𝐸2

𝑛−1(𝑓)2 ⩽ 𝐸
2− 2

𝑚
𝑛−1 (𝑓)2

1

2𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2𝑑𝑡,

откуда

𝐸𝑛(𝑓)2 ⩽

{︂
𝑛

2(𝑛𝜏 − sin𝑛𝜏)

}︂𝑚
2
{︂∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2𝑑𝑡

}︂𝑚
2

. (1.12)

Если функция 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , то из (1.12) следует, что

𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2 ⩽

{︂
𝑛− 𝑟

2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

}︂𝑚
2
{︂∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︂𝑚
2

и применяя формулу

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓

(𝑟))2,

вытекающую из равенства (1.7), имеем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

}︂𝑚
2

{︂∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︂𝑚
2

,

(1.13)

где 0 < (𝑛− 𝑟)𝜏 ⩽ 𝜋/2. Из (1.13) следует оценка величины, расположенной в левой части
равенства (1.8)

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁∫︀ 𝜏

0
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︁𝑚
2

⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

}︂𝑚
2

. (1.14)

С целью получения аналогичной оценки снизу указанной величины введем в рассмотрение

функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , для которой в силу (1.3) и (1.6) имеем

𝐸𝑛−1(𝑓0)2 = 1/
√
𝑛+ 1, (1.15)

𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2 = 2𝑚

𝛼𝑛,𝑟

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚, (1.16)

и поскольку{︂∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2𝑑𝑡

}︂𝑚
2

=
𝛼𝑛,𝑟√

𝑛− 𝑟 + 1

{︂
2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

𝑛− 𝑟

}︂𝑚
2

, (1.17)
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то учитывая равенства (1.15) и (1.17), запишем оценку снизу

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁∫︀ 𝜏

0
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︁𝑚
2

⩾
𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)2{︁∫︀ 𝜏

0
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2𝑑𝑡

}︁𝑚
2

=
𝛼𝑛,𝑟/

√
𝑛+ 1

𝛼𝑛,𝑟/
√
𝑛− 𝑟 + 1 {2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]/(𝑛− 𝑟)}

𝑚
2

=

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

2[(𝑛− 𝑟)𝜏 − sin(𝑛− 𝑟)𝜏 ]

}︂𝑚
2

, 0 < (𝑛− 𝑟)𝜏 ⩽ 𝜋/2.

(1.18)

Требуемое равенство (1.8) вытекает из сопоставлений неравенств (1.14) и (1.18), чем и
завершаем доказательство теоремы 1.1.

Теорема 1.2. Для любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟, и 0 < ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛 − 𝑟) справедливо
равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︀ ℎ

0
(ℎ− 𝜏)𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏

}︁𝑚
2

=

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
.

(1.19)

Доказательство. Умножив обе части (1.10) на число 2, интегрируя обе части по перемен-
ному 𝜏 от 0 до ℎ, получаем неравенство

ℎ2𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽ 2

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

1− cos 𝑘ℎ

𝑘2
+ 𝐸

2− 2
𝑚

𝑛−1 (𝑓)2

∫︁ ℎ

0

(︂∫︁ 𝜏

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2𝑑𝑡

)︂
𝑑𝜏,

из которого после замены 1/𝑘2 на 1/𝑛2 под знаком суммы и интегрирования по частям в
двойном интеграле приходим к неравенству

ℎ2𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

2

𝑛2

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
(1− cos 𝑘ℎ) + 𝐸

2− 2
𝑚

𝑛−1 (𝑓)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝜏)2𝑑𝜏. (1.20)

В силу (1.10) неравенство (1.20) приобретает вид

(𝑛ℎ)2𝐸
2
𝑚
𝑛−1(𝑓)2 ⩽ 𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓, ℎ)2 + 𝑛2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝜏)2𝑑𝜏.

Отсюда получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽ (𝑛ℎ)−𝑚

{︂
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓, ℎ)2 + 𝑛2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓, 𝜏)2𝑑𝜏

}︂𝑚
2

.

Последнее неравенство запишем для величины 𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2 в следующем виде:

𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2 ⩽ ((𝑛− 𝑟)ℎ)−𝑚

{︂
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏

}︂𝑚
2

. (1.21)

Пользуясь леммой 1.1 и учитывая неравенство (1.21), имеем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

1

((𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚

{︂
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏

}︂𝑚
2



72 М.Ш. ШАБОЗОВ, Д.К. ТУХЛИЕВ

откуда следует оценка сверху величины, расположенной в левой части равенства (1.19):

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︀ ℎ

0
(ℎ− 𝜏)𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏

}︁𝑚
2

⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
.

(1.22)

Для получения аналогичной оценки снизу заметим, что для ранее рассмотренной нами

функций 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , кроме равенств (1.15)–(1.17) имеет место также равенство{︂

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝜏)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝜏)2𝑑𝜏

}︂𝑚
2

=
𝛼𝑛,𝑟√

𝑛− 𝑟 + 1
[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚. (1.23)

Учитывая равенства (1.15) и (1.23), запишем оценку снизу

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)2{︁
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︀ ℎ

0
(ℎ− 𝜏)𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏

}︁𝑚
2

⩾
𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)2{︁

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , ℎ)2 + (𝑛− 𝑟)2

∫︀ ℎ

0
(ℎ− 𝜏)𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝜏)2𝑑𝜏

}︁𝑚
2

=
𝛼𝑛,𝑟/

√
𝑛+ 1

𝛼𝑛,𝑟/
(︀√

𝑛− 𝑟 + 1[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
)︀ =

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚.

(1.24)

Требуемое равенство (1.19) получаем из сопоставления неравенств (1.22) и (1.24). Теоре-
ма 1.2 доказана.

2. Значение 𝑛-поперечников некоторых классов функций

Прежде чем излагать дальнейшие результаты, напомним необходимые понятия и опре-
деления. Пусть 𝑆 — единичный шар в 𝐵2. M — выпуклое центрально-симметричное под-
множество из 𝐵2. L𝑛 ⊂ 𝐵2 — 𝑛-мерное подпространство; L𝑛 ⊂ 𝐵2 — подпространство ко-
размерности 𝑛; Λ : 𝐵2 → L𝑛 — непрерывный линейный оператор, переводящей элементы
пространства 𝐵2 в L𝑛; Λ

⊥ : 𝐵2 → L𝑛 — непрерывный оператор линейного проектирования
пространства 𝐵2. Величины

𝑏𝑛(M;𝐵2) = 𝑠𝑢𝑝 {𝑠𝑢𝑝 {𝜀 > 0 : 𝜀𝑆 ∩ L𝑛+1 ⊂ M} : L𝑛+1 ⊂ 𝐵2} ,
𝑑𝑛(M;𝐵2) = 𝑖𝑛𝑓 {𝑠𝑢𝑝 {𝑖𝑛𝑓 {‖𝑓 − 𝜙‖2 : 𝜙 ∈ L𝑛} : 𝑓 ∈ M} : L𝑛 ⊂ 𝐵2} ,
𝛿𝑛(M;𝐵2) = 𝑖𝑛𝑓 {𝑖𝑛𝑓 {𝑠𝑢𝑝 {‖𝑓 − Λ𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M} : Λ𝐵2 ⊂ L𝑛} : L𝑛 ⊂ 𝐵2} ,
𝑑𝑛(M;𝐵2) = 𝑖𝑛𝑓 {𝑠𝑢𝑝 {‖𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M ∩ L𝑛} : L𝑛 ⊂ 𝐵2} ,
Π𝑛(M;𝐵2) = 𝑖𝑛𝑓

{︀
𝑖𝑛𝑓

{︀
𝑠𝑢𝑝

{︀
‖𝑓 − Λ⊥𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M

}︀
: Λ⊥𝐵2 ⊂ L𝑛

}︀
: L𝑛 ⊂ 𝐵2

}︀
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандов-
ским, проекционным 𝑛-поперечниками подмножеством M ∈ 𝐵2.
Поскольку пространство Бергмана 𝐵2 является гильбертовым, то в силу общей теории

𝑛-поперечников (cм., например, [18, 3]) между перечисленными 𝑛-поперечниками справед-
ливы соотношения

𝑏𝑛(M;𝐵2) ⩽ 𝑑𝑛(M;𝐵2) ⩽ 𝑑𝑛(M;𝐵2) = 𝛿𝑛(M;𝐵2) = Π𝑛(M;𝐵2). (2.1)

Вводим классы функций, для которых находим точные значения вышеперечисленных 𝑛-
поперечников.



О СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 73

Пусть Φ(𝑢) — произвольная непрерывная возрастающая при 𝑢 ⩾ 0 функция такая, что

Φ(𝑢) = 0. Исходя из результата теоремы 1.1, через 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ) обозначим класс функций

𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , при любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 и 𝑡 > 0, удовлетворяющих условию∫︁ 𝑡

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)2𝑑𝜏 ⩽ Φ(𝑡).

Для 𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и ℎ > 0 также полагаем

𝑊 (𝑟)
𝑚 (ℎ) :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 :

[︂
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), ℎ) + (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)𝑑𝜏

]︂
⩽ 1

}︂
.

Для множества M ⊂ 𝐵2, полагаем

𝐸𝑛−1(M)2 := 𝑠𝑢𝑝 {𝐸𝑛−1(𝑓) : 𝑓 ∈ M} .

Теорема 2.1. Если мажоранта Φ(𝑡) при любых 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 и 𝑡 > 0 удовле-
творяет ограничениям

Φ(𝑡)

Φ(𝜋/2(𝑛− 𝑟))
⩾

2

𝜋 − 2

⎧⎨⎩
(𝑛− 𝑟)𝑡− sin(𝑛− 𝑟)𝑡, если 0 < 𝑡 ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟);

2(𝑛− 𝑟)𝑡− 𝜋, если 𝑡 ⩾ 𝜋/(𝑛− 𝑟),

(2.2)

то при любом 𝑛 ∈ N имеют место равенства

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ), 𝐵2

)︀
= 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)
)︀
=

1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2
Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂}︂𝑚
2

. (2.3)

Множество мажорант Φ, удовлетворяющих (2.2), не пусто.

Доказательство. Полагая в неравенстве (1.13) 𝜏 = 𝜋/2(𝑛− 𝑟), получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︃
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2

∫︁ 𝜋/2(𝑛−𝑟)

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

}︃𝑚
2

.

Отсюда для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ) имеем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2
Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂}︂𝑚
2

. (2.4)

Используя неравенства (2.1), из (2.4) получаем оценку сверху для всех вышеперечислен-
ных 𝑛-поперечников

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ), 𝐵2

)︀
⩽ 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)
)︀
2
⩽

1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2
Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂}︂𝑚
2

. (2.5)

С целью получения оценок снизу указанных 𝑛-поперечников рассмотрим во множестве
𝒫𝑛 ∩𝐵2 шар

𝑆𝑛+1 =

{︃
𝑝𝑛(𝑧) ∈ 𝒫𝑛 : ‖𝑝𝑛‖2 ⩽

1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2
Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂}︂𝑚
2

}︃
и покажем его принадлежность классу 𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ). Для этого нам понадобится следующее

неравенство:

𝜔2
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝜏)2 ⩽ 2𝑚𝛼𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝜏)𝑚* ‖𝑝𝑛‖22 , (2.6)

где

(1− cos𝑢)𝑚* :=

{︂
(1− cos𝑢)𝑚 if 0 < 𝑢 ⩽ 𝜋,

2𝑚 if 𝑢 ⩾ 𝜋.
(2.7)
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и которое еще надо доказать. Чтобы доказать (2.6) воспользуемся равенством (1.6). Имеем

𝜔2
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝜏)2 := 2𝑚 sup

|ℎ|⩽𝜏

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚

= 2𝑚 sup
|ℎ|⩽𝜏

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1

|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2

𝑘 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚

⩽ 2𝑚 max
𝑟⩽𝑘⩽𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚*

𝑛∑︁
𝑘=0

|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2

𝑘 + 1

= 2𝑚 max
𝑟⩽𝑘⩽𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚* ‖𝑝𝑛‖22 .

(2.8)

Покажем, что

max
𝑟⩽𝑘⩽𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
= 𝛼2

𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
. (2.9)

Так как функция натурального аргумента

𝑦(𝑘) := 𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
= [𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑟 + 2)(𝑘 − 𝑟 + 1)]2

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1

= [𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑟 + 2)]2 (𝑘 − 𝑟 + 1)(𝑘 + 1)

при всех 𝑘 ∈ [𝑟, 𝑛] является возрастающей, то max
𝑟⩽𝑘⩽𝑛

𝑦(𝑘) = 𝑦(𝑛) и равенство (2.9) доказано.

Пользуясь (2.9) из (2.8) получаем неравенство (2.6).
Пусть 0 < 𝑡 ⩽ 𝜋/(𝑛 − 𝑟). В силу определения класса 𝑊 (𝑟)(Φ), первое из ограничений

(2.2) и соотношений (2.7) для любого 𝑝𝑛 ∈ 𝑆𝑛+1 получаем∫︁ 𝑡

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝜏)2𝑑𝜏 ⩽ 2

(︂
𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1

)︂ 1
𝑚

‖𝑝𝑛‖
2
𝑚
2

∫︁ 𝑡

0

(1− cos(𝑛− 𝑟)𝜏)𝑑𝜏

⩽
2

𝜋 − 2
((𝑛− 𝑟)𝑡− sin(𝑛− 𝑟)𝑡)Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂
⩽ Φ(𝑡).

(2.10)

Пусть теперь 𝑡 ⩾ 𝜋/(𝑛−𝑟). В этом случае на основании аналогичных соображений с учетом
(2.6), (2.7) и второго неравенства из ограничения (2.2), для любого 𝑝𝑛 ∈ 𝑆𝑛+1 будем иметь∫︁ 𝑡

0

𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝜏)𝑑𝜏 =

(︃∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0

+

∫︁ 𝑡

𝜋/(𝑛−𝑟)

)︃
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝜏)𝑑𝜏

⩽
2

𝜋 − 2
[2(𝑛− 𝑟)𝑡− 𝜋]Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂
⩽ Φ(𝑡).

(2.11)

Из неравенств (2.10) и (2.11) следует включение шара 𝑆𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ). Используя соотно-

шения (2.1) между перечисленными выше 𝑛-поперечниками и определение бернштейнов-
ского 𝑛-поперечника запишем оценки снизу

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ), 𝐵2

)︀
⩾ 𝑏𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ), 𝐵2

)︀
⩾ 𝑏𝑛(𝑆𝑛+1, 𝐵2)

⩾
1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

[︂
𝑛− 𝑟

𝜋 − 2
Φ

(︂
𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂]︂𝑚
2

.
(2.12)

Сопоставляя оценки сверху (2.5) и снизу (2.12), получаем требуемое равенство (2.3). От-
метим, что ограничение (2.2) при 𝑚 = 1 впервые появилось при вычислении точного

значения колмогоровского 𝑛-поперечника классов 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ) периодических функций в про-

странстве 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋] в работе Л.В. Тайкова [19]. Там же доказано, что функция
Φ(𝑡) = 𝑡𝜋/(𝜋−2) удовлетворяет условию (2.2) при 𝑚 = 1. Отсюда сразу следует, что и в



О СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 75

нашем случае при любом 𝑚 ∈ N ограничению (2.2) удовлетворяет функция Φ(𝑡) = 𝑡𝜋/(𝜋−2),
чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.

Теорема 2.2. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟. Тогда при любом 0 < ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛 − 𝑟)
имеют место равенства

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐵2

)︀
= 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ)
)︀
=

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
(2.13)

Доказательство. Оценка сверху класса 𝑊
(𝑟)
𝑚 (ℎ) следует из неравенства (1.23):

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐵2

)︀
⩽ 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ)
)︀
⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
. (2.14)

Для получения аналогичной оценки снизу указанных 𝑛-поперечников в множестве ком-
плексных полиномов 𝒫𝑛 введём (𝑛+ 1)-мерный шар

𝜎𝑛+1 :=

{︃
𝑝𝑛(𝑧) ∈ 𝒫𝑛 : ‖𝑝𝑛‖ ⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚

}︃
и покажем его принадлежность классу𝑊

(𝑟)
𝑚 (ℎ). Учитывая определение класса и пользуясь

неравенством (2.6) при 0 < ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟) получаем{︂
𝜔

2
𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , ℎ) + (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝑡)𝜔
2
𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)𝑑𝑡

}︂
⩽

{︂
2

(︂
𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
‖𝑝𝑛‖2

)︂ 1
𝑚

·
[︀
1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡+ (𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(ℎ− 𝑡)(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑑𝑡
]︀}︂𝑚

2

=
1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚

{︂
2(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ) + 2(𝑛− 𝑟)2

∫︁ ℎ

0

(︂
𝑡− sin(𝑛− 𝑟)𝑡

𝑛− 𝑟

)︂
𝑑𝑡

}︂𝑚
2

=
1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚 = 1.

Этим доказано, что шар 𝜎𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (ℎ) и согласно определению бернштейновского 𝑛-

поперечника и соотношения (2.1) запишем оценки снизу

𝜆𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐵2

)︀
⩾ 𝑏𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐵2

)︀
⩾ 𝑏𝑛(𝜎𝑛+1, 𝐵2) ⩾

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

1

𝛼𝑛,𝑟

1

[(𝑛− 𝑟)ℎ]𝑚
. (2.15)

Из неравенств (2.14) и (2.15) следуют равенства (2.13), чем и завершаем доказательство
теоремы 2.2.
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