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ГЕОМЕТРИЯ СУБРИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ,
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ЧЕТВЕРТЬ–СИММЕТРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТЬЮ

А.В. БУКУШЕВА, С.В. ГАЛАЕВ

Аннотация. На субримановом многообразии контактного типа вводится полуметри-
ческая четверть–симметрическая связность посредством задания внутренней метри-
ческой связности и двух структурных эндоморфизмов, сохраняющих распределение
субриманова многообразия. Находятся условия метричности введенной связности. Вы-
ясняется строение структурных эндоморфизмов полуметрической связности, согласо-
ванной с субримановой квази–статистической структурой. Изучаются свойства полу-
метрической четверть–симметрической связности, заданной на неголономном много-
образии Кенмоцу и на почти квази–сасакиевом многообразии. Находятся условия, при
которых указанные многообразия являются многообразиями Эйнштейна относительно
четверть–симметрической связности.
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1. Введение

Изучению почти контактных метрических многообразий, оснащенных метрической
связностью с кручением и, в частности, метрической четверть–симметрической связно-
стью, посвящено большое количество работ [1], [4], [5], [7]–[11], [23]. Э. Картан [13] первым
рассмотрел линейную метрическую связность с кручением наряду со связностью Леви–
Чивита. Наибольшим интересом среди метрических связностей с кручением пользуется
полусимметрическая связность [7], [9], [10], систематическое исследование которой про-
ведено К. Яно в работе [22]. Четверть–симметрическая связность определена в 1975 г.
С. Голабом [19].
Интерес исследователей к связностям с кручением связан главным образом с использо-

ванием таких связностей в теоретической физике [14], [16], [20]. В работе [5] указывается
на тот факт, что большинство из изучаемых связностей с кручением можно описать с
использованием эндоморфизмов, сохраняющих распределения почти контактных метри-
ческих многообразий.
В настоящей работе на субримановом многообразии контактного типа 𝑀 рассматрива-

ется полуметрическая четверть–симметрическая связность 𝐷𝑋 , ассоциируемая с тройкой
(∇, 𝑁, 𝑆), где ∇ — внутренняя метрическая связность, а 𝑁, 𝑆 — эндоморфизмы, сохра-
няющие распределение 𝐷. В дальнейшем термин «полуметрическая» будет, как правило,
опускаться.
Понятие контактного субриманова многообразия встречается в работе [15]. Контакт-

ное субриманово многообразие — это гладкое многообразие 𝑀 нечетной размерности
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𝑛 = 2𝑚 + 1 с заданным на нем максимально неинтегрируемым распределением 𝐷 ко-
размерности 1. На распределении 𝐷 задана положительно определенная метрика, опреде-
ляющая скалярное произведение только для векторов самого распределения. Пусть 𝜂 —
дифференциальная 1–форма, порождающая распределение 𝐷 : 𝑘𝑒𝑟(𝜂) = 𝐷. Тогда на мно-

гообразии 𝑀 посредством равенств 𝜂(𝜉) = 1, 𝑖𝜉𝜔 = 0 определяется уникальное трансвер-

сальное распределению 𝐷 векторное 𝜉. Здесь 𝜔 = 𝑑𝜂 — дифференциальная 2–форма ранга
2𝑚. Многообразие 𝑀 естественным образом превратится в риманово многообразие, если
потребовать, чтобы 𝜉 было единичным векторным полем, ортогональным относительно
метрики многообразия 𝑀 распределению 𝐷. В настоящем исследовании рассматривается
более общее понятие, чем контактное субриманово многообразие. Мы изучаем субрима-
новы многообразия контактного типа. В нашем случае многообразие 𝑀 изначально пред-
полагается римановым многообразием, существование векторного поля 𝜉 постулируется,
а распределение 𝐷 может иметь любую степень интегрируемости и, в частности, быть
инволютивным. Идея обобщения используемого в работе [15] понятия контактного суб-
риманова многообразия вызвана необходимостью использования широкого класса почти
контактных метрических структур, получающихся на пути конкретизации субримановой
структуры. Используемые в настоящей работе структуры неголономного многообразия
Кенмоцу и почти квази–сасакиева многообразия получаются из структуры субримано-
ва многообразия контактного типа введением структурного эндоморфизма специального
строения.
Изучаемая в настоящей работе четверть–симметрическая связность 𝐷𝑋 выражается че-

рез связность Леви–Чивита ∇̃ посредством следующего равенства

𝐷𝑋𝑌 = ∇̃𝑋𝑌 + 𝐶(𝑋, 𝑌 )𝜉 + 𝜂(𝑋)(𝑁 − 𝐶 − 𝜓)𝑌 + 𝜂(𝑌 )(𝑆 − 𝐶 − 𝜓)𝑋.

Здесь эндоморфизм 𝜓 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 определяется из равенства 𝜔(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(𝜓𝑋, 𝑌 ). 𝑁,
𝑆 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 — эндоморфизмы касательного расслоения многообразия 𝑀 такие, что
𝑁𝜉 = 0⃗, 𝑁(𝐷) ⊂ 𝐷, 𝑆𝜉 = 0⃗, 𝑆(𝐷) ⊂ 𝐷. Выполняются также следующие соотношения:
𝐶(𝑋, 𝑌 ) = 1

2
(𝐿𝜉𝑔)(𝑋, 𝑌 ), 𝑔(𝐶𝑋, 𝑌 ) = 𝐶(𝑋, 𝑌 ).

Такое определение связности 𝐷𝑋 представляет собой далеко идущее обобщение связ-
ности, традиционно определяемой в почти контактном метрическом многообразии равен-
ством

𝐷𝑋𝑌 = ∇̃𝑋𝑌 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌.

Кручение 𝑇 (𝑋, 𝑌 ) определяемой нами связности 𝐷𝑋 имеет вид

𝑇 (𝑋, 𝑌 ) = 𝜂(𝑋)�̃�𝑌 − 𝜂(𝑌 )�̃�𝑋.

Здесь �̃� = 𝑁 − 𝑆.
Работа состоит из четырех разделов. В каждом из разделов определяется строение

структурных эндоморфизмов𝑁, 𝑆 с учетом специфики изучаемой в данном разделе струк-
туры — римановой структуры, субримановой квази–статистической структуры, струк-
туры неголономного многообразия Кенмоцу и структуры почти квази–сасакиева мно-
гообразия. Находятся условия метричности введенной связности. Выясняется строение
структурных эндоморфизмов полуметрической связности, согласованной с субримано-
вой квази–статистической структурой. Изучаются свойства полуметрической четверть–
симметрической связности, заданной на неголономном многообразии Кенмоцу и на почти
квази–сасакиевом многообразии. Находятся условия, при которых указанные многообра-
зия являются многообразиями Эйнштейна относительно четверть–симметрической связ-
ности.
Заметим, что понятия структур субриманова квази–статистического многообразия,

неголономного многообразия Кенмоцу и почти квази–сасакиева многообразия введены
авторами настоящей работы [1], [3], [6].
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2. Задание четверть–симметрической связности на субримановых

многообразиях контактного типа

Пусть 𝑀 — риманово многообразие нечетной размерности 𝑛 = 2𝑚 + 1 с заданной на
нем субримановой структурой (𝜉, 𝜂, 𝑔,𝐷) контактного типа, где 𝑔 — метрический тензор,

заданный на многообразии 𝑀, 𝜂 и 𝜉 1–форма и единичное векторное поле, порождаю-
щие, соответственно, ортогональные между собой распределения 𝐷 и 𝐷⊥ : 𝑘𝑒𝑟(𝜂) = 𝐷,

𝐷⊥ = ⟨𝜉⟩. Потребуем, чтобы 𝜔(𝜉, · ) = 𝑑𝜂(𝜉, · ) = 0, 𝑟𝑘(𝜔) ⩾ 2. Будем называть в дальней-
шем 𝑀 субримановым многообразием.
На протяжении всей статьи мы активно используем адаптированные координаты. Карту

𝑘(𝑥𝑖) (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 𝑛; 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, ..., 2𝑚) многообразия𝑀 будем называть адаптированной к

распределению 𝐷, если 𝜕𝑛 = 𝜉. Здесь
(︀

𝜕
𝜕𝑥1 , ...,

𝜕
𝜕𝑥𝑛

)︀
= (𝜕1, ..., 𝜕𝑛) — поле реперов, задаваемое

адаптированной картой.
Пусть 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷 — проектор, определяемый разложением 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕𝐷⊥, и 𝑘(𝑥𝑖) —

адаптированная карта. Векторные поля 𝑃 (𝜕𝑎) = �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛
𝑎𝜕𝑛 линейно независимы в

каждой точке и в области определения соответствующей карты порождают распределе-
ние 𝐷 : 𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�𝑎). Неголономному полю базисов (�⃗�𝑖) = (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛) соответствует поле
кобазисов (𝑑𝑥𝑎, 𝜂 = 𝜃𝑛 = 𝑑𝑥𝑛 + Γ𝑛

𝑎𝑑𝑥
𝑎).

Для адаптированных карт 𝑘(𝑥𝑖) и 𝑘′(𝑥𝑖
′
) выполняются следующие формулы преобразо-

вания координат: 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎(𝑥𝑎
′
), 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛

′
+ 𝑥𝑛(𝑥𝑎

′
).

Тензорное поле 𝑡 типа (𝑝, 𝑞), заданное на субримановом многообразии, назовем допусти-
мым (к распределению 𝐷) или трансверсальным, если 𝑡 обращается в нуль каждый раз,

когда среди его аргументов встречаются 𝜉 или 𝜂. Координатное представление допусти-
мого тензорного поля в адаптированной карте имеет вид:

𝑡 = 𝑡
𝑎1...𝑎𝑝
𝑏1...𝑏𝑞

�⃗�𝑎1 ⊗ ...⊗ �⃗�𝑎𝑝 ⊗ 𝑑𝑥𝑏1 ⊗ ...⊗ 𝑑𝑥𝑏𝑞 .

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных координа-

тах подчиняется следующему закону: 𝑡𝑎𝑏 = 𝐴𝑎
𝑎′𝐴

𝑏′

𝑏 𝑡
𝑎′

𝑏′ , где 𝐴
𝑎′
𝑎 = 𝜕𝑥𝑎′

𝜕𝑥𝑎 .
Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что произ-

водные 𝜕𝑛𝑡
𝑎
𝑏 являются компонентами допустимого тензорного поля того же типа. Заметим,

что обращение в нуль производных 𝜕𝑛𝑡
𝑎
𝑏 не зависит от выбора адаптированных координат.

Адаптированные координаты играют роль «голономных» координат для неинволютив-
ного распределения. Имеет место равенство [�⃗�𝑎, �⃗�𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜉. Отсюда, в частности, вытекает

важное для дальнейшего утверждение: условие 𝑑𝜂(𝜉, · ) = 0 эквивалентно справедливости
равенства 𝜕𝑛Γ

𝑛
𝑎 = 0.

Внутренней линейной связностью ∇ ([17], [18]) на субримановом многообразии называ-
ется отображение ∇ : Γ(𝐷)× Γ(𝐷) −→ Γ(𝐷), удовлетворяющее следующим условиям:

1) ∇𝑓1𝑋+𝑓2𝑌 = 𝑓1∇𝑋 + 𝑓2∇𝑌 ,
2) ∇𝑋𝑓𝑌 = (𝑋𝑓)𝑌 + 𝑓∇𝑋𝑌,
3) ∇𝑋(𝑌 + 𝑍) = ∇𝑋𝑌 +∇𝑋𝑍,

где Γ(𝐷) — модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке при-
надлежащих распределению 𝐷).
Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения

∇�⃗�𝑎 �⃗�𝑏 = Γ𝑐
𝑎𝑏�⃗�𝑐. Из равенства �⃗�𝑎 = 𝐴𝑎′

𝑎 �⃗�𝑎′ , где 𝐴
𝑎′
𝑎 = 𝜕𝑥𝑎′

𝜕𝑥𝑎 , обычным образом следует формула
преобразования для коэффициентов внутренней связности:

Γ𝑐
𝑎𝑏 = 𝐴𝑎′

𝑎 𝐴
𝑏′

𝑏 𝐴
𝑐
𝑐′Γ

𝑐′

𝑎′𝑏′ + 𝐴𝑐
𝑐′ �⃗�𝑎𝐴

𝑐′

𝑏 .

Отсюда, в частности, следует, что производные 𝜕𝑛Γ
𝑑
𝑎𝑐 являются компонентами допустимого

тензорного поля.



30 А.В. БУКУШЕВА, С.В. ГАЛАЕВ

Кручением и кривизной внутренней связности назовем, соответственно, допустимые
тензорные поля:

𝑇 (𝑋, 𝑌 ) = ∇𝑋𝑌 −∇𝑌𝑋 − 𝑃 [𝑋, 𝑌 ],

𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 = ∇𝑋∇𝑌𝑍 −∇𝑌∇𝑋𝑍 −∇𝑃 [𝑋,𝑌 ]𝑍 − 𝑃 [𝑄[𝑋, 𝑌 ], 𝑍],

где 𝑄 = 𝐼 − 𝑃, 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝐷).
Тензор 𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 носит название тензора кривизны Схоутена субриманова многообра-

зия. Компоненты тензора кривизны Схоутена в адаптированных координатах определя-
ются равенством

𝑅𝑑
𝑎𝑏𝑐 = 2�⃗�[𝑎Γ

𝑑
𝑏]𝑐 + 2Γ𝑑

[𝑎|𝑒|Γ
𝑒
𝑏]𝑐.

Имеет место

Предложение 2.1. На субримановом многообразии существует единственная связ-

ность ∇ с нулевым кручением, такая, что ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 0, 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝐷).

Доказательство предложения 2.1 почти дословно повторяет доказательство теоремы о
существовании и единственности связности Леви–Чивита.
Назовем связность ∇ внутренней метрической связностью. Коэффициенты внутренней

метрической связности находятся по формулам

Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1

2
𝑔𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑑𝑔𝑏𝑐).

Пусть, далее, ∇̃ — связность Леви–Чивита.

Предложение 2.2. Коэффициенты Γ̃𝑘
𝑖𝑗 связности Леви–Чивита ∇̃ субриманова мно-

гообразия в адаптированных координатах имеют вид:

Γ̃𝑐
𝑎𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏, Γ̃𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎 − 𝐶𝑎𝑏, Γ̃𝑏

𝑎𝑛 = Γ̃𝑏
𝑛𝑎 = 𝐶𝑏

𝑎 + 𝜓𝑏
𝑎, Γ̃𝑛

𝑛𝑎 = −𝜕𝑛Γ𝑛
𝑎 , Γ̃𝑎

𝑛𝑛 = 𝑔𝑎𝑏𝜕𝑛Γ
𝑛
𝑏 ,

где Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1
2
𝑔𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑑𝑔𝑏𝑐), 𝜓

𝑏
𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝜔𝑎𝑐, 𝐶𝑎𝑏 =

1
2
𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, 𝐶

𝑏
𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝐶𝑎𝑐.

Доказательство. Напомним, что эндоморфизм 𝜓 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 определяется из равенства
𝜔(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(𝜓𝑋, 𝑌 ). Кроме того, выполняются следующие соотношения:

𝐶(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
(𝐿𝜉𝑔)(𝑋, 𝑌 ), 𝑔(𝐶𝑋, 𝑌 ) = 𝐶(𝑋, 𝑌 ).

Доказательство предложения сводится к применению известной формулы для нахождения
коэффициентов связности Леви–Чивита в неголономном репере (𝐴𝑖) :

2Γ𝑚
𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑚(𝐴𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝐴𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝐴𝑘𝑔𝑖𝑗 + Ω𝑙

𝑘𝑗𝑔𝑙𝑖 + Ω𝑙
𝑘𝑖𝑔𝑙𝑗) + Ω𝑚

𝑖𝑗 .

Объект Ω𝑚
𝑖𝑗 носит название объекта неголономности репера (𝐴𝑖). Для используемого в

работе поля реперов (�⃗�𝑖) = (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛) выполняется равенство Ω𝑛
𝑎𝑏 = 2𝜔𝑏𝑎.

Замечание 2.1. Коэффициенты Γ̃𝑘
𝑖𝑗 примут более простой вид, если принять требо-

вание 𝑑𝜂(𝜉,𝑋) = 0. В этом случае Γ̃𝑛
𝑛𝑎 = −𝜕𝑛Γ𝑛

𝑎 = 0 и Γ̃𝑎
𝑛𝑛 = 𝑔𝑎𝑏𝜕𝑛Γ

𝑛
𝑏 = 0.

Внутренняя связность обеспечивает параллельный перенос допустимых векторов (век-
торов, принадлежащих распределению 𝐷) вдоль допустимых кривых (кривых, в каждой
точке касающихся распределения 𝐷). В то же время, для решения ряда проблем возни-
кает необходимость расширения внутренней связности до связности на всем многообра-
зии. Иногда достаточно промежуточной конструкции — связности в векторном расслоении
(𝑀,𝜋,𝐷). Существуют разные способы продолжения внутренней связности. В ряде статей
[1], [4]–[6], [12], [17], [18] обсуждается так называемая N–связность ∇𝑁 . На субримановом
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многообразии 𝑀 N–связность ∇𝑁 определяется парой (∇, 𝑁), где ∇ — внутренняя метри-
ческая связность, 𝑁 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 — эндоморфизм касательного расслоения многообразия
𝑀 такой, что 𝑁𝜉 = 0⃗, 𝑁(𝐷) ⊂ 𝐷.
Определим полуметрическую четверть–симметрическую связность 𝐷𝑋 на субримано-

вом многообразии с помощью следующего равенства:

𝐷𝑋𝑌 = ∇̃𝑋𝑌 + 𝐶(𝑋, 𝑌 )𝜉 + 𝜂(𝑋)(𝑁 − 𝐶 − 𝜓)𝑌 + 𝜂(𝑌 )(𝑆 − 𝐶 − 𝜓)𝑋,

где эндоморфизм 𝜓 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 определяется из равенства 𝜔(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(𝜓𝑋, 𝑌 ).
𝑁, 𝑆 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 — эндоморфизмы касательного расслоения многообразия 𝑀 такие,
что 𝑁𝜉 = 0⃗, 𝑁(𝐷) ⊂ 𝐷, 𝑆𝜉 = 0⃗, 𝑆(𝐷) ⊂ 𝐷.
Из определения четверть–симметрической связности 𝐷𝑋 следует, что ее кручение

𝑇 (𝑋, 𝑌 ) задается равенством

𝑇 (𝑋, 𝑌 ) = 𝜂(𝑋)�̃�𝑌 − 𝜂(𝑌 )�̃�𝑋.

Здесь �̃� = 𝑁 − 𝑆.
Имеет место

Предложение 2.3. Ненулевые коэффициенты 𝐺𝑘
𝑖𝑗 связности 𝐷𝑋 субриманова много-

образия в адаптированных координатах имеют вид:

𝐺𝑐
𝑎𝑏 = Γ̃𝑐

𝑎𝑏, 𝐺𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎, 𝐺𝑏

𝑛𝑎 = 𝑁 𝑏
𝑎, 𝐺𝑏

𝑎𝑛 = 𝑆𝑏
𝑎.

Для доказательства предложения достаточно подставить в формулу для четверть–
симметрической связности 𝐷𝑋 соответствующие базисные векторы. Например, если
𝑋 = 𝑒𝑎, 𝑌 = �⃗�𝑏, то получаем следующее:

𝐺𝑐
𝑎𝑏�⃗�𝑐 +𝐺𝑛

𝑎𝑏𝜕𝑛 = Γ̃𝑐
𝑎𝑏�⃗�𝑐 + Γ̃𝑛

𝑎𝑏𝜕𝑛 + 𝐶𝑎𝑏𝜕𝑛.

Отсюда, с учетом предложения 2, получаем 𝐺𝑐
𝑎𝑏 = Γ̃𝑐

𝑎𝑏, 𝐺
𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎.

Выясним, при каких ограничениях, наложенных на эндоморфизмы 𝑁, 𝑆 связность 𝐷𝑋

является метрической связностью. Непосредственно проверяется, что если 𝑁 = 𝐶, то
𝐷𝑛𝑔𝑎𝑏 = 0. Далее, имеем:

𝐷𝑎𝑔𝑛𝑏 = −𝐺𝑐
𝑎𝑛𝑔𝑐𝑏 −𝐺𝑛

𝑎𝑏 = −𝑆𝑐
𝑎𝑔𝑐𝑏 − 𝜔𝑏𝑎 = 0.

Отсюда получаем: 𝑆 = 𝜓.

Предложение 2.4. Четверть–симметрическая связность 𝐷𝑋 , ассоциируемая с

тройкой (∇, 𝐶, 𝑆), является метрической связностью тогда и только тогда, когда

𝑆 = 𝜓.

Замечание 2.2. Мы рассматриваем здесь случай 𝑁 = 𝐶 по той причине, что именно

в этом случае удается получить метрическую связность, что само по себе является

важным обстоятельством.

3. Субримановы квази–статистические многообразия, наделенные

полуметрической четверть–симметрической связностью

В работе [3] на неголономном многообразии Кенмоцу введена и изучена субримано-
ва квази–статистическая структура. Неголономные многообразия Кенмоцу образуют спе-
циальный класс субримановых многообразий контактного типа. В основе субримановой
квази–статистической структуры, заданной на неголономном многообразии Кенмоцу, ле-
жит связность с кручением специального строения. Такая связность определяется внут-
ренней связностью и структурным эндоморфизмом, сохраняющим распределение неголо-
номного многообразия Кенмоцу. В работе [3] доказано, что внутренняя связность согла-
сована с метрикой, индуцированной на распределении рассматриваемого многообразия.
Найдено строение структурного эндоморфизма.
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Триплет (𝑀, 𝑔,∇) называется субримановой квази–статистической структурой [3], если
имеет место равенство

𝛷(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍)−∇𝑌 𝑔(𝑋,𝑍) + 𝑇 (𝑋, 𝑌, 𝑍)− 2𝜔(𝑋, 𝑌 )𝜂(𝑍) = 0,

где 𝑇 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝑇 (𝑋, 𝑌 ), 𝑍), 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀). В адаптированных координатах ненуле-
вые компоненты тензора 𝑇 (𝑋, 𝑌, 𝑍) будут иметь следующий вид:

𝑇 (�⃗�𝑎, �⃗�𝑏, 𝜕𝑛) = 0,

𝑇 (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛, �⃗�𝑏) = −𝑔(�̃� �⃗�𝑎, �⃗�𝑏),
𝑇 (𝜕𝑛, �⃗�𝑎, �⃗�𝑏) = 𝑔(�̃� �⃗�𝑎, �⃗�𝑏).

Теорема 3.1. Четверть–симметрическая связность тогда и только тогда является

связностью субримановой квази–статистической структуры, когда выполняются ра-

венства 𝑁 = 2𝐶 + 𝜓, 𝑔(𝑆𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑆𝑌 ).

Доказательство теоремы сводится к проверке эквивалентности равенства 𝑔(𝑆𝑋, 𝑌 ) =
𝑔(𝑋,𝑆𝑌 ) равенству 𝛷(�⃗�𝑎, �⃗�𝑏, 𝜕𝑛) = 0, а также к проверке эквивалентности равенства
𝛷(�⃗�𝑎, 𝜕𝑛, �⃗�𝑏) = 0 равенству 𝑁 = 2𝐶 + 𝜓.
Рассмотрим, для примера, случай Φ(�⃗�𝑎, 𝜕𝑛, �⃗�𝑏) = 0. Учитывая предложение 2.3 и выра-

жение для Φ(𝑋, 𝑌, 𝑍), имеем:

Φ(�⃗�𝑎, 𝜕𝑛, �⃗�𝑏) = ∇𝑎𝑔𝑛𝑏 −∇𝑛𝑔𝑎𝑏 − 𝑔𝑐𝑏�̃�
𝑐
𝑎 = −𝑆𝑐

𝑎𝑔𝑐𝑏 − 𝜔𝑏𝑎 − 𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏 +𝑁 𝑐
𝑎𝑔𝑐𝑏 +𝑁 𝑐

𝑏 𝑔𝑐𝑎 − 𝑔𝑐𝑏�̃�
𝑐
𝑎 = 0.

Учитывая равенства 𝜓𝑏
𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝜔𝑎𝑐, 𝐶𝑎𝑏 =

1
2
𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, 𝐶

𝑏
𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝐶𝑎𝑐, убеждаемся в справедливости

теоремы.

4. Неголономные многообразия Кенмоцу, оснащенные полуметрической

четверть–симметрической связностью

Нормальное почти контактное метрическое многообразие 𝑀 называется неголономным
многообразием Кенмоцу, если выполняется равенство 𝑑Ω = 2𝜂 ∧ Ω. Легко показать, что
для многообразия 𝑀 также выполняется условие 𝐿𝜉𝑔 = 2(𝑔− 𝜂⊗ 𝜂). Неголономное много-

образие Кенмоцу введено одним из авторов настоящей работы [1]. В отличие от «класси-
ческого» случая многообразия Кенмоцу ([2], [21]), от распределения неголономного мно-
гообразия Кенмоцу не требуется инволютивности.
Внутренняя геометрия неголономного многообразия Кенмоцу 𝑀 обладает рядом за-

мечательных свойств [1]. Ранее установлено, что тензорное поле Схоутена–Вагнера
𝑃 = 𝐿𝜉Γ = 0 обращается в нуль [1]. Компоненты поля Схоутена–Вагнера в адаптиро-
ванных координатах выражаются с помощью равенств 𝑃 𝑐

𝑎𝑑 = 𝜕𝑛Γ
𝑐
𝑎𝑑.

Рассмотрим случай, когда четверть–симметрическая связность 𝐷𝑋 ассоциируется с
тройкой (∇, 𝐶, 𝜓). Как было показано в предложении 2.4, в этом случае связность 𝐷𝑋

является метрической связностью.
Ненулевые коэффициенты 𝐺𝑘

𝑖𝑗 связности 𝐷𝑋 неголономного многообразия Кенмоцу в
адаптированных координатах имеют вид:

𝐺𝑐
𝑎𝑏 = Γ̃𝑐

𝑎𝑏, 𝐺𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎, 𝐺𝑏

𝑛𝑎 = 𝛿𝑏𝑎, 𝐺𝑏
𝑎𝑛 = 𝜓𝑏

𝑎.

Вычислим необходимые нам для дальнейшего компоненты тензора кривизны 𝐾 связности
𝐷𝑋 . Имеем:

𝐾𝑑
𝑎𝑏𝑐 = 𝑅𝑑

𝑎𝑏𝑐 − 𝜓𝑑
𝑏𝜔𝑐𝑎 + 𝜓𝑑

𝑎𝜔𝑐𝑏 + 2𝜔𝑎𝑏𝛿
𝑑
𝑐 , 𝐾𝑛

𝑎𝑛𝑏 = 𝜔𝑏𝑎.

Пусть 𝑘(𝑋, 𝑌 ) — соответствующий тензору 𝐾(𝑋, 𝑌 )𝑍 тензор Риччи. Имеет место равен-
ство:

𝑘𝑎𝑐 = 𝑟𝑎𝑐 + 𝜓𝑏
𝑎𝜔𝑐𝑏 + 𝜔𝑎𝑐,
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где 𝑟𝑎𝑐 — компоненты тензора Схоутена–Риччи 𝑟(𝑋,𝑍) = 𝑡𝑟(𝑌 → 𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍), 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈
Γ(𝐷) [1].

Предложение 4.1. Для неголономного многообразия Кенмоцу размерности

𝑛 = 2𝑚+ 1 выполняется следующее равенство: 𝑟[𝑎𝑐] = 2𝑚𝜔𝑐𝑎.

Доказательство. Доказательство предложения опирается на следующее равенство [1]:

∇[𝑒∇𝑎]𝑔𝑏𝑐 = 2𝜔𝑒𝑎𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑔𝑑𝑐𝑅
𝑑
𝑒𝑎𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑐.

В случае неголономного многообразия Кенмоцу это равенство перепишется в виде:

0 = 4𝜔𝑒𝑎𝑔𝑏𝑐 − 𝑔𝑑𝑐𝑅
𝑑
𝑒𝑎𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑐.

Проводя необходимые преобразования и используя алгебраическое тождество Бьянки для
тензора кривизны Схоутена, приходим к равенству

2𝑚𝜔𝑐𝑎 =
1

2
(𝑟𝑎𝑐 − 𝑟𝑐𝑎).

Что и требовалось доказать.

Теорема 4.1. Если неголономное многообразие Кенмоцу 𝑀 является многообразием

Эйнштейна относительно четверть–симметрической связности 𝐷𝑋 , то его размер-

ность равна трем.

Доказательство. Пусть𝑀 — многообразие Эйнштейна относительно четверть–симметри-
ческой связности 𝐷𝑋 : 𝑘𝑖𝑗 = 𝜆𝑔𝑖𝑗, 𝜆 ∈ R. Отсюда получаем, что

𝑘𝑎𝑐 = 𝑟𝑎𝑐 + 2𝑚𝑔𝑎𝑐 + 2𝜔𝑎𝑐 = 𝜆𝑔𝑎𝑐.

Последнее равенство влечет следующее: 𝑟[𝑎𝑐] = −2𝜔𝑎𝑐 = 2𝜔𝑐𝑎. Сравнивая полученное ра-
венство с равенством 𝑟[𝑎𝑐] = 2𝑚𝜔𝑐𝑎, убеждаемся в том, что 2𝑚 = 2 или 𝑚 = 1. Теорема
доказана.

Пример 1. Неголономное многообразие Кенмоцу размерности 3.Пусть𝑀 = R3.
(𝜕𝛼) (𝛼 = 1, 2, 3) — стандартный базис арифметического пространства. Определим на 𝑀

1–форму 𝜂, полагая, 𝜂 = 𝑑𝑥3 + 𝑥2𝑑𝑥1. Пусть, далее �⃗�1 = 𝜕1 − 𝑥2𝜕3, �⃗�2 = 𝜕2, �⃗�3 = 𝜉 = 𝜕3,
𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�1, �⃗�2). Определим метрический тензор, полагая 𝑔(�⃗�1, �⃗�1) = 𝑔(�⃗�2, �⃗�2) = 𝑒2𝑥

3
,

𝑔(�⃗�3, �⃗�3) = 1. Непосредственно убеждаемся в справедливости равенства 𝐿𝜉𝑔 = 2(𝑔− 𝜂⊗ 𝜂).
Первый структурный эндоморфизм зададим равенствами

𝜙(�⃗�1) = �⃗�2, 𝜙(�⃗�2) = −�⃗�1, 𝜙(�⃗�3) = 0⃗.

Проводя непосредственные вычисления, убеждаемся в том, что ненулевыми компонентами
внутренней связности являются следующие коэффициенты: Γ1

11 = Γ2
21 = −Γ1

22 = −𝑥2.
Далее, получаем:

𝑟12 = 𝑅2
122 = 1, 𝑟21 = 𝑅1

211 = −1.

Таким образом, 𝑟12 − 𝑟21 = 2. С другой стороны: 4𝜔12 = −2. Из равенства

𝑘12 = 𝑟12 + 2𝑔12 + 2𝜔12 = 1 + 𝑔12 − 1 = 2𝑔12,

в частности, следует, что 𝑀 — многообразие Эйнштейна относительно четверть–
симметрической связности 𝐷𝑋 .
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5. Почти квази–сасакиевы многообразия, оснащенные полуметрической

четверть–симметрической связностью

Под почти квази–сасакиевым многообразием понимается почти нормальное почти кон-
тактное метрическое многообразие с замкнутой фундаментальной формой, для которого
выполняется условие 𝑑𝜂(𝜉, · ) = 0 ([6], [17]).
Почти контактное метрическое многообразие названо одним из авторов настоящей рабо-

ты почти нормальным, если оказывается справедливым равенство �̃�𝜙 = 𝑁𝜙+2𝜙*𝑑𝜂⊗𝜉 = 0,
где 𝑁𝜙(𝑋, 𝑌 ) = [𝜙𝑋,𝜙𝑌 ]+𝜙2[𝑋, 𝑌 ]−𝜙[𝜙𝑋, 𝑌 ]−𝜙[𝑋,𝜙𝑌 ]. Для нормального почти контакт-

ного метрического пространства выполняется условие 𝑁𝜙+2𝑑𝜂⊗ 𝜉 = 0. Целесообразность
введения понятия почти нормального почти контактного метрического многообразия была
осознана после изучения так называемых продолженных почти контактных метрических
структур, естественным образом возникающих на распределениях субримановых много-
образиях контактного типа ([4], [6], [12], [18]).
Пусть четверть–симметрическая связность 𝐷𝑋 ассоциируется с тройкой (∇, 𝐶, 𝜓). Так

как для почти квази–сасакиева многообразия выполняется условие 𝐶 = 0 [17], то ненуле-
вые коэффициенты 𝐺𝑘

𝑖𝑗 связности 𝐷𝑋 в адаптированных координатах примут вид:

𝐺𝑐
𝑎𝑏 = Γ̃𝑐

𝑎𝑏, 𝐺𝑛
𝑎𝑏 = 𝜔𝑏𝑎, 𝐺𝑏

𝑎𝑛 = 𝜓𝑏
𝑎.

Компоненты тензора кривизны K связности 𝐷𝑋 примут следующий вид:

𝐾𝑑
𝑎𝑏𝑐 = 𝑅𝑑

𝑎𝑏𝑐 − 𝜓𝑑
𝑏𝜔𝑐𝑎 + 𝜓𝑑

𝑎𝜔𝑐𝑏, 𝐾𝑑
𝑎𝑏𝑛 = ∇𝑎𝜓

𝑑
𝑏 −∇𝑏𝜓

𝑑
𝑎.

Пусть 𝑘(𝑋, 𝑌 ) — соответствующий тензору 𝐾(𝑋, 𝑌 )𝑍 тензор Риччи. Имеют место ра-
венства: 𝑘𝑎𝑐 = 𝑟𝑎𝑐 + 𝜓𝑏

𝑎𝜔𝑐𝑏, 𝑘𝑎𝑛 = −∇𝑏𝜓
𝑏
𝑎, 𝑘𝑛𝑛 = 0, где 𝑟𝑎𝑐 — компоненты тензора Схоутена–

Риччи 𝑟(𝑋,𝑍) = 𝑡𝑟(𝑌 → 𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍), 𝑋, 𝑌, 𝑍,∈ Γ(𝐷).
Пусть, теперь, ∇𝜓 = 0. Тогда оказывается справедливой следующая теорема.

Теорема 5.1. Пусть 𝑀 — почти квази–сасакиево многообразие и пусть структур-

ный эндоморфизм 𝜓 ковариантно постоянен относительно внутренней связности, то-

гда многообразие 𝑀 является многообразием Эйнштейна относительно четверть–

симметрической связности тогда и только тогда, когда выполняется равенство

𝑟𝑎𝑐 + 𝜓𝑏
𝑎𝜔𝑐𝑏 = 0.

Пример 2. Почти квази–сасакиево многообразие Эйнштейна. В качестве простейшего
примера почти квази–сасакиева многообразия Эйнштейна рассмотрим косимплектическое
многообразие [21]. Введем на многообразии 𝑀 = R5 косимплектическую структуру, пола-
гая:
1) 𝐷 = ⟨�⃗�1, �⃗�2, �⃗�3, �⃗�4⟩ , где �⃗�1 = 𝜕1, �⃗�2 = 𝜕2, �⃗�3 = 𝜕3, �⃗�4 = 𝜕4,
(𝜕1, 𝜕2, 𝜕3, 𝜕4, 𝜕5) — естественный базис пространства R5,

2) 𝜉 = 𝜕5,
3) 𝜂 = 𝑑𝑣,

4) 𝜙�⃗�1 = �⃗�2, 𝜙�⃗�2 = −�⃗�1, 𝜙�⃗�3 = �⃗�4, 𝜙�⃗�4 = −�⃗�3, 𝜙𝜉 = 0,

5) в базисе (�⃗�1, �⃗�2, �⃗�3, �⃗�4, 𝜉) метрический тензор задается равенством 𝑔 = (𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 +
(𝑑𝑧)2 + (𝑑𝑢)2 + (𝑑𝑣)2.
Равенство 𝑟𝑎𝑏 = 𝜔𝑑𝑎𝜓

𝑑
𝑏 в рассматриваемом случае выполняется тривиальным образом,

так как его левая и правая части обращаются в нуль.

6. Заключение.

В настоящей статье на субримановом многообразии контактного типа определена полу-
метрическая четверть–симметрическая связность посредством задания внутренней мет-
рической связности и двух структурных эндоморфизмов, сохраняющих распределение
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субриманова многообразия. В работе последовательно развивается идея о фундаменталь-
ной роли внутренней геометрии в контексте исследования почти контактных метрических
структур ([12], [17]). Коротко говоря, внутренняя геометрия отвечает за параллельный
перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых. К внутренней геометрии почти
контактных метрических многообразий мы также относим изучаемые в настоящей статье
эндоморфизмы, сохраняющие распределения субримановых многообразий. Невозможно
описать в работе ограниченного объема многообразие существующих на сегодняшний день
подходов, позволяющих определять связности с кручением в почти контактных метриче-
ских пространствах. Частично это сделано в работе [5]. В то же время, предложение 2.2
настоящей статьи указывает на возможность конструирования связностей с кручением
путем введения в геометрию изучаемых многообразий дополнительных допустимых тен-
зорных полей. В нашем случае — это эндоморфизмы N, S.
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