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ÈÒÅÐÀÖÈÈ ÖÅËÛÕ ÒÐÀÍÑÖÅÍÄÅÍÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ

ÏÐÀÂÈËÜÍÛÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅÌ ÌÈÍÈÌÓÌÀ ÌÎÄÓËß

À.Ì. ÃÀÉÑÈÍ, Æ.Ã. ÐÀÕÌÀÒÓËËÈÍÀ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâå Ôàòó öåëîé òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèè, ò.å. î
íàèáîëüøåì îòêðûòîì ìíîæåñòâå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ñåìåéñòâî èòåðàöèé çà-
äàííîé ôóíêöèè îáðàçóåò íîðìàëüíîå â ñìûñëå Ìîíòåëÿ ñåìåéñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëàÿ
ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íûé íèæíèé ïîðÿäîê. Íàéäåíà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïòèìàëüíàÿ
ïàðà óñëîâèé (îíà ñèëüíåå, ÷åì ëàêóíàðíîñòü ïî Ôåéåðó) íà ïîêàçàòåëè ðÿäà, ïðè âûïîëíå-
íèè êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà Ôàòó îãðàíè÷åíà. Äàííûé ðåçóëüòàò ïðè áîëåå
ñèëüíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàíåå áûë äîêàçàí Þ. Âàíãîì è Æ.Ã. Ðàõìàòóëëèíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåëûå ôóíêöèè, ëàêóíû Ôåéåðà, èòåðàöèè ôóíêöèé, ìíîæåñòâî Ôàòó.

1. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü f � íåëèíåéíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z. Îïðåäåëèì åñòåñòâåííûå
èòåðàöèè ôóíêöèè f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f0(z) = z, f1(z) = f(z), . . . , fk+1(z) = f(fk(z)) (k = 1, 2, . . . ). (1)

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññ N àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ôóíêöèé
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì (ïî Ìîíòåëþ) â D, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fk} ôóíêöèé
èç N ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkp}, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì: ëèáî {fkp(z)},

ëèáî
{ 1

fkp(z)

}
ñõîäÿòñÿ âñþäó â D, ïðè÷åì ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå

îáëàñòè D [1]. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkp} ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâ-
íîìåðíî â D [2].

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâîì Ôàòó F(f) (èëè ìíîæåñòâîì íîðìàëüíîñòè) ôóíêöèè f(z)
íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå îòêðûòîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ñåìåéñòâî
èòåðàöèé {fk}, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé (1), íîðìàëüíî (â ñìûñëå Ìîíòåëÿ). Äîïîëíåíèå ìíî-
æåñòâà Ôàòó íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Æþëèà J (f) = C \ F(f).

Ìíîæåñòâà Ôàòó è Æþëèà öåëîé ôóíêöèè f îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Ñâîéñòâî 1. Ìíîæåñòâî Ôàòó öåëîé ôóíêöèè îòêðûòî, à ìíîæåñòâî Æþëèà � çàìêíó-
òî.

Ñâîéñòâî 2. Ìíîæåñòâà F(f) è J (f) âïîëíå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî f (òî åñòü êàæ-
äîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò êàê ñî ñâîèì îáðàçîì, òàê è ñ ïîëíûì ïðîîáðàçîì) [3], [4]:

1◦. f−1(F(f)) = f(F(f)) = F(f); 2◦. f−1(J (f)) = f(J (f)) = J (f).

Ñâîéñòâî 3. Äëÿ ëþáîãî k > 0 ìíîæåñòâî Ôàòó (Æþëèà) k-êðàòíîé èòåðàöèè ôóíêöèè f
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ôàòó (Æþëèà) ñàìîé ôóíêöèè f [3], [4]:

3◦. F(fk) = F(f); 4◦. J (fk) = J (f).

A.M. Gaisin, Zh.G. Rakhmatullina, Iterations of the entire transcendental functions with regular

behavior of the minimum of the modulus.

c© Ãàéñèí À.Ì., Ðàõìàòóëëèíà Æ.Ã. 2012.
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Íàïîìíèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Êîìïîíåíòîé K ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ ëþáîå åãî ìàêñè-
ìàëüíîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî [5]. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: êàæäîå ìíîæåñòâî D åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) îáúåäèíåíèå ñâîèõ êîì-
ïîíåíò.
Åñëè f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå ìåíåå 2, òî ìíîæåñòâî F(f) ñîäåðæèò êîìïîíåíòó

K = {z : fk(z)→∞}, êîòîðàÿ íå îãðàíè÷åíà è âïîëíå èíâàðèàíòíà [4]. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâîì
Æþëèà ôóíêöèè f(z) = z2 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü: J (f) = {z : |z| = 1}; à ìíîæåñòâî
Ôàòó ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò: îãðàíè÷åííîé � {z : |z| < 1} è íåîãðàíè÷åííîé � {z : |z| > 1}.
Åñëè f � òðàíñöåíäåíòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî ìíîæåñòâî J (f) âñåãäà íå îãðàíè÷åíî, à ìíî-

æåñòâî F(f) ìîæåò èìåòü ëèáî áåñêîíå÷íî ìíîãî íåîãðàíè÷åííûõ êîìïîíåíò, ëèáî ðîâíî îäíó,
ëèáî íå èìåòü èõ âîâñå [4]. Ïðè÷åì, èìååì ñëåäóþùåå

Ñâîéñòâî 4. Ëþáàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) öåëîé òðàíñöåíäåíòíîé
ôóíêöèè f îäíîñâÿçíà [6].

2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Èññëåäîâàíèå èòåðàöèé öåëûõ ôóíêöèé áûëî íà÷àòî â 1926 ã. Ï.Ôàòó [7]. Ñïóñòÿ ïî÷òè 40
ëåò, È.Áåéêåð â ñâîèõ ðàáîòàõ [6], [8]�[12] ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû, îêàçàâøèå çàìåòíîå âëèÿíèå íà
ðàçâèòèå äàííîé òåìàòèêè. Òàê, Áåéêåðîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 ([13]). Åñëè ìíîæåñòâî Ôàòó öåëîé òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèè f ñîäåðæèò
íåîãðàíè÷åííóþ èíâàðèàíòíóþ êîìïîíåíòó, òî ôóíêöèÿ f ðàñòåò áûñòðåå öåëîé ôóíêöèè ïî-
ðÿäêà 1/2 ìèíèìàëüíîãî òèïà.

Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìíîæå-
ñòâî Ôàòó F(g) ôóíêöèè

g(z) =
1

σ

(
sin
√
σz√

σz
+ σz + a

)
, σ > 0,

(ïîðÿäêà ρ = 1/2 è òèïà σ) ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííóþ èíâàðèàíòíóþ êîìïîíåíòó. Äðóãèì ïðèìå-

ðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ F (z) = cos
√
σ2z + 9

4π
2, 0 < σ <

√
3π, ïîðÿäêà 1

2 è òèïà σ, ìíîæå-

ñòâî Ôàòó F(F ) êîòîðîé òàêæå ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííóþ èíâàðèàíòíóþ êîìïîíåíòó [13], [14].
Â 1981 ãîäó Áåéêåðîì áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ [13]: áóäåò ëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f)

îãðàíè÷åíà, åñëè öåëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò äîñòàòî÷íî ìàëûé ïîðÿäîê ðîñòà? Â
ñèëó òåîðåìû 1 è ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ çàäà÷ó Áåéêåðà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â êëàññå
öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ < 1/2.
Ñàì Áåéêåð [13], à ïîçæå Ñòàëëàðä [15], Àíäåðñîí è Õèíêàíåí [16] ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ â óêàçàííîì êëàññå ôóíêöèé f ìíîæåñòâî F(f) íå
ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííûõ êîìïîíåíò. Ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþùèå:

1) Áåéêåð, 1981 ã., [13]: ïðè r →∞
lnM(r, f) = O{(ln r)p} (1 < p < 3),

ãäå M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|;

2) Ñòàëëàðä, 1993 ã., [15]: ñóùåñòâóåò ε ∈ (0, 1), ÷òî ïðè r > r0

ln lnM(r, f) <
(ln r)1/2

(ln ln r)ε
;

3) Ñòàëëàðä, 1993 ã., [15]: äëÿ öåëîé ôóíêöèè f ïîðÿäêà ρ < 1/2

lim
r→∞

lnM(2r, f)

lnM(r, f)
= c,

ãäå c = c(f) � êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò f (ýòà òåîðåìà òî÷íà: ôóíêöèÿ
g(z) èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà èç [13] èìååò ïîðÿäîê ρ = 1/2, è äëÿ íåå (ïðè σ = 1)
óñëîâèå Ñòàëëàðä âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé c =

√
2. Îäíàêî F(f) ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åí-

íóþ êîìïîíåíòó);
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4) Àíäåðñîí è Õèíêàíåí, 1998 ã., [16]: äëÿ öåëîé ôóíêöèè f ïîðÿäêà ρ < 1/2 ñóùåñòâóåò c > 0,
÷òî ïðè x > x0

ϕ′(x)

ϕ(x)
>

1 + c

x
, ϕ(x) = lnM(ex, f).

Èçó÷åíèå êëàññà öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé âèäà

f(z) =
∞∑
n=1

anz
pn , pn ∈ N, 0 < pn ↑ ∞. (2)

ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó íàëè÷èå ëàêóí îáóñëàâëèâàåò ó òàêèõ ôóíêöèé ðÿä
äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ñóäèòü î êîìïîíåíòàõ ìíîæåñòâà F(f) â ñëó÷àå ëþáîãî
êîíå÷íîãî è äàæå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ðîñòà.
Èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâ Ôàòó F(f) äëÿ ôóíêöèé âèäà (2) òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ öå-

ëûì ðÿäîì êëàññè÷åñêèõ çàäà÷. Â òå÷åíèå âñåãî XX âåêà ïîÿâèëîñü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé,
êàñàþùèõñÿ çíà÷åíèé Ïèêàðà, áîðåëåâñêèõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, íàïðàâëåíèé Æþëèà,
ïðîáëåì î ñâÿçè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ìîäóëÿ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé öåëûõ ôóíê-
öèé ñ ðàçëè÷íûìè ëàêóíàðíûìè óñëîâèÿìè. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ìíîæåñòâà Ôàòó
ôóíêöèé âèäà (2).
Ãîâîðÿò, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ âèäà (2) èìååò ëàêóíû Ôàáðè, åñëè n = o(pn) ïðè n → ∞, è

ëàêóíû Ôåéåðà, åñëè
∞∑
n=1

1

pn
<∞.

Þ. Âàíã â ðàáîòå [17] äîêàçàë ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 2 ([17]). Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ âèäà (2),

ρ∗ = lim
r→∞

ln lnM(r, f)

ln r
è ρ = lim

r→∞

ln lnM(r, f)

ln r

� åå íèæíèé ïîðÿäîê è ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè 0 < ρ∗ 6 ρ < ∞, è ôóíêöèÿ f èìååò
ëàêóíû Ôàáðè, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) îãðàíè÷åíà.
Òåîðåìà 3 ([17]). Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f âèäà (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò

T0 > 1, òàêîå, ÷òî

lim
r→∞

lnM(rT0 , f)

lnM(r, f)
> T0. (3)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì η > 0
pn > n lnn(ln lnn)2+η (n > n0), (4)

òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) îãðàíè÷åíà.
Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2 óñëîâèå (3) ÿâíî íå ôèãóðèðóåò, à òðåáóåòñÿ, ÷òî 0 < ρ∗ è ρ < ∞.

Îäíàêî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (3) ðàâíà +∞. Òàê ÷òî â

òåîðåìå 2 ïðè T0 > q
ρ

ρ∗
(q > 1) óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Äàëåå, äëÿ âñÿêîé öåëîé ôóíêöèè f è äëÿ ëþáîãî T > 1 èç òåîðåìû Àäàìàðà î òðåõ îêðóæ-
íîñòÿõ ñëåäóåò, ÷òî [18]

lim
r→∞

lnM(rT )

lnM(r)
> T. (5)

Â òåîðåìå 3 ðå÷ü èäåò î öåëûõ ôóíêöèÿõ ïðîèçâîëüíîãî ðîñòà (âîçìîæíû ñèòóàöèè ρ∗ = 0 è
ρ = ∞), ïîýòîìó â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2 ïðèõîäèòñÿ ïîñòóëèðîâàòü âûïîëíåíèå áîëåå ñèëüíîé
îöåíêè, ÷åì (5).
×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (4), òî ïðè ýòîì óñëîâèè â [19] Õåéìàíîì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëîé

ôóíêöèè f âèäà (2) ïðè r →∞ âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ïëîòíîñòè

lnM(r) = (1 + o(1)) lnm(r). (6)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 äàííàÿ îöåíêà èñïîëüçóåòñÿ ïî ñóùåñòâó. Òàê ÷òî óñëîâèå Õåéìà-
íà (4) â òåîðåìå 3 ïðîäèêòîâàíî èìåííî îöåíêîé (6).
Óñëîâèå (4) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà áîëåå ñëàáîå. Â ðàáîòå [20] äîêàçàíà
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü f � öåëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ëàêóíàðíûì ñòåïåííûì
ðÿäîì (2), äëÿ êîòîðîé ïðè íåêîòîðîì T0 > 1 âåðíà îöåíêà (3). Åñëè n = o(pn) ïðè n→∞ è

∞∑
n=1

1

pn
ln
pn
n
<∞, (7)

òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) îãðàíè÷åíà.

Äåëî â òîì, ÷òî ðàâåíñòâî (6) îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) [21]. Â îñòàëüíîì
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4 ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ.
Öåëü ñòàòüè � ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà 3 âåðíà â ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè, à èìåííî, óñëîâèå (7)

ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî. Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü íà ïàðó
îïòèìàëüíûõ óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè âèäà (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
òèïà (6).
Äàííàÿ ïàðà óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âûïîëíåíèÿ îöåíêè òèïà (6) è ñîñòîèò èç óñëîâèÿ

Ôåéåðà è íåêîòîðîãî óñëîâèÿ íà êîíöåíòðàöèþ òî÷åê pn â òåðìèíàõ

δn =

pn∫
1

µ(pn; t)

t
dt,

ãäå µ(pn; t) � ÷èñëî òî÷åê pk 6= pn èç îòðåçêà
{
x : |pn − x| 6 t

}
.

Îêàçûâàåòñÿ, óñëîâèå ëàêóíàðíîñòè ïî Ôåéåðó ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ
ëþáîé öåëîé ôóíêöèè f âèäà (2) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) áûëà îãðàíè÷åíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ äîêà-

çàíà Áåéêåðîì [13] ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Øîòòêè.

Ëåììà 1 ([13]). Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ g èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà G
íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé 0 è 1. Åñëè D0 � êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â D, íà êîòîðîì
|g(z)| > 1 äëÿ âñåõ g ∈ G, òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå U , V , çàâèñÿùèå òîëüêî îò D0 è D,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ z, z′ èç D0 è äëÿ âñåõ ôóíêöèé g ∈ G âåðíà îöåíêà

|g(z′)| < U |g(z)|V .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [22] (ôîðìóëèðîâêà äàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
ñòåïåííûì ðÿäàì âèäà (2) è â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå).

Òåîðåìà 5 ([22]). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1)

∞∑
n=1

1

pn
<∞; 2)

∞∫
1

c(t)

t2
dt <∞, (8)

ãäå

c(t) = max
pn6t

qn, qn = − ln |q′(pn)|, q(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

p2k

)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ [0,∞) êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû, òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé îêðóæíîñòè C(r) = {z : |z| = r} íàéäåòñÿ èçìåíåííàÿ ¾îêðóæíîñòü¿ C∗(r), îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâàìè:

1. Åñëè mes e � äëèíà äóãè e ⊂ C(r), òî

lim
r→∞

mes
[
C(r) ∩ C∗(r)

]
r

= 2π;

2. lim
r→∞

max
z∈C∗(r)

ln
r

|z|
= 0;

3. ïðè r →∞ âíå E

lnM(r, f) = (1 + o(1)) lnm∗(r),

ãäå m∗(r) = min
z∈C∗(r)

|f(z)|.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f áûëà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 5, âûïîëíåíèå ïàðû óñëî-
âèé (8) è íåîáõîäèìî [23].
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f � öåëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ëàêóíàðíûì ñòåïåííûì
ðÿäîì (2), äëÿ êîòîðîé ïðè íåêîòîðîì T0 > 1 âåðíà îöåíêà (3). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïàðà óñëî-
âèé (8), òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) îãðàíè÷åíà.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè f âèäà (2), äëÿ êîòîðîé
∞∑
n=1

1

pn
=∞,

ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f), ñîäåðæàùàÿ ëó÷ [0,∞).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) ïðè íåêîòîðîì T1 > T0 > 1 âåðíà îöåíêà

lnM(rT0 , f)

lnM(r, f)
> T1, r > x0. (9)

Ïóñòü T0 < T < T1, à q > 1 òàêîå, ÷òî qT < T1. Òîãäà (1− ε)T1 > qT ïðè íåêîòîðîì ε > 0.
Ïî òåîðåìå 5 ïî âûáðàííîìó òàêèì îáðàçîì ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ [0,∞) êîíå÷íîé

ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû, ÷òî

m∗(r) > M(r, f)1−ε (10)

ïðè r ∈ [0,∞) \E, m∗(r) � ìèíèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè f ïî êðèâîé, áëèçêîé (â ñìûñëå òåðåìû 5)
ê îêðóæíîñòè |z| = r.
Äàëåå, ôóíêöèÿ f � òðàíñöåíäåíòíàÿ, ïîýòîìó M(r, f) ðàñòåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè rN .

Ïóñòü R1 > 0 òàêîå, ÷òî

M(r, f) > 2rqT ïðè r > R1.

Èìåÿ ýòî â âèäó, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rn}, ãäå Rn+1 = M(Rn, f) (n > 1). ßñíî, ÷òî
Rn ↑ ∞ ïðè n→∞, ïðè÷åì Jn ⊂ In, ãäå

Jn = [RTn ,
1
2R

qT
n ], In = [Rn, Rn+1] (q > 1, T > 1).

Òàê êàê ïðè n→∞

ln -mes Jn = ln
RqTn
2RTn

= − ln 2 + (q − 1)T lnRn →∞,

à
∞∑
n=1

ln -mes (E ∩ Jn) <∞,

òî

lim
n→∞

ln -mes (E ∩ Jn) = 0.

Çíà÷èò, ïðè n > n1 êàæäûé îòðåçîê Jn ñîäåðæèò òî÷êó ρn, íå ïðèíàäëåæàùóþ E. Òàê ÷òî, åñëè
ó÷åñòü îöåíêè (9), (10), ïîëó÷èì

m∗(ρn) > M(ρn, f)
1−ε > [M(RTn , f)]

1−ε > M(Rn, f)
(1−ε)T1 , n > n1.

Òàê êàê (1− ε)T1 > qT , òî ïðè n > n1

m∗(ρn) > M(Rn, f)
qT = RqTn+1, (11)

ãäå q > 1, T > 1.
Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà F(f) îãðàíè÷åíà. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå. Ïóñòü F(f) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ êîìïîíåíòóD. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 4 îíà îäíîñâÿçíà.
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè èäåÿìè Áåéêåðà. Ïîñêîëüêó D � êîìïîíåíòà F(f), è îíà

íå îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò íîìåð n2 > n1, òàêîé, ÷òî D ∩ An 6= ∅ ïðè âñåõ n > n2, ãäå
An = {z : |z| = Rn}.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå îêðóæíîñòè

Cn = {z : |z| = ρn}, Bn = {z : |z| = RqTn } (q > 1, T > 1).

Íàïîìíèì, ÷òî RTn 6 ρn 6 1
2R

qT
n , Rn < RTn < RqTn < Rn+1.

Ïóñòü n > n2. Òàê êàê ìíîæåñòâî D ñâÿçíî, è D ∩ An 6= ∅, òî â D íàéäåòñÿ êðèâàÿ γ,
ñîåäèíÿþùàÿ íåêîòîðóþ òî÷êó an ∈ An ñ êàêîé-òî òî÷êîé bn+1 ∈ Bn+1 (Ðèñ. 1). Òàê êàêm

∗(ρn)→
∞ ïðè n→∞ (ýòî âèäíî èç îöåíêè (11)), òî f(D) � íåîãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî F(f),
ñîäåðæàùåå êîíòèíóóì f(γ). Çäåñü

m∗(ρn) = min
z∈C∗

n

|f(z)|,

ãäå C∗n � áëèçêàÿ (â ñìûñëå òåîðåìû 5) ê Cn ¾îêðóæíîñòü¿. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5
ρn
|z|
→ 1 (12)

ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî z èç C∗n.

Ðèñ. 1. Íåîãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà D ⊂ F(f)

Ïóñòü cn � òî÷êà êðèâîé γ, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò C∗n. ßñíî, ÷òî ïðè n > n3 > n2 γ ñîäåðæèò

òàêæå è íåêîòîðóþ òî÷êó cn+1 èçìåíåííîé îêðóæíîñòè C
∗
n+1, ïðè÷åì |cn+1| < RqTn+1 (ýòî ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî RTn+1 6 ρn+1 6 1
2R

qT
n+1, åñëè ó÷åñòü (12)).

Òàê êàê an � òî÷êà γ, |an| = Rn, òî |f(an)| 6 M(Rn, f) = Rn+1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (11)
ñëåäóåò, ÷òî

|f(cn+1)| > m∗(ρn+1) > RqTn+2.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ f(γ) ñîäåðæèò äóãó γ(1), ñîåäèíÿþùóþ íåêîòîðóþ òî÷êó a
(1)
n+1 ∈ An+1 ñ

òî÷êîé b
(1)
n+2 îêðóæíîñòè Bn+2. Ïðè ýòîì γ

(1) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó c
(1)
n+2 èçìåíåííîé îêðóæ-

íîñòè C∗n+2. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî f
k(D) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì

ñâÿçíûì ïîäìíîæåñòâîì F(f), ñîäåðæàùèì äóãó γ(k) êðèâîé fk(γ), êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êè

a
(k)
n+k ∈ An+k è b

(k)
n+k+1 ∈ Bn+k+1 è ñîäåðæèò òî÷êó c

(k)
n+k+1 ∈ C

∗
n+k+1, ãäå n (n > n3) ôèêñèðîâàíî,

k > 1. Áîëåå òîãî,

min
z∈γ(k)

|fk(z)| = |f(zk)| > Rn+k,

ãäå zk � íåêîòîðàÿ òî÷êà γ.
Ñåìåéñòâî {fk} íîðìàëüíî â D. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkp}, êî-

òîðàÿ ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âD. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zkp → z0 ∈ γ.
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Òàê êàê |f(zkp)| → ∞ ïðè kp → ∞, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkp} ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ðàâ-
íîìåðíî íà γ. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî s > 0 ïðè kp > N(s) > n3

min
z∈γ
|fkp(z)| > s. (13)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé G = {gkp}kp>N , ãäå

gkp(z) =
fkp(z)− a
b− a

,

a, b � ïðîèçâîëüíûå, íî ôèêñèðîâàííûå òî÷êè èç ìíîæåñòâà Æþëèà J (f), òàêèå, ÷òî a 6= b.
Çíà÷åíèå N âûáåðåì ïîçæå.
Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì N ñåìåéñòâî ôóíêöèé G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1, åñëè

â êà÷åñòâå îáëàñòè D âçÿòü ðàññìàòðèâàåìóþ íàìè íåîãðàíè÷åííóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà F(f)
è ïîëîæèòü D0 = γ.
Òàê êàê ïî ñâîéñòâàì 2, 3 äëÿ âñåõ k > 1, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ J (f) ïðè z ∈ D ⊂ F(f) èòåðàöèè

fk(z) íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèé a, b, òî ôóíêöèè gkp(z) íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèé 0 è 1 â D ïðè âñåõ

p > 1. Êðîìå òîãî, âûáðàâ â (13) s0 = s(a,b)
def
= |a|+ |b− a|, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè kp > N(s0) > n3

|gkp(z)| =
|fkp(z)− a|
|b− a|

>

∣∣|fkp(z)| − |a|∣∣
|b− a|

> 1, z ∈ γ.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ôóíêöèéG óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1 ïðèN = N(s0). Çíà÷èò,
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå U , V , çàâèñÿùèå òîëüêî îò γ è D, ÷òî

|gkp(z′)| < U |gkp(z)|V (14)

äëÿ âñåõ z, z′ ∈ γ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ γ

A|fkp(z)| 6 |gkp | 6 B|fkp(z)|,
ãäå

A =
1

s0
, B =

|a|+ s0
s0|b− a|

, s0 = |a|+ |b− a|. (15)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ z, z′ ∈ γ ïðè kp > N

|fkp(z′)| < U∗|fkp(z)|V , U∗ =
UBV

A
.

Ïóñòü kp > N , z, z′ � òî÷êè γ, òàêèå, ÷òî:

1) fkp(z) = a
(kp)
n+kp

, a
(kp)
n+kp

∈ An+kp ;

2) fkp(z′) = c
(kp)
n+kp+1, c

(kp)
n+kp+1 ∈ C

∗
n+kp+1.

Òîãäà ïðè kp > N

M(Rn+kp , f) = Rn+kp+1 < |c
(kp)
n+kp+1| = |f

kp(z′)| < U∗|fkp(z)|V = U∗|a(kp)n+kp
|V = U∗RVn+kp ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî f � òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê Rn+kp →∞ ïðè kp →∞.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Î ñóùåñòâåííîñòè óñëîâèÿ Ôåéåðà

Óñëîâèå 1) èç (8) äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 6 è íåîáõîäèìî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pn}, òàêîé, ÷òî

∞∑
n=1

1

pn
=∞,

ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =

∞∑
n=1

anz
pn
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ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îãðàíè÷åííàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè [24], [25]. Çíà÷èò, èìååòñÿ
îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî D ⊃ R, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïóñòü |f(z)| 6 1
ïðè z ∈ D. Òàê êàê äëÿ âåùåñòâåííûõ x âñå èòåðàöèè fk(x) âåùåñòâåííû, òî |fk(x)| 6 1, x ∈ R.
Î÷åâèäíî,

a =

∞∑
n=1

|an| <∞.

Ïóñòü K � ëþáîé êîìïàêò èç D. Òîãäà äëÿ z ∈ K èìååì:

|f(z)| 6 1,

|f2(z)| =
∣∣ ∞∑
n=1

an[f(z)]
pn
∣∣ 6 ∞∑

n=1
|an||f(z)|pn 6 a,

. . . . . . . . .

|fk(z)| =
∣∣ ∞∑
n=1

an[f
k−1(z)]pn

∣∣ 6 a.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {fk} íîðìàëüíî â D. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R ⊂ D ⊂ F(f). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî F(f) ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííóþ êîìïîíåíòó.
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