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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОЛЬЦА ЛИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

М. ГЮРСЕС, А.B. ЖИБЕР, И.Т. ХАБИБУЛЛИН

Аннотация. В работе рассматриваются кольца Ли характеристических векторных
полей для уравнений в частных производных. Обсуждаются возможные приложения
этого понятия в задачах классификации интегрируемых уравнений гиперболического
типа с большим чем три числом характеристических направлений, а также к урав-
нениям эволюционного типа и к обыкновенным дифференциальным уравнениям. В
качестве примеров рассмотрены известные в математической физике модели, такие
как, система уравнений „n“-волн, уравнение Кортевега-де Фриза, уравнение Бюргерса,
первое уравнение Пенлеве.

Ключевые слова: характеристические векторные поля, характеристическое кольцо,
эволюционные уравнения, система уравнений „n“-волн.

1. Введение

Понятие характеристического векторного поля для гиперболических уравнений впервые
ввел в рассмотрение Э.Гурса в известной работе [1] в 1899 году. В этой работе он разрабо-
тал весьма эффективный алгебраический подход к задаче классификации интегрируемых
по Дарбу уравнений в частных производных. Интерес к этой теме возродился после работы
[2], где было решена задача классификации интегрируемых по Дарбу систем экспоненци-
ального типа. Здесь же было введено понятие характеристического кольца Ли и показано,
что интегрируемость по Дарбу системы равносильна конечномерности ее характеристи-
ческих колец по обоим направлениям. Характеристические кольца Ли для квадратичных
систем рассматривались в работе [3]. Характеристические кольца уравнений солитонного
типа исследовались в [3], [4]. В заметке [5] понятие хактеристического векторного поля
было обобщено на дискретные уравнения.

После работ [4], [6], [7] стало ясно, что характеристические кольца Ли позволяют иденти-
фицировать интегрируемые модели, поскольку для интегрируемых моделей пространства
кратных коммутаторов характеристических операторов имеют минимальный рост. Это
свойство характеристических векторных полей можно рассматривать в качестве класси-
фикационного критерия.

2. Характеристические кольца уравнений „n-волн“

Рассматривается система уравнений гиперболического типа в частных производных
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Здесь ai – произвольные постоянные и φi – произвольные функции. Когда функции φi

являются квадратичными, то имеем систему уравнений n-волн [8]. Для определения двух
характеристических направлений введем независимые переменные ξ и η так

∂

∂t
+ ai0

∂

∂x
=

∂

∂ξ
,

∂

∂t
+ ai1

∂

∂x
=

∂

∂η
.

В новых переменных система принимает вид

pξ = f(p, q, r),

qη = φ(p, q, r), (2)
rξ = rηA+ ψ(p, q, r),

где f = (f 1, f2, . . . , f s), φ = (φ1, φ2, . . . , φl), ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψm), p = (ui1 , ui2 , . . . , uis),
q = (uj1 , uj2 , . . . , ujl), r = (uk1 , uk2 , . . . , ukm), A = diag(λ1, λ2, . . . , λm), ∀i λi 6= 0, где
p = (p1, p2, . . . , ps), q = (q1, q2, . . . , ql), r = (r1, r2, . . . , rm). Обозначим через F (F̄ ) мно-
жество локально-аналитических функций, зависимых от конечного числа переменных
p, q, r, q1, r1, q2, r2, . . . , qi, ri, . . . (p, q, r, p̄1, r̄1, p̄2, r̄2, . . . , p̄i, r̄i, . . .). Здесь qi = Diq, ri = Dir,
p̄i = D̄ip, r̄i = D̄ir, i = 1, 2, . . . , D = d

dξ
, D̄ = d

dη
. Оператор полного дифференцирования D̄

по переменной η на множестве F определяется следующим образом

D̄ =
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Рассматривая векторные поля Xi = ∂
∂pi , i = 1, 2, . . . , s и
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получаем, что D̄ =
∑s

i=1 p̄
i
1Xi +Xs+1.

Определение 1. Кольцо Ли Rξ над полем F , порожденное векторными полями
X1, X2, ..., Xs+1, называется характеристическим кольцом Ли по направлению ξ системы
уравнений (1).



ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОЛЬЦА ЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. . . 55

Аналогично определим характеристическое кольцо Ли Rη в направлении η. Последнее
порождается следующими векторными полями

Yi =
∂

∂qi
, i = 1, 2, . . . , l,

Yl+1 =
s∑

i=1
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∂
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i
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∂

∂r̄i
n
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В этом случае оператор полного дифференцирования D по переменной ξ на множестве F̄
имеет вид D =

∑l
i=1 q

i
1Yi + Yl+1.

3. Эволюционные уравнения

3.1. Кольца Ли эволюционных уравнений. Рассмотрим уравнения эволюционного
типа

∂u

∂t
= f(u,

∂u

∂x
, . . . ,

∂nu

∂xn
). (6)

Для определения векторных полей, порождающих кольцо Ли уравнения (6), будем ис-
следовать вспомогательное уравнение

∂2u

∂t∂x
= F (u,

∂u

∂x
, . . . ,

∂n+1u

∂xn+1
), (7)

где F = Df , D – оператор полного дифференцирования по переменной x. Определим
оператор D̄ в пространстве локально-аналитических функций, зависящих от конечного
числа переменных u, u1, u2, . . ., ui, . . . (un = ∂nu

∂xn ) по правилу

D̄ =
∂u

∂t

∂

∂u
+ F

∂

∂u1

+DF
∂

∂u2

+ . . .+Dn−1F
∂

∂un

+ . . . .

Введем векторные поля

X1 =
∂

∂u
, X2 = F

∂

∂u1

+DF
∂

∂u2

+ . . .+Dn−1 ∂

∂un

+ . . . .

Определение 2. Кольцо Ли R, порожденное векторными полями X1 и X2, называ-
ется характеристическим кольцом Ли уравнения (6).

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Если dimR <∞, то правая часть F (u, ∂u
∂x
, . . . , ∂n+1u

∂xn+1 ) уравнения (7) являет-
ся квазиполиномом по переменной u.

Доказательство. Так как [D, D̄] = 0, то, используя [D, D̄] = [D, ∂u
∂t
X1 +X2], имеем

[D,X1] = 0, [D,X2] = FX1. (8)

Теперь положим X3 = [X1, X2] и, используя тождество Якоби и соотношения (8), получаем

[D,X3] =
∂F

∂u
X1. (9)

Определим последовательность векторных полей Xi, i = 4, 5, . . . следующим образом:
Xi = [X1, Xi−1]. Как и выше получаем, что

[D,Xi] =
∂i−2F

∂ui−2
X1, i = 4, 5, . . . . (10)
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Пусть кольцо R конечномерно. Тогда найдется m такое, что векторные поля
X2, X3, . . . , Xm линейно независимы, а

Xm+1 =
m∑

i=2

αiXi, (11)

где коэффициенты αi, i = 2, 3, . . . ,m являются функциями переменных u, u1, u2, . . . .
В силу (11) имеем [D,Xm+1] =

∑m
i=2D(αi)Xi +

∑m
i=2 αi[D,Xi]. Последнее, согласно (10),

перепишем так
∂m−1F

∂um−1
X1 =

m∑
i=2

D(αi)Xi +
m∑

i=2

αi
∂i−2F

∂ui−2
X1.

Так как векторные поля X1, X2, . . . , Xm линейно независимы, то получаем, что

D(αi) = 0, i = 2, 3, . . . ,m (12)

и
∂m−1F

∂um−1
=

m∑
i=2

αi
∂i−2F

∂ui−2
. (13)

Из этих уравнений следует, что αi является постоянной и F – квазиполином по переменной
u. Лемма доказана.

Замечание 1. Если кольцо Ли R эволюционного уравнения конечномерно, то правая
часть f(u, u1, . . . , un) есть решение согласно (13) следующего уравнения в частных произ-
водных

∂m−1

∂um−1

(
n∑

i=0

ui+1
∂f

∂ui

)
=

m∑
i=2

αi

(
∂i−2

∂ui−2

n∑
k=0

uk+1
∂f

∂uk

)
.

Приведем примеры колец Ли уравнений эволюционного типа.

Пример 1. Рассматриваем уравнение вида

ut = ux + u2.

Подействовав оператором D, получаем, что uxt = uxx + 2uux.
Из соотношения

DtF (u, u1, u2, . . .) = (ut
∂

∂u
+ f

∂

∂u1

+Df
∂

∂u2

+ . . .)F = (utX1 +X2)F

имеем
Dt = utX1 +X2, (14)

где f = uxx + 2uux.

Лемма 2. Векторное поле Y = a1(u, u1, . . . , un1)
∂

∂u1
+ a2(u, u1, . . . , un2)

∂
∂u2

+ . . . комму-
тирует с оператором D если и только если Y = 0.

Доказательство вытекает из формулы

[D, Y ] = (Da1
∂

∂u1

+Da2
∂

∂u2

+Da3
∂

∂u3

+ . . .)− a1
∂

∂u
− a2

∂

∂u1

− a3
∂

∂u2

− . . . .

Согласно (14) и [D,Dt] = 0 имеем

fX1 + ut[D,X1] + [D,X2] = 0.

Последнее соотношение распадается на два уравнения [D,X1] = 0 и [D,X2] = −fX1.
Введем операторы X3 = [X1, X2], X4 = [X1, X3], X5 = [X2, X3]. Легко показать, что

[D,X3] = −2u1X1 и [D,X4] = 0. Из утверждения леммы следует, что X4 = 0.
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Так как оператор X3 = 2u1
∂

∂u1
+ 2u2

∂
∂u2

+ . . . ., то

[D,X5] = (X3f)X1 + [X2,−2u1X1] = (4u1u+ 2u2)X1 + 2u1X3 − 2fX1,

или [D,X5] = 2u1X3.
Докажем, что базис кольца состоит из операторов X1, X2, X3, X5. Видно, что

[X1, X5] = 0. Рассмотрим X7 = [X2, X5]. Непосредственными вычислениями получим, что
[D,X7] = −4u2

1X1+2u1X5+2fX3, поэтомуX7 = 2u1X3+2uX5. Теперь рассмотрим оператор
X8 = [X3, X5]. Вычислим [D,X8]:

[D,X8] = −[X5, [D,X3]] + [X3, [D,X5]] = 2X5(u1)X1 + 2X3(u1)X3 = 4u1X3.

Сравнивая соотношения [D,X8] = 4u1X3 и [D,X5] = 2u1X3, имеем X8 = 2X5. Отсю-
да следует, что кольцо Ли данного уранения четырехмерно, и элементы X1, X2, X3, X5

линейно независимы.

Пример 2. Уравнение Бюргерса

ut = uxx + 2uux.

Соответствующее уравнение (7) имеет вид

uxt = u3 + 2uu2 + 2u2
1. (15)

Характеристические векторные поля
X1 = ∂

∂u
, X2 = (u3 + 2uu2 + 2u2

1)
∂

∂u1
+ (u4 + 2uu3 + 6u1u2)

∂
∂u2

+ . . .+

+(un+1 + 2uun + . . .) ∂
∂un

+ . . . .

Здесь
X3 = [X1, X2] = 2D − 2u1X1, (16)

где D = u1
∂
∂u

+ u2
∂

∂u1
+ . . .+ un

∂
∂un−1

+ . . . .
Из соотношения [D, D̄] = 0 следует

[D, utX1 +X2] = (u3 + 2uu2 + 2u2
1)X1 + ut[D,X1] + [D,X2] = 0.

Тогда
[D,X1] = 0 и [D,X2] = −(u3 + 2uu2 + 2u2

1)X1. (17)
Используя (16) и (17), получаем

X4 = [X1, X3] = [X1, 2D − 2u1X1] = 0,
X5 = [X2, X3] = [X2, 2D − 2u1X1] =

= 2(u3 + 2uu2 + 2u2
1)X1 − 2(u3 + 2uu2 + 2u2

1)X1 + 2u1X3.

Откуда X4 = 0, X5 = 2u1X3. Таким образом, базис характеристического кольца уравнения
Бюргерса состоит из операторов X1, X2, X3.

Прмиер 3. Рассмотрим уравнение Кортевега-де Фриза ut = uxxx + uux. Уравнение (7)
примет вид

uxt = u4 + uu2 + u2
1. (18)

Для уравнения (18) нетрудно показать, что X4 = [X1, X3] = 0, X5 = [X2, X3] = u1X3.
Следовательно, базис характеристического кольца Ли уравнения Кортевега-де Фриза со-
стоит из операторов X1, X2, X3.

Пример 4. Для модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза ut = uxxx + u2ux

уравнение (7) имеет вид
uxt = u4 + u2u2 + 2uu2

1.

Операторы X1, X2, X3 = [X1, X2], X4 = [X1, X3] образуют базис характеристического
кольца Ли модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза.
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3.2. Присоединенные алгебры Ли. Как следует из примеров, приведенных в
разделе 3.1, характеристическое кольцо Ли определяет зависимость правой части
f = f(u, ∂u

∂x
, . . . , ∂nu

∂xn ) уравнения (6) от переменной u. Здесь мы предполагаем ввести
определение кольца Ли, которое бы учитывало также зависимость f от производных
∂u
∂x
, ∂2u

∂x2 , . . . ,
∂nu
∂xn . Для этого перепишем уравнение (6) в виде

u1
t = f 1(u1, u2, u3, . . . , un), (19)

полагая u1 = u, u2 = ux, u
3 = uxx, . . . , u

n = ∂nu
∂xn .

Тогда из (19) последовательным дифференцированием по x получаем систему уравне-
ний

u1
t = f 1(u1, u2, . . . , un),

u2
t = f 2(u1, u2, . . . , un, un

x),

u3
t = f 3(u1, u2, . . . , un, un

x, u
n
xx), (20)
. . . ,

un
t = fn(u1, u2, . . . , un, un

x, u
n
xx, . . . ,

∂n−1un

∂xn−1
).

Таким образом, мы от уравнения (6) переходим к эволюционной системе уравнений
(20) относительно неизвестных функций u1, u2, . . . , un. Теперь, как и в разделе 3.1, для
определения характеристического кольца Ли системы (20) рассмотрим систему вида

ui
xt = F i, F i = Df i, i = 1, 2, . . . , n. (21)

Характеристическое кольцо Ли системы (20) задается оператором D:

D =
∂uk

∂t
· ∂

∂uk
+ F k ∂

∂uk
1

+DF k ∂

∂uk
2

+ . . . ,

а, именно, векторными полями

X1 =
∂

∂u1
, X2 =

∂

∂u2
, . . . , Xn =

∂

∂un
,

Xn+1 = F k ∂

∂uk
1

+DF k ∂

∂uk
2

+ . . . .

И, наконец, характеристическое кольцо Ли системы (20) мы будем называть присоеди-
ненным кольцом Ли эволюционного уравнения (6).

Так, для уравнения Бюргерса

ut = uxx + 2uux

имеем ux = v, uxx = w. Тогда системы (20) и (21) принимают вид

ut = w + 2uv,

vt = wx + 2uxv + 2uvx,

wt = wxx + 4uxvx + 2uxxv + 2uvxx,

и

uxt = wx + 2uvx + 2uxv,

vxt = wxx + 2uxxv + 2uvxx + 4uxvx,

wxt = wxxx + 6uxxvx + 6uxvxx + 2uxxxv

соответственно.
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4. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

Здесь рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений

dui

dy
= fi(x, y, u

1, u2, . . . , un), i = 1, 2, . . . , n. (22)

Для введения понятия характеристического кольца Ли для уравнений (22) будем пред-
полагать, что решение u1, u2, . . . , un зависит от параметра x. Тогда дифференцированием
по переменной x уравнений (22) получаем систему уравнений

∂2ui

∂y∂x
=
∂fi

∂x
+

n∑
k=1

∂fi

∂uk
· ∂u

k

∂x
. (23)

Известно, что гиперболическая система (23) обладает парой характеристических колец
Ли, а именно x – характеристическое кольцо Ли X порождается векторными полями

X1 =
∂

∂u1
, X2 =

∂

∂u2
, . . . , Xn =

∂

∂un
,

Xn+1 =
∂

∂y
+ Fi

∂

∂ui
1

+DFi
∂

∂ui
2

+D2Fi
∂

∂ui
3

+ . . . ,

а y – характеристическое кольцо Ли Y – полями

Y1 =
∂

∂u1
1

, Y2 =
∂

∂u2
1

, . . . , Yn =
∂

∂un
1

,

Yn+1 =
∂

∂x
+ ui

1

∂

∂ui
+ Fi

∂

∂ui
1

+DFi
∂

∂ui
2

+ . . . ,

где D(D) – оператор полного дифференцирования по переменной x(y), функции Fi – суть
правые части уравнений (23), ui

k = Dkui, ui
k = D

k
ui, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . ..

Теперь x и y – характеристические кольца Ли системы (23) будем называть кольцами
Ли системы дифференциальных уравнений (22).

Исследование системы (22) основано на рассмотрении кольца X. Отметим, что если
dimX < ∞, то правые части fi системы (22) являются квазиполиномами переменных
u1, u2, . . . , un.

В качестве примера рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

uy = f(y, u). (24)

Нетрудно показать, что если характеристическое кольцо Ли уравнения (24) конечно-
мерно, то правая часть f(y, u) – квазиполином по переменной u.

Например, размерность кольца Ли уравнения

uy = α0(y) + α1(y)u+ α2u
2 (25)

равна 4 и если u-решение уравнения (25), зависящее от параметра x, то выражение
uxxx

ux
− 3

2
u2

xx

u2
x

не зависит от y, то есть

uxxx

ux

− 3

2

u2
xx

u2
x

= f(x).

Приведем пример уравнения Риккати (25) с кольцом Ли размерности 3. Таким приме-
ром является уравнение

uy = α1(y)u+ u2. (26)
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Для решения уравнения Риккати (26), зависящего от параметра x, справедливо соотно-
шение

uxx

ux

− 2
ux

u
= f(x).

Замечание 2. Другой способ определения характеристического кольца Ли системы
(22) основан на замене вида

ui =
∂vi

∂x
, i = 1, 2, . . . , n.

Тогда система (22) примет вид

∂2vi

∂x∂y
= fi

(
x, y,

∂v1

∂x
, . . . ,

∂vn

∂x

)
. (27)

Всюду ниже x- и y-характеристические кольца Ли системы гиперболических уравнений
(27) будем называть характеристическими кольцами Ли исходной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (22).

В заключение рассмотрим в качестве примера уравнение Пенлеве I

uyy = 6u2 + y. (28)

Уравнение (28) можно записать в виде системы уранений

uy = v, vy = 6u2 + y

или, полагая
u = px, v = qx,

будем иметь
pxy = qx, qxy = 6p2

x + y. (29)
Тогда x−характеристическое кольцо Ли X системы (29) порождается векторными по-

лями

X1 =
∂

∂p
, X2 =

∂

∂q
,

X3 =
∂

∂y
+ q1

∂

∂p1

+ (6p2
1 + y)

∂

∂q1
+ q2

∂

∂p2

+ 12p1p2
∂

∂q2
+ . . . .

Ясно, что размерность кольца X равна трем, при этом x−интегралы

ω = ω(y, p1, q1) и w = w(y, p1, q1) (Dω = 0, Dw = 0)

определяются из уравнения в частных производных(
∂

∂y
+ q1

∂

∂p1

+ (6p2
1 + y)

∂

∂q1

)
F = 0.

Отметим, что ω = const и w = const задают интегралы исходного уравнения (28).
Далее y−характеристическое кольцо Ли Y системы уранений (29) задается векторными

полями

Y1 =
∂

∂p1

, Y2 =
∂

∂q1
,

Y3 =
∂

∂x
+ p1

∂

∂p
+ q1

∂

∂q
+ q1

∂

∂p1

+ (6p2
1 + y)

∂

∂q1

+ (6p2
1 + y)

∂

∂p2

+

+(12p1q1 + 1)
∂

∂q2

+ (12p1q1 + 1)
∂

∂p3

+ (12q2
1 + 72p3

1 + 12yp1)
∂

∂q3

+ . . . .
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Легко видеть, что векторные поля

Y1, [Y1, Y3], [Y1, [Y1, Y3]], [Y1, [Y1, [Y1, Y3]]], . . .

линейно независимы. Таким образом, dimY = ∞. Однако система ураенний (29) имеет
y−интеграл ω = p1 − q. Вычислим высшие y−симметрии

f = f(x, y, p, q, p1, q1, p2, q2, . . . , pn, qn),

g = g(x, y, p, q, p1, q1, p2, q2, . . . , pm, qm),

(pτ = f, qτ = g)

для уравнений (29).
Определяющая система уравнений имеет вид

DDf = Dg, DDg = 12p1Df. (30)

Пусть порядок по перемнным p, q, p1, q1, p2, q2, . . . функций Df и Dg равны n и m соот-
ветственно. Тогда из (30) следует, что n+ 1 = m и m+ 1 = n, поэтому

Df = F (x, y, p1, q1), Dg = G(x, y, p1, q1). (31)

Далее

Df(x, y, p, q, p1, q1, p2, q2, . . . , pn, qn) =
∂f

∂x
+ p1

∂f

∂p
+ q1

(
∂

∂p1

+
∂

∂q

)
f+

+(6p2
1 + y)

(
∂

∂p2

+
∂

∂q1

)
f + (12p1q1 + 1)

(
∂

∂p3

+
∂

∂q2

)
f + . . . .

(32)

Теперь из (31) и (32) получаем соотношения:

∂f

∂x
= α(x, y),

∂f

∂p
= α0(x, y),

(
∂

∂p1

+
∂

∂q

)
f = α1(x, y),(

∂

∂p2

+
∂

∂q1

)
f = α2(x, y), . . . ,

(
∂

∂pn

+
∂

∂qn−1

)
f = αn(x, y).

Откуда нетрудно получить, что

f = β(x, y) + β0(y)p+ β1(y)p1 + . . .+ βn(y)pn + h(y, ω, ω1, . . . , ωn−1). (33)

Аналогичная формула справедлива для функции g:

g = γ(x, y) + γ0(y)p+ γ1(y)p1 + . . .+ γm(y)pm +H(y, ω, ω1, . . . , ωm−1). (34)

Так как функции f = h(y, ω, ω1, . . . , ωn−1 и g = H(y, ω, ω1, . . . , ωm−1 являются симмет-
риями системы (29) при любых h и H, то из формул (33) и (34) получаем, что

f = β(x, y) +
n∑

k=0

βk(y)pk, g = γ(x, y) +
m∑

k=0

γk(y)pk (35)

также являются симметриями.
Подставляя (35) в определяющее уравнение (29), убеждаемся, что

f = f(y), q = g(y).

Таким образом, y−симметрии уравнений (29) вычисляются по формулам

f = h(y, ω, ω1, . . . , ωn−1), g = H(y, ω, ω1, . . . , ωm−1).
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Заключение

Хорошо известно, что интегрируемые уравнения характеризуются наличием бесконеч-
ной последовательности высших симметрий. Этот фундаментальный факт лежит в ос-
нове современной теории интегрируемости (см., например, [9]–[11]). В настоящей работе
обсуждается альтернативный подход к интегрируемости, использующий понятие харак-
теристического кольца Ли, ассоциированного с уравнением.
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