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СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРОВ
УНИЧТОЖЕНИЯ, АССОЦИИРОВАННЫХ

С КОММУТАЦИОННЫМИ СООТНОШЕНИЯМИ ВИГНЕРА

В.Э. КИМ

Аннотация. В работе рассматриваются линейные непрерывные операторы, действу-
ющие на пространстве всех целых функций с топологией равномерной сходимости и
удовлетворяющие коммутационным соотношениям Вигнера. Эти операторы тесно свя-
заны с обобщенными сверточными операторами Данкла. Изучается задача описания
собственных функций этих операторов. Показано, что при определенных условиях,
собственные функции исследуемого оператора могут быть описаны с помощью обоб-
щенных сдвигов Данкла целых функций, принадлежащих ядру оператора. Также об-
суждаются вопросы полноты систем собственных функций.

Ключевые слова: коммутационные соотношения, оператор Данкла, собственные
функции, целые функции.

1. Введение

Как обычно, будем обозначать операторы рождения и уничтожения через a+ и a соот-
ветственно. Через I обозначим единичный оператор. Для операторов A,B будем рассмат-
ривать коммутатор [A,B] = AB −BA и антикоммутатор [A,B]+ = AB +BA.

В 1950 году Вигнер [1] показал, что из уравнений движения квантовой механики могут
вытекать не только классические коммутационные соотношения Гейзенберга [a, a+] = I,
но также и соотношения более общего характера, а именно:

[a, a+] = I + 2αR, (1)

где α ≥ 0 – некоторая константа, R – некоторый абстрактный оператор, удовлетворяющий
условиям: [R, a]+ = 0, [R, a+]+ = 0, R2 = 1, R−1 = R. Обозначим через H(C) простран-
ство всех целых функций с топологией равномерной сходимости на компактах. Известно
(см., например, [2]), что коммутационные соотношения (1) могут быть реализованы на
пространстве H(C) следующим образом:

a+f(z) = zf(z), af(z) = Λαf(z) = f ′(z) + α
(f(z)− f(−z)

z

)
, f ∈ H(C). (2)

Отметим, что оператор Λα известен как оператор Данкла. Подробные сведения об опера-
торах Данкла можно найти, например, в обзоре [3].
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Пусть ϕ(z) =
∞∑

n=0

bnz
n — произвольная целая функция экспоненциального типа,

ϕ 6≡ const. В работе [4] изучались обощенные операторы свертки следующего вида:

Mα,ϕ[f ](z) =
∞∑

n=0

bnΛn
α[f ](z), f ∈ H(C). (3)

Сверточные операторы Данкла (3) включают в себя обычные операторы свертки на H(C),
соответствующие случаю α = 0. Отметим, что [Mα,ϕ,Λα] = 0. Следовательно, коммута-
ционные соотношения (1) могут быть реализованы на пространстве H(C) следующими
операторами:

a+f(z) = Λαf(z), af(z) = M̃α,ϕ, f ∈ H(C),

где
M̃α,ϕf(z) = Mα,ϕf(z)− zf(z). (4)

Операторы (4) являются линейными непрерывными операторами на H(C).
Для λ ∈ C обозначим через Sλ оператор сдвига на H(C): Sλf(z) ≡ f(z+λ). Отметим, что

операторы вида (4), соответствующие случаю α = 0, обладают следующими интересными
свойствами: (A) если f ∈ Ker M̃0,ϕ, f 6≡ 0, то функция Sλf является собственной функцией
оператора M̃0,ϕ, отвечающей собственному значению λ, т.е. выполняется M̃0,ϕSλf = λSλf ,
∀λ ∈ C; (B): если f ∈ Ker M̃0,ϕ, f 6≡ 0, то система сдвигов {Sλf, λ ∈ Λ} полна в H(C), где
Λ ⊂ C – любое множество, содержащее предельную точку.

В связи с этим, вызывает интерес следующий вопрос: сохраняются ли эти свойства в
случае α > 0? В работе доказывается, что при некоторых дополнительных ограничениях,
аналог свойства (A) имеет место при α > 0, а именно: собственные функции оператора (4)
могут быть описаны как обобщенные сдвиги Данкла целых функций из ядра оператора
(4).

2. Системы обобщенных сдвигов

Известно (см., например, [4]), что имеется единственная целая функция Eα(z) =
∞∑

n=0

cn,αz
n,

удовлетворяющая условиям:
ΛαEα = Eα, Eα(0) = 1. (5)

Условимся обозначать через Z+ множество всех целых положительных чисел, а через
Z≥0 — множество всех целых неотрицательных чисел. Из (2) видно, что Λα[zn] = ψ(n)zn−1,
где ψ(n) = n+ α(1− (−1)n), ∀z ∈ C, n ∈ Z≥0. Отметим, что выполняются (см., например,
[5]) следующие соотношения:

ψ(0) = 0; ψ(n) =
cn−1,α

cn,α

, n ∈ Z+. (6)

Таким образом, оператор (2) действует на целую функцию f(z) =
∞∑

n=0

anz
n следующим

образом:

Λα[f ](z) =
∞∑

n=1

an
cn−1,α

cn,α

zn−1. (7)

Из (7) видно, что оператор (2) является частным случаем оператора обобщенного диффе-
ренцирования Гельфонда-Леонтьева [6].

Из (5) и (6) вытекает, что коэффициенты ряда Тейлора функции Eα(z) имеют следую-
щий вид:

c0,α = 1, cn,α =
1

ψ(1)ψ(2) · · ·ψ(n)
, n ∈ Z+.
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С помощью оператора (2) введем на H(C) оператор обобщенного сдвига

Sα,λ[f ](z) =
∞∑

n=0

cn,αΛn
α[f ](z)λn, z, λ ∈ C. (8)

Оператор (8) действует линейно и непрерывно из H(C) в H(C) (см., например, [4]). Отме-
тим, что S0,λ[f ](z) ≡ f(z + λ).

Докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть задано произвольное α ≥ 0. Пусть целая функция f такова, что
для нее выполняется следующее равенство:

Λn
α[zf(z)] = ψ(n)Λn−1

α [f(z)] + zΛn
α[f(z)], ∀n ∈ Z≥0. (9)

Тогда выполняется:
M̃α,ϕSα,λf − Sα,λM̃α,ϕf = λSα,λf, ∀λ ∈ C. (10)

Доказательство. Отметим, что оператор (3) удовлетворяет (см., например, [4]) следую-
щим коммутационным соотношениям:

[Mα,ϕ, Sα,λ] = 0, ∀λ ∈ C. (11)

Возьмем произвольное λ ∈ C. Из (6), (8) и (9) получаем:

Sα,λ[zf(z)] =
∞∑

n=0

cn,αψ(n)Λn−1
α [f ](z)λn + z

∞∑
n=0

cn,αΛn
α[f ](z)λn =

= λ
∞∑

n=1

cn−1,αΛn−1
α [f ](z)λn−1 + zSα,λ[f ](z) = (λ+ z)Sα,λ[f ](z).

Таким образом,

Sα,λM̃α,ϕf = Sα,λMα,ϕf − (z + λ)Sα,λf,

M̃α,ϕSα,λf = Mα,ϕSα,λf − zSα,λf.
(12)

Из (11) и (12) получаем (10).

Отметим, что при α = 0 равенство (9) выполняется для любой целой функции f . Таким
образом, из теоремы 1 вытекает, в частности, свойство (A) для оператора M̃0,ϕ. При α > 0
равенство (12) не будет, вообще говоря, выполняться для произвольной целой функции. В
следующей теореме устанавливается класс целых функций, для которых (9) выполняется
при любом α ≥ 0.

Теорема 2. Пусть f ∈ H(C) является четной функцией. Тогда соотношение (9) вы-
полняется для функции f при любом α ≥ 0.

Справедливость теоремы 2 вытекает из следующей леммы.

Лемма 1. Пусть f ∈ H(C). Тогда при любом α ≥ 0 и для всех n ∈ Z≥0 выполняется
соотношение

Λn
α[zf(z)] = ψ(n)Λn−1

α [f(z)] + zΛn
α[f(z)]− α(1− (−1)n)Λn−1

α [f(z)− f(−z)].

Прежде чем привести доказательство леммы 1, докажем следующую вспомогательную
лемму.

Лемма 2. При любых n, k ∈ Z≥0 и α > 0 выполняется:

ψ(n+ k) = ψ(n) + ψ(k)− α(1− (−1)n)(1− (−1)k+n−1). (13)



СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРОВ УНИЧТОЖЕНИЯ. . . 85

Доказательство. Возьмем произвольное α > 0. Возможны 4 случая: 1) n — чет-
ное число, k — нечетное; тогда n + k — нечетное, ψ(n) = n, ψ(k) = k + 2α,
ψ(n+ k) = n+ k + 2α = ψ(n) + ψ(k); 2) n — нечетное, k — четное; тогда n + k — нечет-
ное, ψ(n) = n + 2α, ψ(k) = k, ψ(n + k) = n + k + 2α = ψ(n) + ψ(k); 3) n — четное,
k — четное; тогда n + k — четное, ψ(n) = n, ψ(k) = k, ψ(n + k) = n + k = ψ(n) + ψ(k);
4) n — нечетное, k — нечетное; тогда n + k — четное, ψ(n) = n + 2α, ψ(k) = k + 2α,
ψ(n+ k) = n+ k = ψ(n) +ψ(k)− 4α. Таким образом, если хотя бы одно из чисел n и k яв-
ляется четным, то ψ(n+k) = ψ(n)+ψ(k), в противном случае ψ(n+k) = ψ(n)+ψ(k)−4α.
Исходя из этого, получаем следующую формулу:

ψ(n+ k) = ψ(n) + ψ(k)− α(1− (−1)n)(1− (−1)k). (14)

Покажем, что (14) эквивалетно (13). Действительно,

(1− (−1)n)(1− (−1)k) = (1− (−1)n)(1− (−1)k · (−1)2n) =

= (1− (−1)n)(1− (−1)k+n · (−1)n) =

= 1− (−1)k+n · (−1)n − (−1)n + (−1)k+n · (−1)2n =

= 1− (−1)n + (−1)k+n(1− (−1)n) =

= (1− (−1)n)(1 + (−1)k+n) = (1− (−1)n)(1− (−1)k+n−1).

Приведем теперь доказательство леммы 1.

Доказательство. Пусть f(z) =
∞∑

k=0

akz
k. Тогда zf(z) =

∞∑
k=1

ak−1z
k. Из (6) и (7) получаем:

Λn
α[zf(z)] =

∞∑
k=n

ak−1
ck−n,α

ck,α

zk−n =

=
∞∑

k=n

ak−1z
k−nψ(k − n+ 1)ψ(k − n+ 2) · · ·ψ(k) =

=
∞∑

k=0

ak+n−1z
kψ(k + 1)ψ(k + 2) · · ·ψ(k + n).

Из последнего равенства и (13) получаем:

Λn
α[zf(z)] = Σ1 + ψ(n)Σ2 − α(1− (−1)n)Σ3, (15)

где Σ1 =
∞∑

k=1

ak+n−1z
kψ(k)ψ(k + 1) · · ·ψ(k + n− 1),

Σ2 =
∞∑

k=0

ak+n−1z
kψ(k + 1)ψ(k + 2) · · ·ψ(k + n− 1),

Σ3 =
∞∑

k=0

ak+n−1z
k(1− (−1)k+n−1)ψ(k + 1)ψ(k + 2) · · ·ψ(k + n− 1).
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Отметим, что суммирование в Σ1 начинается с k = 1 в силу того, что ψ(0) = 0. Имеем:

Σ1 =
∞∑

k=n

akz
k−n+1ψ(k − n+ 1)ψ(k − n+ 2) · · ·ψ(k) = zΛn

α[f(z)];

Σ2 =
∞∑

k=n−1

akz
k−n+1ψ(k − n+ 2)ψ(k − n+ 3) · · ·ψ(k) = Λn−1

α [f(z)];

Σ3 =
∞∑

k=n−1

ak(1− (−1)k)zk−n+1ψ(k − n+ 2) · · ·ψ(k) = Λn−1
α [f(z)− f(−z)].

(16)

Из (15) и (16) вытекает утверждение леммы.

Сформулируем теперь основной результат статьи.

Теорема 3. Пусть заданы произвольные α ≥ 0, λ ∈ C \ {0}. Пусть функция f ∈ H(C)

удовлетворяет следующим условиям: 1) f ∈ ker M̃α,ϕ для некоторой ϕ, 2) f — четная
функция, 3) Sα,λf 6≡ 0. Тогда функция Sα,λf является собственной функцией оператора
M̃α,ϕ, отвечающей собственному значению λ.

Доказательство. Так как f — четная функция, то из теорем 1 и 2 следует, что для
f выполняется соотношение (10). Из (10), учитывая, что f ∈ ker M̃α,ϕ, получаем:
M̃α,ϕSα,λf = λSα,λf .

Следствие 1. Пусть заданы произвольные α ≥ 0, λ ∈ C \ {0}. Пусть функция
f ∈ H(C) удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы 3 и условию f(λ) 6= 0. Тогда функ-
ция Sα,λf является собственной функцией оператора M̃α,ϕ, отвечающей собственному
значению λ.

Доказательство. Докажем, что из условия f(λ) 6= 0 вытекает условие 3) теоремы 3. Пусть
f(λ) 6= 0. Предположим, что условие 3) теоремы 3 не выполняется. Следовательно, функ-
ция f удовлетворяет уравнению Sα,λf ≡ 0. Тогда согласно [7, гл. III, §3] функцию f можно
представить в виде:

f(z) = lim
n→∞

∑
|µk|<qn

mk−1∑
j=0

pkjz
jE(j)

α (µkz), (17)

где {µk} — нули функции Eα(λz), mk — кратность корня µk, {qn} — возрастающая после-
довательность положительных чисел, pkj — некоторые константы. Из представления (17)
следует, что f(λ) = 0, что противоречит исходному предположению.

Приведем несколько примеров функций, удовлетворяющих условиям теоремы 3.
Пример 1. Пусть ϕ(z) = z. В этом случае M̃α,ϕ = Λα − zI. Тогда функция f(z) = ez2/2

удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы 3. Кроме того, согласно следствию 1, функция f
удовлетворяет условию 3) теоремы 3 при любом λ ∈ C.

Пример 2. Пусть ϕ(z) = z3. В этом случае M̃α,ϕ = Λ3
α − zI. Найдем четное целое

решение f уравнения Λ3
α[f ](z) − zf(z) = 0. Так как f — четная функция, то последнее

уравнение можно заменить следующим дифференциальным уравнением:

f ′′′(z) + 2α
zf ′′(z)− f ′(z)

z2
− zf(z) = 0.

Тогда в качестве искомого решения можно взять, например, обобщенную гипергеометри-
ческую функцию f(z) = 0F2({}, {1

2
, 3

4
+ α

2
}, z4

64
). Эта функция удовлетворяет условиям 1) и

2) теоремы 3. Также, согласно следствию 1, функция f удовлетворяет условию 3) теоремы
3 по крайней мере для тех λ ∈ C, при которых f(λ) 6= 0.
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3. Замечание о полноте собственных функций

Как уже отмечалось во введении, в случае α = 0 оператор M̃α,ϕ обладает свойством пол-
ноты собственных функций (свойство (B)). Это свойство было доказано автором в работе
[8]. Согласно признаку Годфруа-Шапиро [9, с. 6], из этого свойства вытекает гиперциклич-
ность оператора M̃0,ϕ. Напомним, что линейный непрерывный оператор Φ на топологи-
ческом векторном пространстве X называется гиперциклическим, если существует такой
элемент x ∈ X, что его орбита {Φnx, n = 0, 1, 2, ...} плотна в X. Подробное изложение
теории гиперциклических операторов можно найти, например, в монографии [9].

Отметим, что аналог свойства (B) имеет место для случая ϕ(z) = z и при α > 0.
Действительно, для этого случая свойство (B) означает полноту в H(C) системы обоб-
щенных сдвигов {Sλ,αe

z2/2, λ ∈ Λ}, где Λ ⊂ C — любое множество, содержащее пре-
дельную точку. Последнее, как нетрудно видеть, эквивалетно полноте в H(C) системы
{Λn

α(ez2/2), n = 0, 1, · · · }. Заметим, что Λn
α(ez2/2) = ez2/2Pn,α(z), где Pn,α — многочлен степе-

ни n. Система многочленов Pn,α, очевидно, полна в H(C). Следовательно, полна и система
{Λn

α(ez2/2), n = 0, 1, · · · }. Таким образом, согласно признаку Годфруа-Шапиро, оператор
M̃α,ϕ является гиперциклическим оператором на пространстве H(C) для случая ϕ(z) = z.

В связи с вышеизложенным, сформулируем следующую открытую проблему: изучить
вопрос о полноте собственных функций оператора M̃α,ϕ для других функций ϕ.
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