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НЕПРИВОДИМЫЕ ПОЛИНОМЫ В ЗАДАЧЕ
О СОВЕРШЕННОМ КУБОИДЕ

Р.А. ШАРИПОВ

Аннотация. Найдена связь задачи о построении совершенного кубоида с некоторым
классом полиномов от одной переменной, зависящих от трёх целочисленных парамет-
ров a, b и u. Неприводимость этих полиномов над кольцом целых чисел при определён-
ных ограничениях на параметры a, b, и u достаточна для доказательства несущество-
вания совершенных кубоидов. В данной работе такая неприводимость сформулирована
в виде гипотез, которые проверены численным счётом и подтверждены примерно для
10 000 различных комбинаций числовых параметров a, b и u.
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1. Введение

Кубоид Эйлера — это прямоугольный параллелепипед, все ребра и диагонали на гра-
нях которого имеют целочисленную длину. Совершенный кубоид — это кубоид Эйлера,
длина пространственной диагонали которого тоже целочисленна. Кубоиды с целочислен-
ными рёбрами и диагоналями на гранях были известны до Эйлера (см. [1] и [2]). Однако,
благодаря Леонарду Эйлеру (см. [3]) задача о целочисленных кубоидах приобрела статус,
а сами такие кубоиды были названы его именем.

Что касается совершенных кубоидов, ни один из них до сих пор не известен. Задача на-
хождения совершенных кубоидов или доказательства их несуществования — это открытая
математическая проблема. Она имеет длинную историю, которая отражена в работах [4–
34].

В работе [35] задача построения совершенного кубоида была сведена к следующему
диофантовому уравнению порядка 12 от переменных a, b, c и u:

u4 a4 b4 + 6 a4 u2 b4 c2 − 2 u4 a4 b2 c2 − 2 u4 a2 b4 c2 + 4 u2 b4 a2 c4+

+ 4 a4 u2 b2 c4 − 12 u4 a2 b2 c4 + u4 a4 c4 + u4 b4 c4 + a4 b4 c4+

+ 6 a4 u2 c6 + 6 u2 b4 c6 − 8 a2 b2 u2 c6 − 2 u4 a2 c6 − 2 u4 b2 c6−
− 2 a4 b2 c6 − 2 b4 a2 c6 + u4 c8 + b4 c8 + a4 c8 + 4 a2 u2 c8+

+ 4 b2 u2 c8 − 12 b2 a2 c8 + 6 u2 c10 − 2 a2 c10 − 2 b2 c10 + c12 = 0.

(1.1)
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Точнее результат работы [35] формулируется в виде следующей теоремы.

Теорема 1.1. Совершенный кубоид существует тогда и только тогда, когда диофан-
тово уравнение (1.1) имеет решение, такое, что a, b, c, u — четыре положительных
целых числа, удовлетворяющих неравенствам a < c, b < c, u < c, (a + c) (b + c) > 2 c2.

Более простое уравнение, связанное с совершенными кубоидами было выведено в [18]
(см. также [27]). Но наша цель в данной работе — изучить уравнение (1.1) (поскольку оно
новое) и получить результаты, заявленные в аннотации.

2. Рациональные кубоиды

Рациональный кубоид — это прямоугольный параллелепипед, длины рёбер которого
выражаются рациональными числами. Если длины диагоналей на гранях также рацио-
нальны — это рациональный кубоид Эйлера. Наконец, если длина пространственной диа-
гонали тоже рациональное число, то мы получаем совершенный кубоид. Легко видеть,
что каждый рациональный кубоид Эйлера можно преобразовать в кубоид Эйлера с це-
лочисленными рёбрами и диагоналями на гранях. В случае совершенного кубоида (как
целочисленного, так и рационального) всякий такой кубоид можно преобразовать в со-
вершенный рациональный кубоид с единичной пространственной диагональю (см. [35]).
И наоборот, всякий совершенный рациональный кубоид с единичной пространственной
диагональю можно преобразовать в совершенный кубоид с целочисленными рёбрами и
диагоналями. Поэтому, говоря о совершенных рациональных кубоидах, ниже мы по умол-
чанию считаем их пространственную диагональ единичной.

3. Формулы для рёбер и диагоналей на гранях

Заметим, что уравнение (1.1) однородно по отношению к переменным a, b, c и u. По-
скольку c > 0 в теореме 1.1, мы можем ввести переменные

α =
a

c
, β =

b

c
, υ =

u

c
. (3.1)

В переменных (3.1) уравнение (1.1) записывается в виде

υ4 α4 β4 + (6 α4 υ2 β4 − 2 υ4 α4 β2 − 2 υ4 α2 β4) + (4 υ2 β4 α2+

+ 4 α4 υ2 β2 − 12 υ4 α2 β2 + υ4 α4 + υ4 β4 + α4 β4) + (6 α4 υ2 + 6 υ2 β4−
− 8 α2 β2 υ2 − 2 υ4 α2 − 2 υ4 β2 − 2 α4 β2 − 2 β4 α2) + (υ4 + β4+

+ α4 + 4 α2 υ2 + 4 β2 υ2 − 12 β2 α2) + (6 υ2 − 2 α2 − 2 β2) + 1 = 0.

(3.2)

Отметим, что переменные a, b, c и u в (1.1) не являются ни рёбрами, ни диагоналями
совершенного кубоида, — это просто параметры. Через них, в соответствии с формулами
(3.1), выражаются рациональные параметры α, β и υ в (3.2). А рёбра и диагонали на
гранях совершенного кубоида выражаются через α, β и υ. Обозначим через x1, x2 и x3

рёбра такого кубоида, а через d1, d2 и d3 — его диагонали на гранях:

(x1)
2 + (x2)

2 = (d3)
2, (x2)

2 + (x3)
2 = (d1)

2, (x3)
2 + (x1)

2 = (d2)
2. (3.3)

Тогда x1 и d1 выражаются через параметр υ:

x1 =
2 υ

1 + υ2
, d1 =

1− υ2

1 + υ2
. (3.4)

Обозначим через z следующий вспомогательный параметр:

z =
(1 + υ2) (1− β2) (1 + α2)

2 (1 + β2) (1− α2 υ2)
. (3.5)
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После этого рёбра x2 и x3 выражаются формулами

x2 =
2 z (1− υ2)

(1 + υ2) (1 + z2)
, x3 =

(1− υ2) (1− z2)

(1 + υ2) (1 + z2)
, (3.6)

а диагонали на гранях d2 и d3 задаются следующими формулами:

d2 =
(1 + υ2) (1 + z2) + 2 z(1− υ2)

(1 + υ2) (1 + z2)
β,

d3 =
2 (υ2 z2 + 1)

(1 + υ2) (1 + z2)
α.

(3.7)

Формулы (3.4), (3.5), (3.6) и (3.7) взяты из [35]. Их можно проверить прямыми вычисле-
ниями. Действительно, второе равенство (3.3) превращается в тождество в силу формул
(3.6). Помимо уравнений (3.3) совершенный кубоид характеризуется равенствами

(x1)
2 + (d1)

2 = 1, (x2)
2 + (d2)

2 = 1, (x3)
2 + (d3)

2 = 1. (3.8)

Они означают, что длина пространственной диагонали кубоида равна единице. Первое из
равенств (3.8) превращается в тождество в силу формул (3.4).

Итак, второе равенство (3.3) и первое равенство (3.8) обращаются в тождества. Осталь-
ные четыре равенства (3.3) и (3.8) тоже превращаются в тождества в силу (3.4), (3.5),
(3.6) и (3.7), но с учётом уравнения (3.2).

4. Обратно к целым числам

Уравнение (1.1) однородно по входящим в него переменным. Поэтому, в силу (3.1) и
в силу теоремы 1.1, параметры a, b, c и u в уравнении (1.1) можно считать четвёркой
положительных взаимно простых целых чисел, т. е. их наибольший общий делитель равен
единице:

НОД(a, b, c, u) = 1. (4.1)

Обозначим через m наибольший общий делитель чисел a, b и u:

НОД(a, b, u) = m. (4.2)

Тогда из (4.1) и (4.2) выводится равенство

НОД(m, c) = 1, (4.3)

т. е. m и c взаимно просты. В силу (4.2) и (4.3), дроби a/m, b/m и u/m упрощаются до
целых чисел, а дробь c/m оказывается несократимой дробью, если m 6= 1. Формулу (3.1)
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можно переписать в терминах этих дробей:

α =
a/m

c/m
, β =

b/m

c/m
, υ =

u/m

c/m
. (4.4)

Опираясь на (4.4), мы можем поменять переменные следующим образом:

a

m
→ a,

b

m
→ b,

u

m
→ u,

c

m
→ t. (4.5)

После введения новой переменной t = c/m и обновления переменных a, b и u согласно
(4.5) формулы (4.4) записываются как

α =
a

t
, β =

b

t
, υ =

u

t
, (4.6)

а уравнение (1.1) приобретает следующий вид:

t12 + (6 u2 − 2 a2 − 2 b2) t10 + (u4 + b4 + a4 + 4 a2 u2+

+ 4 b2 u2 − 12 b2 a2) t8 + (6 a4 u2 + 6 u2 b4 − 8 a2 b2 u2−
− 2 u4 a2 − 2 u4 b2 − 2 a4 b2 − 2 b4 a2) t6 + (4 u2 b4 a2+

+ 4 a4 u2 b2 − 12 u4 a2 b2 + u4 a4 + u4 b4 + a4 b4) t4+

+ (6 a4 u2 b4 − 2 u4 a4 b2 − 2 u4 a2 b4) t2 + u4 a4 b4 = 0.

(4.7)

Что же касается формулы (4.2), для обновлённых согласно (4.5) переменных a, b и u эта
формула даёт соотношение

НОД(a, b, u) = 1. (4.8)

Формула (4.8) означает, что величины a, b и u в (4.6) и (4.7) взаимно просты.
Отметим, что уравнение (4.7) совпадает с исходным уравнением (1.1), но переменная c в

нём заменена на t, а слагаемые перегруппированы так, как это принято делать в полиноме
от одной переменной t. Теорема 1.1 теперь переформулируется так.

Теорема 4.1. Совершенный кубоид существует тогда и только тогда, когда для неко-
торых трёх положительных взаимно простых целых чисел a, b, u полиномиальное урав-
нение (4.7) имеет рациональное решение t, удовлетворяющее неравенствам t > a, t > b,
t > u, (a + t) (b + t) > 2 t2.

5. Разложение на множители полиномиального уравнения

Обозначим через Pabu(t) полином в левой части уравнения (4.7). Обозначив этот полином
таким образом, мы понимаем его как полином от одной переменной t, а переменные a, b
и u считаем параметрами:

Pabu(t) = t12 + (6 u2 − 2 a2 − 2 b2) t10 + (u4 + b4 + a4 + 4 a2 u2+

+ 4 b2 u2 − 12 b2 a2) t8 + (6 a4 u2 + 6 u2 b4 − 8 a2 b2 u2−
− 2 u4 a2 − 2 u4 b2 − 2 a4 b2 − 2 b4 a2) t6 + (4 u2 b4 a2+

+ 4 a4 u2 b2 − 12 u4 a2 b2 + u4 a4 + u4 b4 + a4 b4) t4+

+ (6 a4 u2 b4 − 2 u4 a4 b2 − 2 u4 a2 b4) t2 + u4 a4 b4.

(5.1)
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Полином (5.1) симметричен относительно параметров a и b, т. е.

Pabu(t) = Pbau(t). (5.2)

Для изучения полинома Pabu(t) мы рассмотрим некоторые частные случаи:

1) a = b; 3) b u = a2; 5) a = u;
(5.3)

2) a = b = u; 4) a u = b2; 6) b = u.

Частный случай a = b. В этом частном случае полином Pabu(t) = Paau(t) задаётся
следующей формулой:

Paau(t) = t12 + (6 u2 − 4 a2) t10 + (8 a2 u2 − 10 a4 + u4) t8+

+ (4 a4 u2 − 4 a6 − 4 u4 a2) t6 + (8 a6 u2 + a8 − 10 u4 a4) t4+

+ (6 a8 u2 − 4 u4 a6) t2 + u4 a8.

(5.4)

Полином (5.4) приводим. Он раскладывается на множители

Paau(t) = (t2 + a2)2 Pau(t), (5.5)

где полином Pau(t) задаётся формулой

Pau(t) = t8 + 6 (u2 − a2) t6 + (a4 − 4 a2 u2 + u4) t4−
− 6 a2 u2 (u2 − a2) t2 + u4 a4.

(5.6)

Формулы (5.5) и (5.6) легко доказываются прямыми вычислениями.
Частный случай a = b = u. Этот случай соответствует подстановке a = u в формуле

(5.6). Если a = u, то полином Pau(t) = Paa(t) приводим:

Paa(t) = (t− a)2 (t + a)2 (t2 + a2)2. (5.7)

В силу условия взаимной простоты (4.8), частный случай a = b = u подходит под условия
теоремы 4.1 только при a = b = u = 1. При этом, в силу (5.5) и (5.7), уравнение (4.7)
выглядит так:

(t− 1)2 (t + 1)2 (t2 + 1)4 = 0. (5.8)

Уравнение (5.8) имеет два вещественных рациональных решения t = −1 и t = 1. Но ни од-
но из них не подходит под условия теоремы 4.1. Действительно, оба они не удовлетворяют
неравенству t > a, где a = 1.

Итак, подслучай a = b = u случая a = b не даёт совершенных кубоидов. Прочие под-
случаи частного случая a = b описываются следующей гипотезой.

Гипотеза 5.1. Для всяких двух положительных взаимно простых целых чисел a 6= u
полином Pau(t) из (5.6) неприводим в кольце полиномов Z[t].

Частный случай b u = a2. Сопоставляя b u = a2 с (4.8), легко вывести следующее
представление для целых чисел a, b и u:

a = p q, b = p2, u = q2. (5.9)

Здесь p и q — это два параметра, два положительных целых числа, которые удовлетворяют
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условию взаимной простоты
НОД(p, q) = 1. (5.10)

Подставляя (5.9) в (5.1), мы получаем

Ppqp2q2(t) = t12 + (6 q4 − 2 p2 q2 − 2 p4) t10 + (q8 + 4 p2 q6+

+ 5 p4 q4 − 12 p6 q2 + p8) t8 − 2 p2 q2 (q8 − 2 p2 q6 + 4 p4 q4−
− 2 p6 q2 + p8) t6 + p4 q4 (q8 − 12 p2 q6 + 5 p4 q4 + 4 p6 q2 + p8) t4+

+ q8 p8 (−2 q4 − 2 p2 q2 + 6 p4) t2 + q12 p12.

(5.11)

Полином Ppqp2q2(t) в (5.11) приводим. Действительно, мы имеем разложение

Ppqp2q2(t) = (t− a) (t + a) Qpq(t), (5.12)

где Qpq(t) — это следующий полином:

Qpq(t) = t10 + (2 q2 + p2) (3 q2 − 2 p2) t8 + (q8 + 10 p2 q6+

+ 4 p4 q4 − 14 p6 q2 + p8) t6 − p2 q2 (q8 − 14 p2 q6 + 4 p4 q4+

+ 10 p6 q2 + p8) t4 − p6 q6 (q2 + 2 p2) (−2 q2 + 3 p2) t2 − q10 p10.

(5.13)

В силу (5.12), полином (5.11) имеет два рациональных корня t = a и t = −a. Оба эти
корня не подходят под условия теоремы 4.1, поскольку они не удовлетворяют неравенству
t > a.

Прочие корни полинома (5.11) совпадают с корнями полинома Qpq(t) из (5.13). Полином
(5.13) приводим при q = p. В этом случае мы имеем

Qpp(t) = (t− a) (t + a) (t2 + a2)4. (5.14)

Формула (5.14) не является неожиданностью. При q = p из (5.9) легко вывести a = b = u.
А этот случай уже был рассмотрен (см. (5.7) и (5.8)). Из q = p и из (5.10) мы выводим
p = q = 1 и a = b = u = 1.

В случае p 6= q полином (5.13) описывается следующей гипотезой.

Гипотеза 5.2. Для всяких двух положительных взаимно простых целых чисел p 6= q
полином Qpq(t) из (5.13) неприводим в кольце полиномов Z[t].

Частный случай a u = b2. Этот частный случай сводится к предыдущему. Действи-
тельно, из a u = b2 и из (4.8) вытекает

a = p2, b = p q, u = q2, (5.15)

где p и q — два положительных целых числа, удовлетворяющих условию взаимной про-
стоты (5.10). После подстановки в (5.1) формулы (5.15) эквивалентны формулам (5.9) в
силу симметрии (5.2). Эти формулы приводят к полиному Pp2pqq2(t), совпадающему с по-
линомом (5.11), а далее они приводят к полиному (5.13), который уже рассматривался
выше.

Частный случай a = u. Этот частный случай довольно прост. В этом случае полином
Pabu(t) = Pubu(t) в (5.1) приводим, и имеет место формула

Pubu(t) = (t2 + u2)4 (t− b)2 (t + b)2. (5.16)

Полином (5.16) имеет два вещественных рациональных корня t = b и t = −b. Оба они не
подходят под под условия теоремы 4.1, поскольку не удовлетворяют неравенству t > b.

Частный случай b = u. Этот частный случай эквивалентен предыдущему в силу
симметрии (5.2).

Общий случай, который не покрывается частными случаями, перечисленными в (5.3) и
рассмотренными выше, описывается следующей гипотезой.
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Гипотеза 5.3. Для всяких трёх положительных взаимно простых целых чисел a, b,
u, таких, что ни одно из условий (5.3) не выполнено, полином (5.1) неприводим в кольце
полиномов Z[t].

6. Численная проверка гипотез

В настоящее время доказательства гипотез 5.1, 5.2 и 5.3 не известны. По этой причине
я исследовал их численно. Для этого был применён пакет Maxima версии 5.21.1 с графи-
ческой оболочкой wxMaxima 0.85 на платформе Ubuntu 10.10 с ядром Linux 2.5.35-24.

Гипотеза 5.1 была проверена и подтверждена для 1 6 a 6 100 и 1 6 u 6 100. Гипоте-
за 5.2 была подтверждена для 1 6 p 6 100 и 1 6 q 6 100. А третья гипотеза 5.3 была
проверена и подтверждена для 1 6 a 6 22, 1 6 b 6 22 и 1 6 u 6 22. Число 22 выбрано
специально, поскольку

223 = 10 648 ≈ 10 000 = 1002.

Это равенство означает, что каждая гипотеза была протестирована и подтвердилась для
примерно 10 000 различных комбинаций числовых параметров в ней. Совокупный резуль-
тат вычислений звучит так: уравнение (4.7) не имеет решений, дающих совершенные ку-
боиды, при всех значениях чисел a, b, u меньших или равных 22.

7. Выводы

Гипотезы 5.1, 5.2 и 5.3 не эквивалентны условию несуществования совершенных ку-
боидов. Однако, если они верны, то этого достаточно, чтобы доказать, что совершенные
кубоиды не существуют. Результаты численной проверки, изложенные выше, свидетель-
ствуют в пользу справедливости этих гипотез.
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