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О НАИМЕНЬШЕМ ТИПЕ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ

С ЗАДАННОЙ ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ НУЛЕЙ

Г.Г. БРАЙЧЕВ, О.В. ШЕРСТЮКОВА

Аннотация. Настоящая заметка написана по материалам доклада авторов на Меж-

дународной научной конференции «Уфимская осенняя математическая школа – 2021».

Обсуждается следующая задача. Пусть заданы нецелое число 𝜌 > 0 и последователь-

ность комплексных чисел Λ, имеющая конечную верхнюю 𝜌-плотность. Тогда, как из-

вестно из классической теоремы Линделефа, существует (отличная от тождественно-

го нуля) целая функция 𝑓 конечного типа при порядке 𝜌, для которой Λ является

последовательностью (всех) нулей. Спрашивается, как сильно может измениться тип

такой функции, если позволить ей помимо элементов из Λ иметь другие нули, причем

произвольной кратности. Показаны возможности применения одной общей теоремы,

доказанной по означенной задаче Б.Н. Хабибуллиным в 2009 году. С этой целью при-

влекаются результаты последнего времени, содержащие точные формулы для вычис-

ления экстремального типа в классах целых функций с различными ограничениями

на распределение нулей. Случай целого 𝜌 обладает своей спецификой и в данной работе

практически не рассматривается.

Ключевые слова: целая функция, последовательность нулей, подпоследовательность
нулей, тип целой функции, экстремальная задача.
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1. Постановка задачи. Типичные результаты

Напомним некоторые специальные определения и факты. Используем стандартные ха-
рактеристики роста целых функций (см., например, [1]). Пусть заданы последовательность
Λ = (𝜆𝑛)𝑛∈N комплексных чисел, стремящаяся к бесконечности (среди точек 𝜆𝑛 могут быть
и повторяющиеся), и число 𝜌 > 0. Следуя [2], символом 𝜎(Λ, 𝜌) (соответственно 𝜎*(Λ, 𝜌))
обозначим точную нижнюю грань чисел 𝜎 > 0, при которых Λ — последовательность

(соответственно подпоследовательность) всех нулей для какой-либо отличной от тожде-
ственного нуля целой функции 𝑓(𝜆), имеющей тип 𝜎 при порядке 𝜌. По определению
считаем inf ∅ = +∞, но в дальнейшем выбор порядка 𝜌 > 0 и последовательности Λ
производится так, чтобы данная вырожденная ситуация не реализовывалась.
В отправной для нас работе [2] (см., следствие 1 теоремы 1) показано, что

𝜎*(Λ, 𝜌) 6 𝜎(Λ, 𝜌) 6 (1 + 𝐼𝜌)𝜎
*(Λ, 𝜌), (1.1)

где при целом 𝜌 полагаем 𝐼𝜌 = +∞, а при нецелом 𝜌 число 𝐼𝜌 определено формулой

𝐼𝜌 ≡ 𝜌2
+∞∫︁
0

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︃
−1

2
ln
(︁

1 − 2𝑡 cos 𝜃 + 𝑡2
)︁
−

𝑝∑︁
𝑛=1

𝑡𝑛

𝑛
cos𝑛𝜃

)︃+

𝑑𝜃

⎞⎠ 𝑑𝑡

𝑡𝜌+1
. (1.2)
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Здесь приняты стандартные обозначения 𝑝 = [𝜌] для целой части 𝜌 и 𝑎+ = max {𝑎, 0}
для 𝑎 ∈ R.
Оценка снизу в (1.1) очевидна и точна при любом значении 𝜌 > 0 (см. [2, доказательство

предложения 2]). Оценка сверху в (1.1) — ключевой результат, доказанный в [2] новым,
нетрадиционным методом выметания, с использованием субгармонической техники. Весь-
ма вероятно (но пока не доказано), что и эта оценка точна.
Сформулированный результат Б.Н. Хабибуллина допускает различные варианты кон-

кретизации. Суть предлагаемого подхода коротко можно описать так. Экстремальное зна-
чение 𝜎(Λ, 𝜌) сильно зависит от индивидуальных свойств последовательности Λ, и адек-
ватные термины для его точного вычисления в общей ситуации пока не найдены. Поэтому
можно попытаться очертить промежуток локализации для 𝜎(Λ, 𝜌), если Λ попадает в неко-
торый класс последовательностей, описываемый естественными классическими характе-
ристиками роста или сгущаемости. Оказывается, что при специальных геометрических
и плотностных ограничениях на фиксированную последовательность Λ величина 𝜎(Λ, 𝜌),
хотя и не может быть однозначно вычислена через заданные характеристики этой по-
следовательности, но заключена в известных, точно выражаемых границах. Для многих
ситуаций такие (неулучшаемые) границы найдены, в том числе — в серии работ последнего
времени. Тем самым, возникает возможность в соответствующей части оценки (1.1) заме-
нить величину экстремального типа 𝜎(Λ, 𝜌) подходящей минорантой (или мажорантой).
Сосредоточим внимание на оценке сверху в (1.1) и поясним сказанное, выбирая последо-
вательности Λ из различных естественных классов.
Здесь мы рассмотрим практически важный случай 𝜌 ∈ (0, 1), хотя обширная теорети-

ческая база имеется и в случае 𝜌 > 1. Считаем сейчас, что Λ — положительная последо-
вательность конечной верхней 𝜌-плотности

∆𝜌(Λ) ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝜆𝜌
𝑛

= 𝛽 > 0.

Тогда величина 𝜎(Λ, 𝜌), определенная выше, будет равна типу (при порядке 𝜌) конкретного
канонического произведения

𝑓(𝜆) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 − 𝜆

𝜆𝑛

)︂
, 𝜆 ∈ C, (1.3)

а коэффициент 1 + 𝐼𝜌 из формулы (1.2) упрощается к виду (см. [2, теорема 1])

1 + 𝐼𝜌 =
Γ(1/2 − 𝜌/2)√
𝜋 2𝜌 Γ(1 − 𝜌/2)

≡ 𝐵(𝜌), (1.4)

где Γ — гамма-функция. Привлекая теперь точное неравенство из работы А.Ю. Попова [3]

𝜎(Λ, 𝜌) > 𝛽 max
𝑎>0

ln(1 + 𝑎)

𝑎𝜌
≡ 𝛽 𝐶(𝜌), 𝜌 ∈ (0, 1), (1.5)

извлекаем из (1.1), (1.2), (1.4) следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть 𝜌 ∈ (0, 1) и 𝐷(𝜌) ≡ 𝐶(𝜌)/𝐵(𝜌) с величинами 𝐵(𝜌), 𝐶(𝜌), опреде-
ленными в соотношениях (1.4), (1.5) соответственно. Тогда справедлива оценка

𝜎*(Λ, 𝜌) > 𝛽 𝐷(𝜌),

действующая для любой последовательности положительных чисел Λ с фиксированным

значением верхней 𝜌-плотности ∆𝜌(Λ) = 𝛽 > 0.
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Такой комбинированный результат является простейшим на указанном пути. Рассмот-
рим более сложную ситуацию, когда при фиксированном 𝜌 ∈ (0, 1) выбранная последова-
тельность положительных чисел Λ имеет заданные верхнюю и нижнюю 𝜌-плотности

∆𝜌(Λ) ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝜆𝜌
𝑛

= 𝛽 > 0, ∆𝜌(Λ) ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝜆𝜌
𝑛

= 𝛼 ∈ [0, 𝛽]. (1.6)

Тогда, как показано В.Б. Шерстюковым [4], справедливо точное неравенство

𝜎(Λ, 𝜌) > 𝛽 𝐶(𝑘, 𝜌),

где для компактности записи введено обозначение

𝐶(𝑘, 𝜌) ≡ 𝜋𝑘

sin 𝜋𝜌
+ max

𝑎>0

𝑎∫︁
𝑎𝑘1/𝜌

𝑎−𝜌 − 𝑘 𝑥−𝜌

𝑥 + 1
𝑑𝑥, 𝑘 = 𝛼/𝛽. (1.7)

Отсюда по изложенной схеме выводим следующий результат.

Теорема 1.2. Пусть 𝜌 ∈ (0, 1) и 𝐷(𝑘, 𝜌) ≡ 𝐶(𝑘, 𝜌)/𝐵(𝜌) с величинами 𝐵(𝜌), 𝐶(𝑘, 𝜌),
определенными в соотношениях (1.4), (1.7) соответственно. Тогда справедлива оценка

𝜎*(Λ, 𝜌) > 𝛽 𝐷(𝑘, 𝜌),

действующая при 𝑘 = 𝛼/𝛽 для любой последовательности положительных чисел Λ
с фиксированными значениями верхней и нижней 𝜌-плотностей ∆𝜌(Λ) = 𝛽 > 0
и ∆𝜌(Λ) = 𝛼 ∈ [0, 𝛽].

Завершим начатую серию утверждений наиболее общим фактом подобного рода. Для
этого потребуется напомнить понятие 𝜌-шага положительной последовательности

ℎ𝜌(Λ) ≡ lim
𝑛→∞

(︀
𝜆𝜌
𝑛+1 − 𝜆𝜌

𝑛

)︀
и учесть неравенство ∆𝜌(Λ)ℎ𝜌(Λ) 6 1.
Пусть, по-прежнему, 𝜌 ∈ (0, 1), и известны как плотностные характеристики (1.6) по-

следовательности положительных чисел Λ, так и ее 𝜌-шаг ℎ𝜌(Λ) = ℎ ∈ [0, 1/𝛽]. Сохраним
обозначение 𝑘 = 𝛼/𝛽 и дополнительно введем новые вспомогательные параметры

𝑠 = 1 − 𝛽ℎ ∈ [0, 1], 𝜈 =
1 − 𝛼ℎ

1 − 𝛽ℎ
=

1 − (1 − 𝑠)𝑘

𝑠
∈ [1, +∞]. (1.8)

В данном случае, сочетая цитированный результат Б.Н. Хабибуллина с точной оценкой
из работ О.В. Шерстюковой (см. [5], [6]), а именно,

𝜎(Λ, 𝜌) > 𝛽 𝐶(𝑘, 𝑠, 𝜌),

где

𝐶(𝑘, 𝑠, 𝜌) ≡ 𝜋 𝑘

sin 𝜋𝜌
+ sup

𝑎>0

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎∫︁

𝑎 𝑘1/𝜌

𝑎−𝜌 − 𝑘 𝑥−𝜌

𝑥 + 1
𝑑𝑥 +

𝑠

1 − 𝑠

𝑎 𝜈1/𝜌∫︁
𝑎

𝜈 𝑥−𝜌 − 𝑎−𝜌

𝑥 + 1
𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ , (1.9)

приходим к такому утверждению.

Теорема 1.3. Пусть 𝜌 ∈ (0, 1) и 𝐷(𝑘, 𝑠, 𝜌) ≡ 𝐶(𝑘, 𝑠, 𝜌)/𝐵(𝜌) с величинами 𝐵(𝜌),
𝐶(𝑘, 𝑠, 𝜌), определенными в соотношениях (1.4), (1.9) соответственно. Тогда справед-

лива оценка

𝜎*(Λ, 𝜌) > 𝛽 𝐷(𝑘, 𝑠, 𝜌),

действующая для любой последовательности положительных чисел Λ с фиксированны-

ми значениями верхней и нижней 𝜌-плотностей ∆𝜌(Λ) = 𝛽 > 0 и ∆𝜌(Λ) = 𝛼 ∈ [0, 𝛽],
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а также 𝜌-шага ℎ𝜌(Λ) = ℎ ∈ [0, 1/𝛽]. Здесь 𝑘 = 𝛼/𝛽, а параметры 𝑠 и 𝜈 определяются

по формуле (1.8).

За дополнительными подробностями, связанными с интерпретацией величины (1.9)
в «предельных» случаях 𝑠 = 0 и 𝑠 = 1, мы отсылаем к [6].

2. Дополнительные комментарии

Теоремы 1.1–1.3, очевидно, сохранят силу, если требование положительности Λ заменить
более общим: Λ расположена на одном луче. Кроме того, результаты подобного характера
можно получать как для 𝜌 > 1, так и для других ситуаций локализации последователь-
ности Λ (например — в угле), причем в терминах не только обычных, но и усредненных
плотностей последовательности. Так, привлекая один из результатов работы [7], получим
для 𝜌 ∈ (0, 1) и Λ ⊂ R+ оценку

𝜎(Λ, 𝜌) > 𝛽* 𝜌 𝑒𝐶(𝜌).

Множитель 𝐶(𝜌) тот же, что и в (1.5), а 𝛽* — значение усредненной верхней 𝜌-плотности
последовательности Λ, т. е.

∆
*
𝜌 (Λ) ≡ lim

𝑟→+∞

1

𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛Λ(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 = 𝛽*,

где 𝑛Λ(𝑡) — считающая функция Λ (количество элементов 𝜆𝑛, попавших в промежуток
(0, 𝑡]).
Это открывает новые возможности по применению оценки (1.1), в том числе — к из-

вестной задаче о радиусе круга полноты системы экспонент с показателями, расположен-
ными на заданном множестве. Теоретическая основа для подобных приложений заложена
в большом цикле работ (см., например, [7]–[9]).
Напомним еще, что для любого целого 𝜌 > 0 возможна ситуация, когда 𝜎(Λ, 𝜌) = +∞,

но при этом величина 𝜎*(Λ, 𝜌) конечна. Как указано в [2, § 2], последние соотношения

выполнены для последовательности Λ положительных чисел 𝜆𝑛 =
(︀
𝑛/∆

)︀1/𝜌
, где 𝑛 ∈ N,

с произвольными параметрами ∆ > 0, 𝜌 ∈ N. В этом примере последовательность Λ
измерима, т.е. имеет обычную 𝜌-плотность

∆𝜌(Λ) ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝜆𝜌
𝑛

= ∆,

а ее усредненная 𝜌-плотность, как несложно проверить, равна

∆ *
𝜌 (Λ) ≡ lim

𝑟→+∞

1

𝑟𝜌

𝑟∫︁
0

𝑛Λ(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 =

∆𝜌(Λ)

𝜌
=

∆

𝜌
.

С другой стороны, для любого нецелого 𝜌 > 0 и измеримой (при данном показателе 𝜌)
положительной последовательности Λ c 𝜌-плотностью ∆ (усредненной 𝜌-плотностью ∆*)
справедливо равенство

𝜎(Λ, 𝜌) =
𝜋∆

| sin 𝜋𝜌|
=

𝜋𝜌∆*

| sin 𝜋𝜌|
.

Именно по такой формуле однозначно вычисляется тип канонического произведения (1.3)
как функции вполне регулярного роста нецелого порядка 𝜌. Но даже в такой «правильной»
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ситуации мы не можем точно выразить через 𝜌-плотность ∆ (усредненную 𝜌-плотность ∆*)
величину 𝜎*(Λ, 𝜌), заключенную согласно (1.1), (1.2) в границах

𝜋𝜌∆*

(1 + 𝐼𝜌) | sin 𝜋𝜌|
≡ 𝜋∆

(1 + 𝐼𝜌) | sin 𝜋𝜌|
6 𝜎*(Λ, 𝜌) 6

𝜋∆

| sin 𝜋𝜌|
≡ 𝜋𝜌∆*

| sin 𝜋𝜌|
.

При 𝜌 ∈ (0, 1) эти границы принимают вид

𝜋𝜌∆*

𝐵(𝜌) sin 𝜋𝜌
≡ 𝜋∆

𝐵(𝜌) sin 𝜋𝜌
6 𝜎*(Λ, 𝜌) 6

𝜋∆

sin 𝜋𝜌
≡ 𝜋𝜌∆*

sin 𝜋𝜌

с коэффициентом 𝐵(𝜌) из формулы (1.4).
Обсудим, наконец, коротко одну ситуацию, когда

𝜎(Λ, 𝜌) = 𝜎*(Λ, 𝜌), (2.1)

т. е. когда левая часть (1.1) превращается в равенство. Для любого 𝜌 > 0 соотношение (2.1)
будет выполнено, если Λ есть последовательность нулей целой функции вполне регуляр-
ного роста при порядке 𝜌 с постоянным индикатором (см. доказательство предложения 2
в работе [2]). Такая последовательность заведомо не может располагаться на одном луче.
Однако, как показано недавно одним из авторов (работа готовится к печати), имеется об-
щий подход к построению порождающей функции, нулевое множество которой образует
последовательность Λ со свойством (2.1). Пусть целая функция

𝑓(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 𝜆
𝑛, 𝜆 ∈ C,

обладает измеримой (при показателе 𝜌 > 0) последовательностью нулей Λ = (𝜆𝑛)𝑛∈N
и логарифмически выпуклой последовательностью модулей тейлоровских коэффициен-
тов (|𝑓𝑛|)𝑛∈N, причем

𝑛
√︀

|𝑓𝑛 𝜆1 𝜆2 . . . 𝜆𝑛| → 1, 𝑛 → ∞.

Тогда 𝑓 является функцией вполне регулярного роста при порядке 𝜌 с индикатором, тож-
дественно равным 𝜎(Λ, 𝜌), что и обеспечивает выполнение равенства (2.1). Подобные функ-
ции играют заметную роль в теории и приложениях (см. по этому поводу недавний об-
зор [8, раздел 2] и указанные там библиографические ссылки).
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