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ПРОСТЫЕ ВОЛНЫ КОНИЧЕСКИХ ДВИЖЕНИЙ

С.В. ХАБИРОВ, Т.Ф. МУКМИНОВ

Аннотация. Модели сплошной среды газодинамического типа допускают 11-мерную
алгебру Ли группы Галилея, расширенную равномерным растяжением всех независи-
мых переменных. Объектом исследования является построение подмоделей цепочки
вложенных подалгебр размерностей от 1 до 4, описывающие конические движения
газа. Для выбранной цепочки найдены согласованные инварианты в цилиндрической
системе координат. На их основе получены представления инвариантного решения для
каждой подмодели из цепочки. Подстановкой их в систему уравнений газовой дина-
мики получены вложенные инвариантные подмодели рангов от 0 до 3. Доказано, что
решения подмодели, построенной по подалгебре большей размерности, будут решени-
ями подмоделей, построенных по подалгебрам меньших размерностей.
Из выбранной цепочки рассмотрена 4-х мерная подалгебра, производящая нерегу-

лярные частично инвариантные решения ранга 1 дефекта 1 в цилиндрических ко-
ординатах. В газовой динамике такие решения называются простыми волнами. Изу-
чена совместность соответствующей подмодели с помощью системы альтернативных
предположений, получаемых из уравнений подмодели. Получены решения, зависящие
от произвольных функций, а также частные решения, которые могут быть инвари-
антными относительно подалгебр, вложенных в рассматриваемую подалгебру, но не
обязательно из рассматриваемой цепочки.
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1. Введение

Уравнения механики сплошной среды в эйлеровых переменных должны допускать груп-
пу Галилея, в частности уравнения газовой динамики допускают 11-мерную алгебру Ли
𝐿11 [1], базис которой в декартовой системе координат состоит из следующих операторов:
1) переносов по пространству

𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋2 = 𝜕𝑦, 𝑋3 = 𝜕𝑧,

2) галилеевых переносов

𝑋4 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑋5 = 𝑡𝜕𝑦 + 𝜕𝑣, 𝑋6 = 𝑡𝜕𝑧 + 𝜕𝑤,

3) вращений

𝑋7 = 𝑦𝜕𝑧 − 𝑧𝜕𝑦 + 𝑣𝜕𝑤 − 𝑤𝜕𝑣,

𝑋8 = 𝑧𝜕𝑥 − 𝑥𝜕𝑧 + 𝑤𝜕𝑢 − 𝑢𝜕𝑤,

𝑋9 = 𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑣 − 𝑣𝜕𝑢,

4) переноса по времени
𝑋10 = 𝜕𝑡,
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5) равномерного растяжения

𝑋11 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 + 𝑧𝜕𝑧.

Подалгебра алгебры 𝐿11 — это линейное подпространство, замкнутое относительно ком-
мутатора

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿11 ⇒ [𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋 ∈ 𝐿11.

С точностью до внутренних автоморфизмов подалгебры различных размерностей при-
ведены в [2], [7]. Оптимальная система – это классы подобных подалгебр. Параметры
класса являются инвариантами внутренних автоморфизмов.
В таблице оптимальной системы введены следующие обозначения. Подалгебры нумеру-

ются в виде 𝑘.𝑛, где 𝑘 — размерность подалгебры, 𝑛 — порядковый номер подалгебры в
данной размерности.
Рассмотрим цепочку вложенных подалгебр из оптимальной системы [3]:

1.6 ⊂ 2.5 ⊂ 3.2 ⊂ 4.3,

где подалгебры заданы базисами из операторов дифференцирования

1.6 = {𝑋7 +𝑋10} ,
2.5 = {𝑋7, 𝑋10} ,
3.2 = {𝑋7, 𝑋10, 𝑋11} ,
4.3 = {𝑋1, 𝑋7, 𝑋10, 𝑋11},

которые допускаются уравнениями газовой динамики. В классе подалгебр 4.3 параметры
равны нулю. Выберем согласованные инварианты этой цепочки. Инварианты подалгеб-
ры меньшей размерности должны содержать инварианты подалгебры большей размерно-
сти [4].
Для каждой подалгебры, допускаемой дифференциальными уравнениями, можно по-

лучить множество точных решений, которые образуют подмодель. Классификацией под-
моделей занимается симметрийный (групповой) анализ [5]. Наиболее развит групповой
анализ для модели идеальной газовой динамики [6]. Найдена допускаемая алгебра Ли 𝐿11,
изучена структура алгебры (оптимальная система подалгебр). Построены инвариантные
подмодели [7], [8], [2], регулярные частично инвариантные подмодели [9]. Симметрийный
анализ сделан для некоторых подмоделей, например [10]–[12]. Для некоторых групповых
решений изучено движение частиц газа [13]–[15]. Слабо изучены нерегулярные частично
инвариантные решения [16], [17] и дифференциально инвариантные решения [18].
Уравнения газовой динамики имеют 4 независимые переменные: 𝑡 – время, 𝑥⃗ ∈ 𝑅3

и 5 функций 𝑢⃗ – скорость, 𝑝 – давление, 𝜌 – плотность всего 9 переменных. Другие термо-
динамические параметры, 𝑆 – энтропия, 𝑇 – температура, 𝜀 – внутренняя энергия, опреде-
ляются из уравнения состояния и термодинамического тождества [2], [20]. У подалгебры
размерности 𝑘 будет 9 − 𝑘 точечных инвариантов. Выбирают 𝑟, 0 6 𝑟 < 4, инвариантов
в качестве новых независимых переменных (ранг подмодели). Если есть инварианты, за-
висящие только от исходных независимых переменных, то они должны входить в число
новых независимых переменных. Остальные инварианты назначают новыми функциями
от выбранных инвариантов. Из полученных равенств находят некоторое число функций.
Функции, которые не определяются из равенств, являются функциями первоначально об-
щего вида, т.е. зависят от 𝑡, 𝑥⃗. Число таких функций называется дефектом подмодели.
Таким образом, получим представление решения, которое подставляем в уравнения га-

зовой динамики в удобной системе координат. Доказано, что после исключения функций
общего вида получится система уравнений только для новых функций [1], [5]. Если для
цепочки подалгебр выбраны согласованные инварианты, то полученные с их помощью
подмодели будут вложены друг в друга. Это значит, что всякое решение подмодели с
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меньшим числом независимых переменных будет точным решением подмодели с большим
числом независимых переменных для подмоделей одного дефекта. Общая теория рассмот-
рена в [4].
Инвариантная подмодель 4-мерной подалгебры будет иметь только тривиальные ре-

шения. Нетривиальные решения являются нерегулярными частично-инвариантными. За-
дачей работы является выяснить, возможна ли редукция подмодели ранга 1 дефек-
та 1 4-мерной подалгебры к инвариантным подмоделям и классифицировать найденные
частично-инвариантные решения этой подалгебры.

2. Построение инвариантных подмоделей

2.1. Переход к цилиндрической системе координат. Уравнения газовой динамики
определяются законами сохранения импульса, массы и энергии [2], [20]

𝑢⃗𝑡 + (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+ 𝜌−1∇𝑝 = 0,

𝜌𝑡 + 𝑢⃗ · ∇𝜌+ 𝜌∇ · 𝑢⃗ = 0,

𝜀𝑡 + 𝑢⃗ · ∇𝜀+ 𝑝𝜌−1∇ · 𝑢⃗ = 0.

(2.1)

Из термодинамического тождества 𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝜀+𝑝𝑑𝜌−1 следует 𝜀 = 𝜀(𝑆, 𝜌), 𝑇 = 𝜀𝑆, 𝑝 = 𝜌−2𝜀𝜌
и вместо последнего уравнения системы (2.1) можно взять уравнение

𝑆𝑡 + 𝑢⃗ · ∇𝑆 = 0.

Замыкает систему уравнение состояния 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆) = 𝜌−2𝜀𝜌. Здесь 𝑝 – давление,
𝜌 – плотность, 𝜀 – внутренняя энергия, 𝑆 – энтропия, 𝑇 – температура.
Так как среди операторов цепочки подалгебр есть оператор вращения вокруг одной оси,

удобно вычисление подмоделей цепочки подалгебр проводить в цилиндрических коорди-
натах:

𝑦 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑢 = 𝑈,

𝑣 = 𝑉 cos 𝜃 −𝑊 sin 𝜃, 𝑤 = 𝑉 sin 𝜃 +𝑊 cos 𝜃,

операторы цепочки подалгебр

𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋4 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑈 , 𝑋7 = 𝜕𝜃,

𝑋10 = 𝜕𝑡, 𝑋11 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑟𝜕𝑟.

Система (2.1) в цилиндрических координатах принимает вид

𝐷𝑈 + 𝜌−1𝑝𝑥 = 0,

𝐷𝑉 + 𝜌−1𝑝𝑟 = 𝑟−1𝑊 2,

𝐷𝑊 + 𝜌−1𝑟−1𝑝𝜃 = −𝑟−1𝑉𝑊,

𝐷𝜌+ 𝜌
[︀
𝑈𝑥 + 𝑉𝑟 + 𝑟−1(𝑉 +𝑊𝜃)

]︀
= 0,

𝐷𝑆 = 𝑆𝑡 + 𝑈𝑆𝑥 + 𝑉 𝑆𝑟 +𝑊𝑟−1𝑆𝜃 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(2.2)

2.2. Согласованные инварианты. Получим согласованные инварианты рассматри-
ваемой цепочки, то есть функционально независимые инварианты подалгебры меньшей
размерности должны содержать инварианты подалгебры большей размерности.
Инварианты подалгебры

{𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋7 = 𝜕𝜃, 𝑋10 = 𝜕𝑡, 𝑋11 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑟𝜕𝑟}
вычисляются из системы уравнений 𝑋𝑖𝐼 = 0. Видно, что 𝐼 не зависит от 𝑥, 𝜃, 𝑡, 𝑟 и неза-
висимые инварианты: 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌.
Для подалгебры {𝑋7, 𝑋10, 𝑋11} инварианты не зависят от 𝜃, 𝑡. Инвариант для 𝑋11 равен

𝑥𝑟−1 = Φ. Остальные инварианты: 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌.
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Для {𝑋7, 𝑋10} инварианты не зависят от 𝜃 и 𝑡. Согласованные инварианты таковы:
𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌.
Для {𝑋7 +𝑋10} согласованные инварианты имеют вид: 𝜏 = 𝜃 − 𝑡, 𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌.
Таким образом, получена цепочка согласованных инвариантов:

{𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌} ⊂ {Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌}
⊂ {𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌} ⊂ {𝜏, 𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌}.

2.3. Вложенные инвариантные подмодели. Для каждой подалгебры из выбран-
ной цепочки построим инвариантную подмодель. Из инвариантов подалгебры 1.6
𝜏, 𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌 первые 3 выражены через исходные независимые переменные, поэто-
му их нужно взять за новые независимые переменные. Остальные инварианты назначим
функциями от 𝜏, 𝑟, Φ

𝑈 = 𝑈(𝜏, 𝑟, Φ), 𝑉 = 𝑉 (𝜏, 𝑟, Φ), 𝑊 = 𝑊 (𝜏, 𝑟, Φ), 𝑝 = 𝑝(𝜏, 𝑟, Φ), 𝜌 = 𝜌(𝜏, 𝑟, Φ).

Сделаем замену переменных 𝑡, 𝜏, 𝑟, Φ в операторе

𝐷 = 𝜕𝑡 +
(︀
𝑊𝑟−1 − 1

)︀
𝜕𝜏 + 𝑉 𝜕𝑟 + 𝑟−1(𝑈 − 𝑉 Φ)𝜕Φ.

Система (2.2) содержит только инварианты подалгебры 1.6

𝐷𝑈 + (𝑟𝜌)−1𝑝Φ = 0,

𝐷𝑉 + 𝜌−1
(︀
𝑝𝑟 − Φ𝑟−1𝑝Φ

)︀
= 𝑟−1𝑊 2,

𝐷𝑊 + (𝑟𝜌)−1𝑝𝜏 = −𝑟−1𝑉𝑊,

𝐷𝜌+ 𝜌
[︀
𝑉𝑟 + 𝑟−1(𝑈Φ − Φ𝑉Φ + 𝑉 +𝑊𝜏 )

]︀
= 0,

𝐷𝑆 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(2.3)

Построена инвариантная подмодель ранга 3.
Перейдем к подалгебре 2.5. Найденные инварианты 𝑟, Φ, 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌 задают представ-

ление инвариантного решения

𝑈 = 𝑈(𝑟, Φ), 𝑉 = 𝑉 (𝑟, Φ), 𝑊 = 𝑊 (𝑟, Φ), 𝑝 = 𝑝(𝑟, Φ), 𝜌 = 𝜌(𝑟, Φ).

Исходная система (2.2) примет вид

𝐷𝑈 + (𝑟𝜌)−1𝑝Φ = 0,

𝐷𝑉 + 𝜌−1
(︀
𝑝𝑟 − Φ𝑟−1𝑝Φ

)︀
= 𝑟−1𝑊 2,

𝐷𝑊 = −𝑟−1𝑉𝑊,

𝐷𝜌+ 𝜌
[︀
𝑉𝑟 + 𝑟−1(𝑈Φ − Φ𝑉Φ + 𝑉 )

]︀
= 0,

𝐷𝑆 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(2.4)

Получена инвариантная подмодель ранга 2 подалгебры 2.5. Легко заметить, что подмодель
могла быть построена по подмодели (2.3) подалгебры 1.6. Достаточно принять функции
𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝 и 𝜌, независимыми от 𝜏 . Это следует из того, что были выбраны согласован-
ные инварианты. Решения подмодели (2.4) подалгебры 2.5 будут частными решениями
подмодели (2.3) подалгебры 1.6.
Аналогично строится инвариантная подмодель подалгебры 3.2. Среди инвариантов

лишь один зависит от исходных независимых переменных, поэтому инвариантная под-
модель будет иметь ранг 1. Представление инвариантного решения

𝑈 = 𝑈(Φ), 𝑉 = 𝑉 (Φ), 𝑊 = 𝑊 (Φ), 𝑝 = 𝑝(Φ), 𝜌 = 𝜌(Φ)
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подставим в (2.2). Получим следующую систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений

𝐷1𝑈 + 𝜌−1𝑝Φ = 0,

𝐷1𝑉 − Φ𝜌−1𝑝Φ = 𝑊 2,

𝐷1𝑊 = −𝑉𝑊,
𝐷1𝜌+ 𝜌(𝑈Φ − Φ𝑉Φ + 𝑉 ) = 0,

𝐷1𝑆 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆),

(2.5)

где 𝐷1 = (𝑈 − Φ𝑉 )𝜕Φ.
Все функции зависят только от Φ. Подмодель из обыкновенных дифференциальных

уравнений при 𝑈 ̸= Φ𝑉 имеет интегралы

𝐴𝜌(𝑈 − Φ𝑉 ) = 𝑊 2,

𝑈2 + 𝑉 2 +𝑊 2 + 2

∫︁
𝜌−1𝑑𝑝 = 𝐵2,

𝑆 = 𝑆0,

где 𝐴, 𝐵 и 𝑆0 — постоянные, и сводится к системе конических движений [2].

Φ𝑈 ′ + 𝑉 ′ = 𝜎𝐴𝜌,[︀
(𝑈 − Φ𝑉 )2 − 𝑓𝜌

]︀
𝑈 ′ + Φ𝑓𝜌𝑉

′ = 𝑉 𝑓𝜌,

где 𝜎 = sign(𝑈 − Φ𝑉 ).
При 𝑈 = Φ𝑉 из уравнений системы (2.5) следует

𝑝 = 𝑝0, 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0, 𝑝0 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

Решения полученной подмодели будут частными решениями подмодели (2.4).
Подалгебра 4.3 не имеет инварианта, зависящего от исходных независимых перемен-

ных, поэтому представление инвариантного решения являются постоянные 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑝, 𝜌.
Из (2.2) получим

𝑊 2 = 0, 𝑉 𝑊 = 0, 𝜌𝑉 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

Инвариантные решения 𝑈 = 𝑈0, 𝑉 = 𝑊 = 0, 𝜌 = 𝜌0 ̸= 0, 𝑝 = 𝑝0 = 𝑓(𝜌0, 𝑆0), 𝑆 = 𝑆0 ранга 0
являются тривиальными решениями системы (2.5).

3. Подмодель ранга 1 дефекта 1 и классификация решений

В работе [19] для всех 48 типов 4-мерных подалгебр вычислены базисы точечных ин-
вариантов и рассмотрены примеры простейших частично инвариантных решений ранга 1
дефекта 1. Подалгебра 4.3 там не рассматривалась. Особенность данной работы состоит
в том, что при вычислении инвариантов для рассматриваемой подалгебры используется
цепочка вложенных подалгебр меньшей размерности с целью выявления редукций к ин-
вариантным подмоделям цепочки.
Поэтому в представлении решения

𝑈 = 𝑈(𝛼), 𝑉 = 𝑉 (𝛼), 𝑊 = 𝑊 (𝛼), 𝑝 = 𝑝(𝛼), 𝜌 = 𝜌(𝛼), 𝑆 = 𝑆(𝛼),

𝛼 = 𝛼(𝑡, 𝑟, Φ, 𝜏), Φ = 𝑥𝑟−1, 𝜏 = 𝜃 − 𝑡

используется базис инвариантов, отличный от базиса из работы [19]. Такие нерегуляр-
ные частично инвариантные решения называются в газовой динамике простыми волнами.
В качестве 𝛼 можно взять любую не постоянную газодинамическую функцию.
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Подстановка представления в (2.2) приводит к переопределенной системе уравнений

𝑟𝑈 ′𝐷𝛼 + 𝜌−1𝑝′𝛼Φ = 0,

𝑟𝑉 ′𝐷𝛼 + 𝜌−1𝑝′ (𝑟𝛼𝑟 − Φ𝛼Φ) = 𝑊 2,

𝑟𝑊 ′𝐷𝛼 + 𝜌−1𝑝′𝛼𝜏 = −𝑉𝑊,
𝑟𝜌−1𝜌′𝐷𝛼 + (𝑈 ′ − 𝑉 ′Φ)𝛼Φ + 𝑉 ′𝑟𝛼𝑟 + 𝑉 +𝑊 ′𝛼𝜏 = 0,

𝑆 ′𝐷𝛼 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(3.1)

где 𝑟𝐷 = 𝑟𝜕𝑡 + (𝑊 − 𝑟)𝜕𝜏 + 𝑉 𝑟𝜕𝑟 + (𝑈 − 𝑉 Φ)𝜕Φ.
Будем классифицировать решения с помощью альтернативных предположений, обра-

зующих бинарное дерево. Перед номером каждого предположения будем ставить номера
предшествующих ему предположений, разделенных точками. В этом состоит оригиналь-
ность метода исследования совместности переопределенной системы. Пятое уравнение си-
стемы (3.1) дает два случая.
1. 𝐷𝛼 = 0. Система (3.1) примет вид

𝑝′𝛼Φ = 0,

𝑝′ (𝑟𝛼𝑟 − Φ𝛼Φ) = 𝜌𝑊 2,

𝑝′𝛼𝜏 = −𝜌𝑉𝑊,
(𝑈 ′ − 𝑉 ′Φ)𝛼Φ + 𝑉 ′𝑟𝛼𝑟 + 𝑉 +𝑊 ′𝛼𝜏 = 0.

(3.2)

Первое уравнение системы (3.2) дает следующее альтернативное предположение.
1.1 𝑝′ ̸= 0. В качестве 𝛼 можно взять функцию 𝑝. Тогда можно представить остальные

неизвестные в виде функций от 𝑝 и система (3.2) примет вид

𝑝Φ = 0, 𝑟𝑝𝑟 = 𝜌𝑊 2, 𝑝𝜏 = −𝜌𝑉𝑊 = 𝑝𝑡,

𝜌𝑊 (𝑉 ′𝑊 −𝑊 ′𝑉 ) + 𝑉 = 0.
(3.3)

Величина 𝑊 ̸= 0 иначе 𝑝 = const. Из (3.3) следует решение

𝑉 = 0,

∫︁
𝜌−1𝑊−2𝑑𝑝 = ln 𝑟 + 𝐶, 𝑝 = 𝑓(𝜌(𝑝), 𝑆(𝑝)),

зависящее от трех произвольных функций 𝑈(𝑝), 𝑊 (𝑝), 𝜌(𝑝) и одной постоянной 𝐶. Это
решение удовлетворяет системе (2.4). Произошла редукция к инвариантному решению.
1.2 𝑝′ = 0 ⇒ 𝑝 = 𝑝0. Из второго уравнения системы (3.2) следует 𝑊 = 0. Составим

новую систему из четвертого уравнения (3.2) и выражения 𝐷𝛼 = 0

(𝑈 ′ − 𝑉 ′Φ)𝛼Φ + 𝑉 ′𝑟𝛼𝑟 + 𝑉 = 0,

𝛼𝑡 − 𝛼𝜏 + 𝑉 𝛼𝑟 + 𝑟−1(𝑈 − 𝑉 Φ)𝛼Φ = 0.
(3.4)

Если 𝑉 – постоянная, то из системы (3.4) следует 𝑉 = 0,

𝑈 ′𝛼Φ = 0, 𝛼𝑡 − 𝛼𝜏 + 𝑟−1𝑈𝛼Φ = 0

и получаем два решения. Первое решение 𝑉 = 𝑊 = 0, 𝑝 = 𝑝0 = 𝑓(𝜌, 𝑆) при 𝛼Φ = 0 с тре-
мя произвольными функциями 𝑈(𝛼), 𝑆(𝛼), 𝛼(𝜃, 𝑟) инвариантно относительно подалгебры
{𝑋1, 𝑋10} из другой цепочки подалгебр. Второе решение 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0, 𝑝 = 𝑝0 = 𝑓(𝜌, 𝑆)
с двумя произвольными функциями 𝑆(𝛼), 𝛼(𝜃,Φ, 𝑟) инвариантно относительно подалгеб-
ры 𝑋10 из другой цепочки подалгебр.
Если 𝑉 ′ ̸= 0, то можно считать 𝛼 = 𝑉 и из (3.4) следует

(𝑈 ′(𝑉 ) − Φ)𝑉Φ + 𝑟𝑉𝑟 + 𝑉 = 0, 𝑉𝑡 − 𝑉𝜏 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑟−1(𝑈(𝑉 ) − 𝑉 Φ)𝑉Φ = 0.

Общее решение второго уравнения имеет вид

𝑟(𝑈(𝑉 ) − 𝑉 Φ) = 𝐹 (𝜃, 𝑟1, 𝑉 ), 𝑟1 = 𝑟 − 𝑡𝑉, 𝜃 = 𝑡+ 𝜏.
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Продифференцируем полученное равенство по Φ и 𝑟, подставим производные функ-
ции 𝑉 в первое уравнение

𝑟1(2𝑉 𝑈
′ − 2𝑈 + 𝐹𝑟1) + 𝐹 − 𝑉 𝐹𝑉 + 2𝑡𝑉 (𝑉 𝑈 ′ − 𝑈 + 𝐹𝑟1) = 0.

В этом равенстве переменная 𝑡 свободная. Приравнивая нулю коэффициенты (расщепле-
ние по 𝑡), получим

𝐹𝑟1 = 𝑈 − 𝑉 𝑈 ′, 𝑉 𝐹𝑉 = 𝐹 + 𝑟1(𝑉 𝑈
′ − 𝑈).

Из первого равенства получим представление для 𝐹 = 𝑟1(𝑈−𝑉 𝑈 ′)+𝐺(𝑉, 𝜃). Подставляем
во второе уравнение и расщепляем по 𝑟1

𝑉 (𝐺𝑉 − 𝑟1𝑉 𝑈
′′) = 𝐺 ⇒ 𝑈 ′′ = 0, 𝑉 𝐺𝑉 = 𝐺 ⇒ 𝑈 = 𝐶𝑉 + 𝐶1, 𝐺 = 𝑉 𝐻(𝜃).

Полученные выражения подставим в общее решение второго уравнения

𝑟(𝐶 − Φ) − 𝐶1𝑡 = 𝐻(𝜃).

Это равенство между независимыми переменными, противоречие.

4. Решения с постоянной энтропией

Рассмотрим альтернативу первому случаю.
2. 𝐷𝛼 ̸= 0 ⇒ 𝑆 ′ = 0, 𝑆 = 𝑆0. В системе (3.1) последнее уравнение выполняется и

𝑝 = 𝑓(𝜌).
2.1 𝑝′ ̸= 0. В качестве 𝛼 возьмем 𝑝. Из трех первых уравнений (3.1) найдем производные

функции 𝑝
𝑝Φ = −𝑈 ′𝜌𝑟𝐷𝑝,

𝑟𝑝𝑟 = 𝜌
[︀
𝑊 2 − 𝑟𝐷𝑝(𝑈 ′Φ + 𝑉 ′)

]︀
,

𝑝𝜏 = −𝜌(𝑉𝑊 +𝑊 ′𝑟𝐷𝑝).

(4.1)

Подставим полученные выражения в четвертое уравнение (3.1)

𝑟𝐷𝑝
(︀
(𝜌−1)′ + 𝑈 ′2 + 𝑉 ′2 +𝑊 ′2)︀ = 𝜌−1𝑉 +𝑊 (𝑉 ′𝑊 − 𝑉𝑊 ′). (4.2)

2.1.1 𝜌′ ̸= 𝜌2 (𝑈 ′2 + 𝑉 ′2 +𝑊 ′2) ⇒ 𝜌𝑊 (𝑉 ′𝑊 − 𝑉𝑊 ′) + 𝑉 ̸= 0. Из (4.2) находим
𝑟𝐷𝑝 = 𝑇 (𝑝) ̸= 0, из (4.1) и (4.2) получим выражения для всех производных функции 𝑝

𝑝Φ = −𝜌𝑈 ′𝑇,

𝑟𝑝𝑟 = 𝜌
[︀
𝑊 2 − 𝑇 (𝑈 ′Φ + 𝑉 ′)

]︀
,

𝑝𝜏 = −𝜌(𝑉𝑊 +𝑊 ′𝑇 ),

𝑟𝑝𝑡 = −𝑟𝜌(𝑉𝑊 +𝑊 ′𝑇 ) + 𝑇 + 𝑇𝜌𝑢⃗ · 𝑢⃗′,
где 𝑢⃗ = (𝑈, 𝑉,𝑊 ). Вычисляя смешанные производные второго порядка, получим шесть
уравнений

(𝑇𝑈 ′)′(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′) = 𝑇𝑈 ′(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′)′, (4.3)

(𝑇𝑈 ′)′(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′) = 𝑇𝑈 ′[𝜌−1 + (𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′)′], (4.4)

(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′)′(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′) = (𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′)(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′)′, (4.5)

𝑈 ′′(𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′) = 𝑈 ′(𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′)′, (4.6)

(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′)′𝑇 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′) = (𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′)(𝑇 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′))′, (4.7)

(𝜌−1 + (𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′)′)𝑇 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′) = (𝑇 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′))′(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′). (4.8)

2.1.1.1 𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′ ̸= 0. Тогда из (4.4), (4.5) в силу (4.3) следует 𝑈 ′ = 0 и соотношения
(4.3), (4.4), (4.6) тождественно выполняются, а из (4.5) и (4.7) следуют равенства

𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′ = 𝐶(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′), 𝑇 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′) = 𝐸(𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′),
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где 𝐶, 𝐸 – постоянные, причем 𝑈 обнуляется галилеевым переносом. В силу этих равенств
из (4.8) следует

𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′ = 0, 𝐸 = 0.

Первое уравнение определяет 𝑇 . Второе равенство дает интеграл Бернулли с уравнени-
ем состояния 𝜌 = 𝑔(𝑝)

2𝑖(𝜌) + 𝑞2 = 𝐵2, 𝑞 = |𝑢⃗|, 𝑖 =

∫︁
𝜌−1𝑑𝑝.

Производные функции 𝑝 определяют интеграл

𝐽 = 𝜃 − 𝐶 ln 𝑟, 𝐽(𝑞) =

∫︁
𝑊−1(𝑑𝑉 + 𝐶𝑑𝑊 ).

Подмодель задается интегралом Бернулли и нелинейным уравнением (4.2)

[(𝜌−1)′ + 𝑉 ′2 +𝑊 ′2]𝑊 (𝑊 − 𝐶𝑉 ) = (𝑉 ′ + 𝐶𝑊 ′)(𝑉 𝜌−1 +𝑊 (𝑊𝑉 ′ − 𝑉𝑊 ′)).

2.1.1.2 𝑉𝑊 + 𝑇𝑊 ′ = 0. Равенства (4.3), (4.5), (4.7) выполняются тождественно. Если
𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′ = 0, то из (4.4) и (4.8) получим 𝑈 ′ = 0, 𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′ = 0. Умножая на 𝑇 ,
придем к противоречивому равенству 𝜌−1 = 0. Значит, 𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′ ̸= 0 и из (4.4) следует
𝑇𝑈 ′ = 𝐶(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′). Производные функции 𝑝 принимают вид

𝑝Φ = −𝐶𝜌(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′), 𝑝𝜏 = 0, 𝑟𝑝𝑟 = 𝜌(𝑊 2 − 𝑇𝑉 ′)(1 − 𝐶Φ).

Для вспомогательной функции 𝐽 =
∫︀
𝜌−1(𝑊 2 +𝑇𝑉 ′)𝑑𝑝 ее производные вычисляются в си-

лу (4.8)
𝐽Φ = −𝐶, 𝑟𝐽𝑟 = 1 − 𝐶Φ ⇒ 𝐶 = 0, 𝑈 = 0, 𝑟𝐽𝑡 = 𝐺𝑒𝐽 .

Отсюда получаем 𝐽 = ln(𝑟|𝑡|−1) с точностью до постоянного слагаемого. Если знать зави-
симость 𝐽(𝑝), то определяется зависимость 𝑝(𝑟|𝑡|−1). Исключив 𝑇 из (4.8) и (4.2), получим
подмодель для нахождения 𝑉 (𝑝), 𝑊 (𝑝) по заданному уравнению состояния 𝜌(𝑝). Если
𝑊 ̸= 0, то подмодель задается уравнениями

𝑊 ′

𝑊
=
𝑉 ′

𝑉
𝜌𝑢⃗ · 𝑢⃗′ − (𝑢⃗ · 𝑢⃗′)′

1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′
, 𝑢⃗ · 𝑢⃗′ = 𝑉 𝑉 ′ +𝑊𝑊 ′, (𝜌−1)′ + 𝑉𝑊 ′𝜌−1 +𝑊𝑉 ′(𝑢⃗ · 𝑢⃗′) = 0.

Если 𝑊 ′ = 0, то подмодель определяется равенством

(𝜌−1)′ = 𝑉 𝑉 ′′ − (𝑉 ′)2.

2.1.2 (𝜌−1)′ + |𝑢′|2 = 0, 𝑉 𝜌−1 +𝑊 (𝑊𝑉 ′ − 𝑉𝑊 ′) = 0. Система (4.1) принимает вид

𝑈 ′(𝑟𝑝𝑡 + (𝑊 − 𝑟)𝑝𝜏 + 𝑉 𝑟𝑝𝑟) + (𝑈 ′(𝑈 − 𝑉 Φ) + 𝜌−1)𝑝Φ = 0,

𝑉 ′(𝑟𝑝𝑡 + (𝑊 − 𝑟)𝑝𝜏 ) + (𝑉 𝑉 ′ + 𝜌−1)𝑟𝑝𝑟 + (𝑉 ′(𝑈 − 𝑉 Φ) − 𝜌−1Φ)𝑝Φ = 𝑊 2,

𝑊 ′(𝑟𝑝𝑡 + 𝑉 𝑟𝑝𝑟 + (𝑈 − 𝑉 Φ)𝑝Φ) + (𝑊 ′(𝑊 − 𝑟) + 𝜌−1)𝑝𝜏 = −𝑉𝑊.
(4.9)

2.1.2.1 𝑈 ′ = 0 ⇒ 𝑝Φ = 0, 𝑈 = 0, 𝑊 ̸= 0. Из (4.1) следует

𝑢⃗ · 𝑢⃗′𝑟𝑝𝑡 + 𝑉 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′)𝑟𝑝𝑟 + (𝑊 (𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′) − 𝑟𝑢⃗ · 𝑢⃗′)𝑝𝜏 = 0,

𝑊 ′𝑟𝑝𝑟 − 𝑉 ′𝑝𝜏 = 𝜌𝑊𝑢⃗ · 𝑢⃗′.
(4.10)

После замены 𝑉 = 𝑞 cos𝜗, 𝑊 = 𝑞 sin𝜗 равенства принимают вид

𝑞′𝑟𝑝𝑡 + (𝜌−1 + 𝑞𝑞′) cos𝜗𝑟𝑝𝑟 + ((𝜌−1 + 𝑞𝑞′) sin𝜗− 𝑟𝑞′)𝑝𝜏 = 0,

(𝑞′ + 𝑞3𝜗′2𝜌)𝑟𝑝𝑟 − 𝜌𝑞2𝜗′(𝑞′ − 𝑞𝜗′)𝑝𝜏 = 𝜌𝑞2𝑞′,

(𝜌−1)′ + 𝑞′2 + 𝑞2𝜗′2 = 0, 𝜌𝑞2𝜗′ = ctg 𝜗.

Если 𝑞′ = 0, то 𝑞 = 𝑞0 ̸= 0, 𝜗′ ̸= 0, остается одно уравнение для определения функции 𝑝

𝑝𝑟 cos𝜗+ 𝑝𝜏 sin𝜗 = 0 ⇒ 𝑞0𝜏 − 𝑎(𝜌) ln 𝑟 = 𝜒(𝑡, 𝜌),
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где 𝑎 – скорость звука (𝑎2 = 𝑝′(𝜌)). Из остальных равенств определяются

𝑊 = 𝐶𝑞0𝜌, 𝑉 = 𝑞0
√︀

1 − 𝐶2𝜌2

и уравнение состояния

𝑝 = 𝑝0 + 𝑞20

(︂
−𝜌+

1

2𝐶
ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝐶𝜌

1 − 𝐶𝜌

⃒⃒⃒⃒)︂
, 0 < 𝜌 < 𝐶−1.

Если 𝑞′ ̸= 0, то в случае 𝜗 ̸= 𝜋/2 первое уравнение для 𝑝 имеет общий интеграл

ctg(𝜏 + 𝑡) − ln 𝑟 = 𝜙(𝐼, 𝑝), 𝐼 = 𝑟 − 𝑡(𝑞 + (𝑞′𝜌)−1) cos𝜗.

Подстановка производных функции 𝑝, найденных из этого равенства, во второе уравнение
приводит к равенству

(𝑞′ + 𝑞3𝜌𝜗′2)(1 + 𝑟𝜙𝐼) + 𝜌𝑞2𝜗′(𝑞′ − 𝑞𝜗′) ctg 𝜗

+ 𝜌𝑞2𝑞′
[︂
𝜙𝑝 − 𝜙𝐼(𝑟 − 𝐼) ln

⃒⃒
cos𝜗(𝑞 + (𝜌𝑞′)−1)

⃒⃒
+
𝜗′(𝜙+ ln 𝑟)

sin𝜗 cos𝜗

]︂
= 0.

Здесь переменная 𝑟 свободная. Приравнивая нулю коэффициент при ln 𝑟, получим 𝜗′ = 0.
Последнее равенство определяет 𝜗 = 𝜋/2. Противоречие. Значит, при 𝑞′ ̸= 0 должно быть
𝜗 = 𝜋/2 ⇒ 𝑉 = 0. В этом случае уравнения (4.10) принимают вид

𝑟𝑝𝑟 = 𝜌𝑊 2, 𝑊 ′𝑟𝑝𝑡 + (𝜌−1 +𝑊 ′(𝑊 − 𝑟))𝑝𝜏 = 0.

Общий интеграл первого уравнения∫︁
𝜌−1𝑊−2𝑑𝑝 = ln 𝑟 − ln𝜓(𝑡, 𝜏)

подставляем во второе уравнение и расщепляем по переменной 𝑟

𝜓𝑡 − 𝜓𝜏 = 0 ⇒ 𝜓(𝜃),

(𝜌−1 +𝑊𝑊 ′)𝜓′(𝜃) = 0.

Если 𝜓′ = 0, то получаем стационарное радиальное решение∫︁
𝜌−1𝑊−2𝑑𝑝 = ln 𝑟 + 𝐶, 𝜌′ = 𝜌2𝑊 ′2,

инвариантное относительно подалгебры {𝑋1, 𝑋10, 𝑋7} из другой цепочки подалгебр.
Если 𝜓′ ̸= 0, то решение имеет вид

𝑊 = 𝐶(𝑝− 𝑝0) ̸= 0, 𝑝− 𝑝0 = 𝑟−1𝜓(𝜃)

для уравнения состояния 𝑝 = 𝑝0 − 𝐶−2𝜌−1, инвариантное относительно подалгебры
{𝑋1, 𝑋10} из другой цепочки подалгебр.
2.1.2.2 𝑈 ′ ̸= 0. Из системы (4.9) определим производные

𝑟𝑝𝑟 = (𝑉 ′𝑈 ′−1 + Φ)𝑝Φ + 𝜌𝑊 2,

𝑝𝜏 = 𝑊 ′𝑈 ′−1𝑝Φ − 𝜌𝑉𝑊,

𝑟𝑝𝑡 = 𝑈 ′−1(𝑟𝑊 ′ − 𝜌−1 − 𝑢⃗ · 𝑢⃗′)𝑝Φ − 𝑟𝜌𝑉 𝑊.

(4.11)

Для однородного уравнения

𝑉 𝑟𝑝𝑟 +𝑊𝑝𝜏 −
[︀
𝑉 (𝑉 ′𝑈 ′−1 + Φ) +𝑊𝑊 ′𝑈 ′−1

]︀
𝑝Φ = 0

при 𝑉 ̸= 0 запишем общее решение

𝜏 = 𝑊𝑉 −1 ln 𝑟 + 𝜓(𝑡, 𝑝, 𝐼), 𝐼 = 𝑟

(︂
Φ +

𝑉 𝑉 ′ +𝑊𝑊 ′

𝑉 𝑈 ′

)︂
.
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Вычислим производные функции 𝑝 и подставим во второе уравнение системы (4.11)

1 +
𝑊 ′

𝑈 ′ 𝑟𝜓𝐼 + 𝑉𝑊𝜌

[︂(︂
𝑊

𝑉

)︂′

ln 𝑟 + 𝜓𝑝 + 𝑟𝜓𝐼

(︂
𝑉 𝑉 ′ +𝑊𝑊 ′

𝑉 𝑈 ′

)︂′]︂
= 0.

Здесь переменная 𝑟 свободная. Расщепление приводит к соотношению 𝑉 = 𝐶𝑊 и из усло-
вия пункта 2.1.2 следует 𝑉 = 0. Противоречие. Значит, в настоящем пункте 𝑉 = 0. Тогда
выполняются уравнения

𝑟𝑝𝑟 = Φ𝑝Φ + 𝜌𝑊 2,

𝑝𝜏 = 𝑊 ′𝑈 ′−1𝑝Φ,

𝑟𝑝𝑡 = 𝑝Φ𝑈
′−1(𝑟𝑊 ′ − 𝜌−1 − 𝑢⃗ · 𝑢⃗′).

Общее решение второго уравнения

Φ = −𝑊 ′𝑈 ′−1𝜏 + 𝜓(𝑡, 𝑟, 𝑝)

подставляем в два оставшихся уравнения и расщепляем по свободной переменной 𝜏 . По-
лучим уравнение подмодели

𝑊 ′

𝑈 ′ + 𝜌𝑊 2

(︂
𝑊 ′

𝑈 ′

)︂′

= 0

и два уравнения для функции 𝜓

(𝑟𝜓)𝑟 = −𝜌𝑊 2𝜓𝑝, (𝑟𝜓)𝑡 = −𝑟𝑊
′

𝑈 ′ +
𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′

𝑈 ′ .

Совместность этих уравнений приводит к еще одному уравнению подмодели

𝑊

(︂
𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′

𝑈 ′

)︂′

= 0.

Если 𝑊 = 0, то формулы пункта 2.1.2 задают одномерную простую волну

𝑥 = 𝑟Φ = 𝑡(𝑈 + 𝑎) +𝐺(𝑝), 𝜌𝑎𝑈 ′ = 1,

где 𝑎 – скорость звука, 𝐺(𝑝) – произвольная функция.
Если 𝑊 ̸= 0, то с точностью до галилеева переноса выполняется интеграл Бернулли

𝜌−1 + 𝑢⃗ · 𝑢⃗′ = 0, условия пункта (𝜌−1)′ + 𝑈 ′2 +𝑊 ′2 = 0 и уравнение совместности

𝜌−1𝑊−2𝑊 ′ + 𝑈 ′(𝑊 ′𝑈 ′−1)′ = 0.

Из этих соотношений следуют равенства

𝑈𝑈 ′′ +𝑊𝑊 ′′ = 0, 𝑊−1𝑊 ′ + 𝑈 ′−1𝑈 ′′ = 0 ⇒ 𝑊𝑈 ′ = 𝐷 ̸= 0.

Эти уравнения интегрируются в квадратурах

𝐷𝑑𝑝 = 𝑊𝑑𝑈 =
𝑊𝑑𝑊

𝜒(𝑊 )
,

𝑑𝑊

𝑊
=

𝑑𝜒√︀
𝜒2 + 2 ln𝜒+ 𝐸

.

Интеграл Бернулли определяет уравнение состояния. Зависимость газодинамических
функций от независимых переменных задается формулой

Φ + 𝜒(𝑊 )(𝑡+ 𝜏) = 𝑟−1𝜔(𝑟𝜒(𝑊 )),

где 𝜔(𝐼) – произвольная функция.
2.2 𝑝′ = 0. Движение с постоянными термодинамическими параметрами 𝑝 = 𝑝0, 𝑆 = 𝑆0,

𝜌 = 𝜌0. Система (3.1) принимает вид

𝑈 ′ = 0, 𝑟𝑉 ′𝐷𝛼 = 𝑊 2, 𝑟𝑊 ′𝐷𝛼 = −𝑉𝑊 ⇒ 𝑉 𝑉 ′ +𝑊𝑊 ′ = 0,

𝑉 ′(𝑟𝛼𝑟 − Φ𝛼Φ) +𝑊 ′𝛼𝜏 + 𝑉 = 0, 𝑟𝐷 = (𝑊 − 𝑟)𝜕𝜏 + 𝑟𝜕𝑡 + 𝑉 𝑟𝜕𝑟 − Φ𝑉 𝜕Φ.
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Отсюда следует с точностью до галилеевого переноса

𝑈 = 0, 𝑉 = 𝑞0 cos𝜗, 𝑊 = 𝑞0 sin𝜗, 𝜗 ̸= const.

В качестве 𝛼 можно взять 𝜗. Общее решение дифференциальных уравнений задается
неявно

𝜏 + 𝜗+ 𝑞−1
0 𝑟 cos𝜗+ 𝜓(𝐼, 𝑞−1

0 𝑥), 𝐼 = 𝑡− 𝑞−1
0 𝑟 cos𝜗.

Здесь 𝜓 — произвольная функция.
Проделанные вычисления суммируем в виде утверждения.

Теорема 4.1. Классификация частично инвариантных решений ранга 1 дефекта 1

на подалгебре 4.3 с точностью до преобразований из группы с алгеброй 𝐿11 такова.

1. Решения редуцируемые к инвариантным из рассматриваемой цепочки подалгебр из

пункта 1.1.

2. Решения редуцируемые к инвариантным из другой цепочки подалгебр из пунктов 1.2

и 2.1.2.1.

3. Подмодели из нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений из пунктов

2.1.1.1, 2.1.1.2.

4. Простые волны с произвольными функциями из пунктов 2.1.2.2 и 2.2.

5. Заключение

В данной работе рассмотрена цепочка вложенных подалгебр 11-мерной алгебры Ли
для идеальной модели газодинамического типа. Для подалгебр выбраны согласованные
инварианты. На их основе построена цепочка инвариантных подмоделей. Доказано, что
решения подмодели, построенной по подалгебре большей размерности, будут решения-
ми подмоделей, построенных по подалгебрам меньших размерностей из рассматриваемой
цепочки.
Рассмотрена нерегулярная подмодель ранга 1 дефекта 1 4-мерной подалгебры из рас-

сматриваемой цепочки. Найденные частично-инвариантные решения были классифициро-
ваны методом альтернативных предположений. Получены новые решения, которые могут
быть частными решениями инвариантных подмоделей относительно подалгебр, вложен-
ных в рассматриваемую 4-мерную подалгебру и не обязательно из рассмотренной цепочки.
Получены замкнутые подмодели из нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений, а также решения типа простых волн.
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