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О ДИСКРЕТНОМ СПЕКТРЕ ОДНОГО ДВУХЧАСТИЧНОГО

РЕШЕТЧАТОГО ГАМИЛЬТОНИАНА

Ю.Х. ЭШКАБИЛОВ, Д.Ж. КУЛТУРАЕВ

Аннотация. Линейные самосопряженные операторы в модели Фридрихса возника-
ют в различных областях, например, в теории возмущения спектра самосопряженных
операторов, в квантовой теории поля, в теории двухчастичных и трехчастичных дис-
кретных операторов Шредингера, в гидродинамике и т.д. Оператор H в модели Фри-
дрихса представляется суммой двух операторов в гильбертовом пространстве 𝐿2(Ω),
т.е. 𝐻 = 𝐻0 + 𝜀𝐾, 𝜀 > 0, где 𝐻0 – оператор умножения функции, 𝐾 – компакт-
ный интегральный оператор. Для операторов в модели Фридрихса необходимо решить
следующие задачи: 1) при каких условиях дискретный спектр является пустым мно-
жеством? 2) при каких условиях дискретный спектр является непустым множеством?
3) найти условия, достаточные для того, чтобы у оператора в модели Фридрихса дис-
кретный спектр был конечным множеством; 4) найти условия, достаточные для того,
чтобы у оператора в модели Фридрихса дискретный спектр был бесконечным множе-
ством. Известно, что если ядро интегрального оператора в модели вырожденное, то
дискретный спектр соответствующего оператора в модели Фридрихса является конеч-
ным множеством. Следовательно, для того, чтобы у оператора в модели Фридрихса
дискретный спектр был бесконечным множеством необходимо, чтобы интегральный
оператор в модели был невырожденным. В статье рассматриваются линейные огра-
ниченные самосопряженные операторы в модели Фридрихса, у которых интеграль-
ный оператор в модели с невырожденным ядром. Настоящая работа посвящена изу-
чению первого и четвертого вопросов. Получен один признак бесконечности дискрет-
ного спектра операторов в модели Фридрихса. Исследован дискретный спектр одного
двухчастичного дискретного оператора Шредингера 𝑄(𝜀) на решетке Z𝜈 × Z𝜈 (где
𝜈 – мерная целочисленная решетка), в котором преобразование Фурье оператора 𝑄(𝜀)
представляется в виде 𝐻 = 𝐻0+𝜀𝐾, 𝜀 > 0. Показано, что структура дискретного спек-
тра оператора Шредингера 𝑄(𝜀) сильно зависит от размерности 𝜈 решетки. Доказано,
что в случае 𝜈 = 1, 2 при всех 𝜀 > 0 дискретный спектр оператора Шредингера 𝑄(𝜀)
бесконечен, а в случае 𝜈 > 3 при достаточно малых 𝜀 > 0 дискретный спектр оператора
Шредингера 𝑄(𝜀) – пустое множество.
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ный оператор, спектр, существенный спектр, дискретный спектр, невырожденное ядро.
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1. Введение

Изучение спектра является основной задачей в теории операторов Шредингера. Пусть
𝑢(𝑥) – вещественнозначная непрерывная функция на Ω𝜈 = [0, 1]𝜈 , 𝜈 ∈ N. 𝐾 – инте-
гральный оператор в гильбертовом пространстве 𝐿2(Ω𝜈) с ядром 𝑘(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐿2(Ω

2
𝜈), где

𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑘(𝑠, 𝑥). Ряд вопросов квантовой механики и статистической физики (см. [1]–[5])
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приводит к исследованию дискретного спектра оператора 𝐻 в гильбертовом пространстве
𝐿2(Ω𝜈), действующего по формуле

𝐻 = 𝐻0 −𝐾, (1.1)

где

(𝐻0𝑓)(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑓(𝑥), (𝐾𝑓)(𝑥) =

∫︁
Ω𝜈

𝑘(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝜇(𝑠).

Здесь интеграл понимается в смысле Лебега, 𝜇() – мера Лебега на R𝜈 . Из классической
теоремы Вейля о компактном возмущении [6] следует, что существенный спектр 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻)
оператора 𝐻 состоит из множества значений функции 𝑢(𝑥), т.е. 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻) = [𝑢𝑚𝑖𝑛, 𝑢𝑚𝑎𝑥],
где 𝑢𝑚𝑖𝑛 = min

𝑥∈Ω𝜈

𝑢(𝑥), 𝑢𝑚𝑎𝑥 = max
𝑥∈Ω𝜈

𝑢(𝑥).

Оператор вида (1.1) называется оператором в модели Фридрихса. Надо отметить,
что модель Фридрихса применяется в разных областях науки. В 1937 году в работе [7]
К. Фридрихс предложил рассмотреть данную модель в теории возмущений существенных
спектров самосопряженных операторов. Затем К. Фридрихс показал [8], что исследование
одночастичного оператора Шредингера сводится к изучению оператора в модели Фри-
дрихса. В статье [2] при исследовании спектров стохастических операторов, возникающих
в решетчатых моделях газа, использованы свойства операторов в модели Фридрихса. Кро-
ме того, решение задач, связанных с распространением волн и проблемой цунами, приво-
дится к исследованию спектра операторов в модели Фридрихса [9]. Более того, спектраль-
ные свойства самосопряженных операторов в модели Фридрихса широко используются
в исследовании спектров двухчастичных и трехчастичных дискретных операторов Шре-
дингера [5], [10]–[12] и т.д.
Изучению спектра операторов в модели Фридрихса посвящен ряд публикаций (см., на-

пример, [13]–[20] и др.).
Пользуясь принципом минимакса и максимина, доказано [14], что, если ядро интеграль-

ного оператора 𝐾 вырожденное, то дискретный спектр в модели Фридрихса (1.1) явля-
ется конечным. Отсюда следует, что для того, чтобы оператор в модели (1.1) имел бес-
конечный дискретный спектр, необходимо, чтобы ядро интегрального оператора 𝐾 было
невырожденным.
В данной статье рассматривается двухчастичный гамильтониан 𝑄(𝜀), 𝜀 > 0 на решетке

Z𝜈 × Z𝜈 , где Z𝜈 – 𝜈 мерная целочисленная решетка. Преобразование Фурье гамильтони-
ана 𝑄(𝜀) является самосопряженным оператором в модели Фридрихса с невырожденным
ядром. В случае 𝜈 = 1, 2 при всех 𝜀 > 0 доказано существование бесконечного числа отри-
цательных собственных значений гамильтониана 𝑄(𝜀). В случае 𝜈 > 3 доказано, что при
достаточно малых 𝜀 в гамилтониане𝑄(𝜀) отсутствует отрицательное собственное значение.

2. Постановка задачи и вспомогательные утверждения

Пусть ℋ – сепарабельное гильбертово пространство, 𝐴 : ℋ → ℋ линейный ограничен-
ный самосопряженный оператор. Через 𝜎(𝐴), 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐴) и 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(𝐴) обозначим, соответственно,
спектр, существенный спектр и дискретный спектр оператора 𝐴 (см. [21]).
Введем также следующие обозначения

𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴) = inf{𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐴)}, 𝐸𝑚𝑎𝑥(𝐴) = sup{𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐴)}.

Число 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴) (число 𝐸𝑚𝑎𝑥(𝐴)) будем называть нижним краем (верхним краем) суще-
ственного спектра оператора 𝐴.
Через {𝜇𝑛(𝐴)}𝑛∈N обозначим ограниченную возрастающую последовательность веще-

ственных чисел, построенную по принципу минимакса для заданного самосопряженного
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оператора 𝐴 (см. [14]). Тогда каждое число 𝜇𝑛(𝐴), 𝑛 ∈ N является собственным значением
оператора 𝐴 и lim

𝑛→∞
𝜇𝑛(𝐴) = 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴), т.е.

{𝜇𝑛(𝐴)}𝑛∈N = 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(𝐴) ∩ (−∞, 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴)),

либо существует 𝑛0 ∈ N такое, что каждое число 𝜇𝑘(𝐴), 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0} является соб-
ственным значением оператора 𝐴 и 𝜇𝑘(𝐴) = 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴) при всех 𝑘 > 𝑛0, т.е.

{𝜇1(𝐴), 𝜇2(𝐴), . . . , 𝜇𝑛0(𝐴)} = 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(𝐴) ∩ (−∞, 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴)).

Линейный ограниченный самосопряженный оператор 𝐴 называется положительным
и пишется 𝐴 > 0 или 0 6 𝐴, если (𝐴𝑥, 𝑥) > 0 для всех 𝑥 ∈ ℋ.

Лемма 2.1 ([6], [14]). Пусть 𝐴,𝐵 : ℋ → ℋ – линейные ограниченные самосопряжен-
ные операторы, 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐴) = 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝐵) и 𝐴 6 𝐵. Тогда 𝜇𝑛(𝐴) 6 𝜇𝑛(𝐵), 𝑛 ∈ N, здесь

𝜇𝑘(𝐴) = sup
𝐿⊂ℋ, 𝑑𝑖𝑚𝐿=𝑘−1

inf
‖𝑥‖=1, 𝑥⊥𝐿

(𝐴𝑥, 𝑥), 𝑘 ∈ N.

В гильбертовом пространстве 𝐿2(Ω𝜈×Ω𝜈) рассмотрим оператор 𝐻1 в модели Фридрихса

𝐻1 = 𝐻0 −𝐾, (2.1)

где

(𝐻0𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦), (𝐾𝑓)(𝑥, 𝑦) =

∫︁
Ω𝜈

∫︁
Ω𝜈

𝑘(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝜇(𝑠)𝑑𝜇(𝑡).

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω𝜈 × Ω𝜈) – неотрицательная и 0 ∈ Ran(𝑢), 𝑘(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) ∈ 𝐿2(Ω
2
𝜈 × Ω2

𝜈)

и 𝑘(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 𝑘(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦).
Пусть оператор 𝐾 имеет бесконечное количество положительных собственных значе-

ний 𝜂1 > 𝜂2 > . . . > 𝜂𝑛 > . . ., 𝜂𝑛 → 0, 𝑛 → ∞ и {𝑔𝑛(𝑥, 𝑦)}𝑛∈N, соответствующая ор-
тонормированная последовательность собственных функций. Из самосопряженности опе-
ратора 𝐻1 (2.1) следует, что 𝜎(𝐻1) ⊂ R, а из положительности оператора 𝐾 вытекает,
что 𝜎(𝐻1) ∩ (𝑢max,∞) = ∅, поэтому дискретный спектр оператора 𝐻1 может лежать толь-
ко в полуоси (−∞, 0).
Для любого 𝜉 < 0 определим интегральные операторы

𝑃 (𝜉) = 𝐾
1
2 𝑟0(𝜉)𝐾

1
2 , 𝑅(𝜉) = 𝐾

1
2 𝑟

1
2
0 (𝜉),

где 𝑟0(𝜉) – резольвента мультипликатора𝐻0. Из представления 𝑃 (𝜉) = 𝑅(𝜉)(𝑅(𝜉))* следует
положительность оператора 𝑃 (𝜉). Решение 𝑓0 уравнения 𝐻1𝑓 = 𝜉𝑓 и неподвижные точки
𝜙 оператора 𝑃 (𝜉) связаны соотношением

𝑓0 = 𝑟0(𝜉)𝐾
1
2𝜙, 𝜙 = 𝐾

1
2𝑓0. (2.2)

Лемма 2.2 ([20]). Число 𝜉 < 0 является собственным значением оператора 𝐻1 тогда
и только тогда, когда число 𝜆 = 1 есть собственное значение оператора 𝑃 (𝜉).

Из леммы 2.2 следует, что dim Ker(𝐻1 − 𝜉𝐼) = dim Ker(𝑃 (𝜉) − 𝐼), 𝜉 < 0.
Положим

Φ(𝜉) =

∫︁
Ω𝜈

∫︁
Ω𝜈

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝜉
, 𝜉 < 0.

Теорема 2.1. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑦) и 𝑘(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 𝑘0(𝑥, 𝑠) в модели 𝐻1 (2.1).
Если lim

𝜉→0−0
Φ(𝜉) = 𝑀 < +∞, и для некоторого индекса 𝑛0 ∈ N выполняется условие

𝑀𝜂𝑛0 > 1, то оператор 𝐻1 (2.1) имеет 𝑛0 количество отрицательных собственных
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значений: 𝜉1 < 𝜉2 < . . . < 𝜉𝑛0, 𝑛0 ∈ N и соответствующие собственные функции имеют
следуюший вид

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) =
𝑔0𝑘(𝑥)

𝑢0(𝑦) − 𝜉𝑘
, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0}. (2.3)

Доказательство. В случае 𝜉 < 0 для ядра 𝑝(𝜉, 𝑥; 𝑠) интегрального оператора 𝑃 (𝜉) спра-
ведливо равенство 𝑝(𝜉;𝑥, 𝑠) = Φ(𝜉)𝑘0(𝑥, 𝑠). Следовательно,

𝑃 (𝜉) = Φ(𝜉)𝐾. (2.4)

Это означает, что собственные функции оператора𝐾 также являются собственными функ-
циями оператора 𝑃 (𝜉). При условии теоремы 2.1 ненулевыми собственными значения-
ми оператора 𝐾 являются числа 𝜂𝑛, 𝑛 ∈ N, им соответствуют собственные функции
𝑔𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑔0𝑛(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω𝜈), 𝑛 ∈ N.
Тогда из (2.4) следует, что числа

𝜆𝑛(𝜉) = 𝜂𝑛Φ(𝜉), 𝑛 ∈ N (2.5)

являются собственными значениями оператора 𝑃 (𝜉).
В силу леммы 2.2 получим

Φ(𝜉) =
1

𝜂𝑛
, 𝑛 ∈ N. (2.6)

Ясно, что функция Φ(𝜉) положительна и возрастает на (−∞, 0), так как

Φ′(𝜉) =

∫︁
Ω𝜈

𝑑𝑦

(𝑢0(𝑦) − 𝜉)2
> 0.

Кроме того,
lim

𝜉→0−0
Φ(𝜉) = 𝑀, lim

𝜉→−∞
Φ(𝜉) = 0.

Если 𝑀𝜂𝑛0 > 1, то уравнение (2.6) имеет 𝑛0 количества отрицательных решений
𝜉1 < 𝜉2 < . . . < 𝜉𝑛0 < 0. Из леммы 2.2 следует, что каждое из чисел 𝜉𝑘, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0}
являются собственными значениями оператора 𝐻1. Так как оператор 𝑃 (𝜉) имеет собствен-
ные функции 𝑔𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑔0𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0}, то из соотношения (2.2) заключаем, что
собственному значению 𝜉𝑘, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0} оператора 𝐻1 соответствуют собственные
функции 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦) вида (2.3).

В силу теоремы 2.1 вытекает следующее предложение.

Предложение 2.1. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑦) и 𝑘(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 𝑘0(𝑥, 𝑠) в модели (2.1).
a) Если lim

𝜉→0−0
Φ(𝜉) = +∞, то оператор 𝐻1 имеет бесконечное количество отрицатель-

ных собственных значений 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ N.
b) Если lim

𝜉→0−0
Φ(𝜉) = 𝑀 < ∞ и 𝑀𝜂𝑛1 < 1, то у оператора 𝐻1 отсутствует отрица-

тельное собственное значение.

На (−∞, 0) определим следующие функции

Φ1(𝜈; 𝜉) =

∫︁
T𝜈

𝑑𝑦1𝑑𝑦2 . . . 𝑑𝑦𝜈
𝜈∑︀

𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘) − 𝜉
, где T = [−𝜋, 𝜋].

Пользуясь свойствами тригонометрической функции cos 𝑦, можно доказать

Лемма 2.3. a) Если 𝜈 = 1, 2, то lim
𝜉→0−0

Φ1(𝜈; 𝜉) = +∞.

b) Если 𝜈 ≥ 3, то lim
𝜉→0−0

Φ1(𝜈; 𝜉) <∞ .
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3. Описание двухчастичного решетчатого гамильтониана 𝑄(𝜀)
на решетке Z𝜈 × Z𝜈

Рассмотрим двухчастичный решетчатый гамильтониан [22]

𝑄(𝜀) = 𝑄0 − 𝜀𝑄1, 𝜀 > 0, (3.1)

действующий в пространстве 𝑙2(Z
𝜈 ×Z𝜈) (𝜈 ∈ N), здесь кинетическая энергия 𝑄0 задается

сверткой с функцией общего вида:

(𝑄0𝜑)(𝑚,𝑛) =
∑︁

𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑚− 𝑘, 𝑛− 𝑙)𝜑(𝑘, 𝑙),

а потенциальная энергия 𝑄1 равна

(𝑄1𝜑)(𝑚,𝑛) = 𝑣1(𝑚,𝑛)𝜑(𝑚,𝑛).

Пусть кинетическая знергия имеет вид 𝑣0(𝑚,𝑛) = 𝑢1(𝑚)𝑢2(𝑛), где

𝑢1(𝑚) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−2𝑎1𝜈, если 𝑚 = 0,

𝑎1, если |𝑚| = 1,

0, для других значений 𝑚 ∈ Z𝜈 ,

𝑢2(𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−2𝑎2𝜈, если 𝑛 = 0,

𝑎2, если |𝑛| = 1,

0, для других значений 𝑛 ∈ Z𝜈 ,

где 𝑎1, 𝑎2 > 0 и |𝑚| = |𝑚1| + |𝑚2| + . . .+ |𝑚𝜈 |, 𝑚 ∈ Z𝜈 .
Определим потенциальную функцию

𝑣1(𝑚,𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛼0, если 𝑚 = 𝑛 = 0,

𝛽𝑞, если 𝑚 = 0, 𝑛 ∈ {±𝑞𝑒𝑗}, 𝑞 ∈ N,
𝛼𝑝, если 𝑚 ∈ {±𝑝𝑒𝑗}, 𝑛 = 0, 𝑝 ∈ N,
0, для других значений 𝑚,𝑛 ∈ Z𝜈 ,

где 𝛼0, 𝛼𝑝, 𝛽𝑞 > 0, 𝑝, 𝑞 ∈ N,
∑︀
𝑝∈N

𝛼𝑝 <∞,
∑︀
𝑞∈N

𝛽𝑞 <∞, 𝑒𝑗 = (0, 0, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑗

, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z𝜈 .

Пусть T = (−𝜋, 𝜋] и ℱ : 𝑙2(Z
𝜈 × Z𝜈) → 𝐿2(T𝜈 × T𝜈)-преобразование Фурье, при котором

функции 𝜑(𝑚,𝑛) на решетке Z𝜈 ×Z𝜈 переходят в функции 𝑓(𝑥, 𝑦) на T𝜈 × T𝜈 по правилу

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝜑(𝑝(1), 𝑞(1))𝑒𝑥𝑝(𝑖[(𝑝(1), 𝑥) + (𝑞(1), 𝑦)]).

Лемма 3.1. Преобразование Фурье ̃︀𝐻2(𝜀) оператора 𝑄(𝜀) (3.1) действует в 𝐿2(T𝜈×T𝜈)
по формуле ̃︀𝐻2(𝜀)𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐻

(2)
0 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜀𝐾2𝑓(𝑥, 𝑦), (3.2)

здесь

𝐻
(2)
0 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢

(2)
0 (𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦), 𝐾2𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

и

𝑢
(2)
0 (𝑥, 𝑦) = 4𝑎1𝑎2

𝜈∑︁
𝑘=1

(1 − cos𝑥𝑘)
𝜈∑︁

𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘),
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ядро 𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) – невырожденное:

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 𝜆0𝜙0(𝑥, 𝑦) +
∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(1)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(1)
𝑝 (𝑠𝑖) +

∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(2)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(2)
𝑝 (𝑠𝑖)

+
∞∑︁
𝑞=1

𝜆(2)𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(1)
𝑞 (𝑦𝑖)𝜙

(1)
𝑞 (𝑡𝑖) +

∞∑︁
𝑞=1

𝜆(2)𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(2)
𝑞 (𝑦𝑖)𝜙

(2)
𝑞 (𝑡𝑖),

где

𝜆0 = (2𝜋)𝜈𝛼0, 𝜆(1)𝑝 = (2𝜋)2𝜈𝛼𝑝, 𝜆(2)𝑞 = (2𝜋)2𝜈𝛽𝑞;

𝜙0(𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝜈
, 𝜙(1)

𝑝 (𝑥𝑖) =
cos 𝑝𝑥𝑖√
22𝜈−1𝜋𝜈

, 𝜙(2)
𝑝 (𝑥𝑖) =

sin 𝑝𝑥𝑖√
22𝜈−1𝜋𝜈

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝜈.

Доказательство. I. Сначала рассмотрим преобразование Фурье оператора 𝑄0:

ℱ : 𝑄0 → 𝐻
(2)
0 .

Положим

𝑄0𝜑(𝑚,𝑛) = 𝜓1(𝑚,𝑛), 𝜓1(𝑚,𝑛) ∈ 𝑙2(Z
𝜈 × Z𝜈), 𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖[(𝑝

(1),𝑥)+(𝑞(1),𝑦)].

Тогда имеем:

ℱ : 𝜓1(𝑚,𝑛) →𝑔1(𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝜓(𝑝(1), 𝑞(1))𝑒𝑖[(𝑝
(1),𝑥)+(𝑞(1),𝑦)]

=
1

(2𝜋)𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

[︃ ∑︁
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜑(𝑘, 𝑙)

]︃
𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)

=
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)

⎛⎝∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

⎞⎠ 𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)

=

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

=

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
𝑝(1)−𝑘=0
𝑞(1)−𝑙=0
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

+

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
|𝑝(1)−𝑘|=1

𝑞(1)−𝑙=0
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

+

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
𝑝(1)−𝑘=0
|𝑞(1)−𝑙|=1
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

+

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

∑︁
|𝑝(1)−𝑘|=1

|𝑞(1)−𝑙|=1
𝑘,𝑙∈Z𝜈

𝑣0(𝑝
(1) − 𝑘, 𝑞(1) − 𝑙)𝜁𝑝(1),𝑞(1)(𝑥, 𝑦)𝜁𝑘,𝑙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

=𝑇1𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑇2𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑇3𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑇4𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓 ∈ 𝐿2(T𝜈 × T𝜈).
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Здесь через 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4 обозначены операторы, которые участвуют в последнем вы-
ражении по порядкам в слагаемых. Для каждого оператора 𝑇𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4 имеет место
следующее равенство:

𝑇1𝑓(𝑥, 𝑦) = 4𝑎1𝑎2𝜈
2𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑇2𝑓(𝑥, 𝑦) = −4𝑎1𝑎2𝜈

𝜈∑︁
𝑘=1

cos𝑥𝑘𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑇3𝑓(𝑥, 𝑦) = −4𝑎1𝑎2𝜈
𝜈∑︁

𝑘=1

cos 𝑦𝑘𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑇4𝑓(𝑥, 𝑦) = 4𝑎1𝑎2

(︃
𝜈∑︁

𝑘=1

cos𝑥𝑘

)︃(︃
𝜈∑︁

𝑘=1

cos 𝑦𝑘

)︃
𝑓(𝑥, 𝑦).

Следовательно,

𝑔1(𝑥, 𝑦) =

(︂
4𝑎1𝑎2𝜈

2 − 4𝑎1𝑎2𝜈
𝜈∑︁

𝑘=1

cos𝑥𝑘 − 4𝑎1𝑎2𝜈
𝜈∑︁

𝑘=1

cos 𝑦𝑘

+ 4𝑎1𝑎2

𝜈∑︁
𝑘=1

cos𝑥𝑘

𝜈∑︁
𝑘=1

cos 𝑦𝑘

)︂
𝑓(𝑥, 𝑦)

=4𝑎1𝑎2

𝜈∑︁
𝑘=1

(1 − cos𝑥𝑘)
𝜈∑︁

𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘)𝑓(𝑥, 𝑦).

II. Теперь рассмотрим преобразование Фурье оператора 𝑄1:

ℱ : 𝑄1 → 𝐾2.

Положим, 𝑄1𝜑(𝑚,𝑛) = 𝜓2(𝑚,𝑛), 𝜓2(𝑚,𝑛) ∈ 𝑙2(Z
𝜈 × Z𝜈). Тогда имеем:

ℱ : 𝜓2(𝑚,𝑛) → 𝑔2(𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝜓(𝑝(1), 𝑞(1))𝑒𝑖[(𝑝
(1),𝑥)+(𝑞(1),𝑦)]

=
1

(2𝜋)𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝑣1(𝑝
(1), 𝑞(1))𝜑(𝑝(1), 𝑞(1))𝑒𝑖[(𝑝

(1),𝑥)+(𝑞(1),𝑦)]

=
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝑣1(𝑝
(1), 𝑞(1))

⎛⎝∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒−𝑖[(𝑝(1),𝑠)+(𝑞(1),𝑡)]𝑑𝑠𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑒𝑖[(𝑝
(1),𝑥)+(𝑞(1),𝑦)]

=

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

∑︁
𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝑣1(𝑝
(1), 𝑞(1))𝑒−𝑖(𝑝(1),𝑠−𝑥)−𝑖(𝑞(1),𝑡−𝑦)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

=

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Для ядра 𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) интегрального оператора 𝐾2 получим

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) =
∑︁

𝑝(1),𝑞(1)∈Z𝜈

𝑣1(𝑝
(1), 𝑞(1))𝑒−𝑖(𝑝(1),𝑠−𝑥)−𝑖(𝑞(1),𝑡−𝑦)

=𝛼0 +
∞∑︁
𝑞=1

𝛽𝑞𝑒
−𝑖(±𝑞𝑒𝑗 ,𝑡−𝑦) +

∞∑︁
𝑝=1

𝛼𝑝𝑒
−𝑖(±𝑝𝑒𝑗 ,𝑠−𝑥)

=𝛼0 + 𝐼1(𝑦, 𝑡) + 𝐼2(𝑥, 𝑠),
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где

𝐼1(𝑦, 𝑡) =
∞∑︁
𝑞=1

𝛽𝑞𝑒
−𝑖(±𝑞𝑒𝑗 ,𝑡−𝑦) = 2

∞∑︁
𝑞=1

𝛽𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

cos 𝑞𝑦𝑖 cos 𝑞𝑡𝑖 + 2
∞∑︁
𝑞=1

𝛽𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

sin 𝑞𝑦𝑖 sin 𝑞𝑡𝑖,

𝐼2(𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑝=1

𝛼𝑝𝑒
−𝑖(±𝑝𝑒𝑗 ,𝑠−𝑥) = 2

∞∑︁
𝑝=1

𝛼𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

cos 𝑝𝑥𝑖 cos 𝑝𝑠𝑖 + 2
∞∑︁
𝑝=1

𝛼𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

sin 𝑝𝑥𝑖 sin 𝑝𝑠𝑖.

Следовательно имеем,

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) = 𝜆0𝜙0(𝑥, 𝑦) +
∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(1)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(1)
𝑝 (𝑠𝑖) +

∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(2)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(2)
𝑝 (𝑠𝑖)

+
∞∑︁
𝑞=1

𝜆(2)𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(1)
𝑞 (𝑦𝑖)𝜙

(1)
𝑞 (𝑡𝑖) +

∞∑︁
𝑞=1

𝜆(2)𝑞

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(2)
𝑞 (𝑦𝑖)𝜙

(2)
𝑞 (𝑡𝑖).

Таким образом, преобразование Фурье ̃︀𝐻2(𝜀) оператора 𝑄(𝜀) : 𝑙2(Z
𝜈 ×Z𝜈) → 𝑙2(Z

𝜈 ×Z𝜈)
действует в 𝐿2(T𝜈 × T𝜈) по формуле (3.2). Лемма 3.1 доказана.

4. Дискретный спектр гамильтониана ̃︀𝐻2(𝜀)

Согласно лемме 3.1, дискретный оператор Шредингера ̃︀𝐻2(𝜀) (3.2) является оператором

в модели Фридрихса с невырожденным ядром. Имеем 𝜎𝑒𝑠𝑠( ̃︀𝐻2(𝜀)) = [0, 16𝑎1𝑎2𝜈
2].

Теорема 4.1. Пусть 𝜈 = 1, 2. При всех 𝜀 > 0 двухчастичный гамильтониан ̃︀𝐻2(𝜀)
(3.2) имеет бесконечное количество отрицательных собственных значений.

Доказательство. Пусть 𝛽 – произвольное положительное число, для которого 𝛽 > 8𝜈𝑎1𝑎2.
В пространстве 𝐿2(T𝜈 × T𝜈) определим оператор ̃︀𝐻1(𝜀) в модели Фридрихса следующим
образом ̃︀𝐻1(𝜀) = 𝐻

(1)
0 − 𝜀𝐾1. (4.1)

Здесь

𝐻
(1)
0 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛽

𝜈∑︁
𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘)𝑓(𝑥, 𝑦), 𝐾1𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑘1(𝑥; 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡,

где

𝑘1(𝑥; 𝑠) = 𝜆0𝜙0(𝑥) +
∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(1)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(1)
𝑝 (𝑠𝑖) +

∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝

𝜈∑︁
𝑖=1

𝜙(2)
𝑝 (𝑥𝑖)𝜙

(2)
𝑝 (𝑠𝑖).

Пусть 𝜈 = 1, 2. Очевидно, что 𝐸𝑚𝑖𝑛( ̃︀𝐻1(𝜀)) = 𝐸𝑚𝑖𝑛( ̃︀𝐻2(𝜀)) = 0. Согласно лемме 2.3

и в силу предложения 2.1, оператор ̃︀𝐻1(𝜀) (4.1) имеет бесконечное количество отрицатель-
ных собственных значений, так как

lim
𝜉→0−0

∫︁
T𝜈

𝑑𝑦

𝛽
𝜈∑︀

𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘) − 𝜉
= +∞

и dim Ran𝐾1 = ∞. C другой стороны, ̃︀𝐻2(𝜀) 6 ̃︀𝐻1(𝜀). Отсюда и из леммы 2.1 вытекает
утверждение теоремы 4.1.
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Для каждого 𝜉 < 0 в гильбертовом пространстве 𝐿2(T𝜈 × T𝜈) определим интегральный
оператор 𝑊 (𝜉):

𝑊 (𝜉)𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑘𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡, где 𝑘𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) =
𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)

𝑢
(2)
0 (𝑠, 𝑡) − 𝜉

.

Рассмотрим уравнение для собственных значений 𝜉 < 0:

𝑢
(2)
0 (𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜀

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡 = 𝜉𝑓(𝑠, 𝑡), 𝑓(𝑠, 𝑡) ̸= 0.

Определим функцию 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥,𝑦)

𝑢
(2)
0 (𝑥,𝑦)−𝜉

∈ 𝐿2(Ω
2
𝜈). Получим

𝜀𝑊 (𝜉)𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦),

т.е. число 𝜆 = 1 является собственным значением оператора 𝜀𝑊 (𝜉).
Определим последовательность непрерывных функций на (T𝜈)4𝑛, 𝑛 ∈ N

𝐹𝑛

(︂
𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2 . . . , 𝑦𝑛
𝑠1, 𝑠2 . . . , 𝑠𝑛, 𝑡1, 𝑡2 . . . , 𝑡𝑛

)︂
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑘𝜉(𝑥1, 𝑦1; 𝑠1, 𝑡1) . . . 𝑘𝜉(𝑥1, 𝑦1; 𝑠𝑛, 𝑡𝑛)
𝑘𝜉(𝑥2, 𝑦2; 𝑠1, 𝑡1) . . . 𝑘𝜉(𝑥2, 𝑦2; 𝑠𝑛, 𝑡𝑛)

. . . . . . . . .
𝑘𝜉(𝑥𝑛, 𝑦𝑛; 𝑠1, 𝑡1) . . . 𝑘𝜉(𝑥𝑛, 𝑦𝑛; 𝑠𝑛, 𝑡𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (4.2)

и положим

𝑑𝑛(𝜉) =

∫︁
(T𝜈)𝑛

∫︁
(T𝜈)𝑛

𝐹𝑛

(︂
𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝑠1, 𝑠2 . . . , 𝑠𝑛, 𝑡1, 𝑡2 . . . , 𝑡𝑛
𝑠1, 𝑠2 . . . , 𝑠𝑛, 𝑡1, 𝑡2 . . . , 𝑡𝑛

)︂
𝑑𝑠1𝑑𝑠2 . . . 𝑑𝑠𝑛𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛.

Следующее выражение

∆(𝜀; 𝜉) = 1 +
∞∑︁
𝑛=1

(−𝜀)𝑛

𝑛!
𝑑𝑛(𝜉), 𝜉 ∈ C∖𝜎𝑒𝑠𝑠( ̃︀𝐻2(𝜀)) (4.3)

является детерминантом Фредгольма для оператора 𝐼 − 𝜀𝑊 (𝜉), где 𝐼 – тождественный
оператор.

Лемма 4.1 ([23]). Число 𝜉 ∈ C∖𝜎𝑒𝑠𝑠( ̃︀𝐻2(𝜀)) является собственным значением опера-

тора ̃︀𝐻2(𝜀) тогда и только тогда, когда ∆(𝜀; 𝜉) = 0.

При 𝜉 ∈ (−∞, 0) определим следующие функции

Φ2(𝜈; 𝜉) =

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑑𝑥𝑑𝑦

4𝑎1𝑎2
𝜈∑︀

𝑘=1

(1 − cos𝑥𝑘)
𝜈∑︀

𝑘=1

(1 − cos 𝑦𝑘) − 𝜉
, где T = [−𝜋, 𝜋].

Пусть 𝜈 > 3. Тогда, пользуясь леммой 2.3, можно доказать, что lim
𝜉→0−0

Φ2(𝜈; 𝜉) <∞.

Положим,

𝑀𝜈 =
2𝜈

22𝜈−1𝜋2𝜈

(︃
∞∑︁
𝑝=1

𝜆(1)𝑝 +
∞∑︁
𝑞=1

𝜆(2)𝑞

)︃
, 𝐴𝜈 = lim

𝜉→0−0
Φ2(𝜈; 𝜉).

Тогда имеем Φ2(𝜈; 𝜉) 6 𝐴𝜈 при всех 𝜉 < 0.

Теорема 4.2. Пусть 𝜈 > 3. Если 𝜀 < 1
2𝐴𝜈𝑀𝜈

, то отсутствует дискретный спектр

оператора ̃︀𝐻2(𝜀) (3.2).
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Доказательство. Пусть 𝜉 < 0. Имеем

∆(𝜀; 𝜉) = 1 + ̃︀∆(𝜀; 𝜉), где ̃︀∆(𝜀; 𝜉) =
∞∑︁
𝑛=1

(−𝜀)𝑛

𝑛!
𝑑𝑛(𝜉).

Для ядра 𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) оператора 𝐾2 выполняется неравенство

𝑘2(𝑥, 𝑦; 𝑠, 𝑡) 6𝑀𝜈 , ∀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡 ∈ T𝜈 . (4.4)

Пользуясь неравенством Адамара и неравенством (4.4), получим⃒⃒⃒⃒
𝐹𝑛

(︂
𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2 . . . , 𝑦𝑛
𝑠1, 𝑠2 . . . , 𝑠𝑛, 𝑡1, 𝑡2 . . . , 𝑡𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
6

𝜎1𝜎2 . . . 𝜎𝑛
𝑛∏︀

𝑘=1

(𝑢
(2)
0 (𝑠𝑘, 𝑡𝑘) − 𝜉)

6
(𝑀𝜈

√
𝑛)𝑛

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑢
(2)
0 (𝑠𝑘, 𝑡𝑘) − 𝜉)

,

где

𝜎𝑖 =
√︁
𝑘22(𝑥𝑖, 𝑦𝑖; 𝑠1, 𝑡1) + 𝑘22(𝑥𝑖, 𝑦𝑖; 𝑠2, 𝑡2) + . . .+ 𝑘22(𝑥𝑖, 𝑦𝑖; 𝑠𝑛, 𝑡𝑛), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Следовательно,

|𝑑𝑛(𝜉)| 6
∫︁

(T𝜈)𝑛

∫︁
(T𝜈)𝑛

(𝑀𝜈

√
𝑛)𝑛

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑢
(2)
0 (𝑠𝑘, 𝑡𝑘) − 𝜉)

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 . . . 𝑑𝑠𝑛𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛

= (𝑀𝜈

√
𝑛)𝑛

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑑𝑠1𝑑𝑡1

𝑢
(2)
0 (𝑠1, 𝑡1) − 𝜉

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑑𝑠2𝑑𝑡2

𝑢
(2)
0 (𝑠2, 𝑡2) − 𝜉

. . .

∫︁
T𝜈

∫︁
T𝜈

𝑑𝑠𝑛𝑑𝑡𝑛

𝑢
(2)
0 (𝑠𝑛, 𝑡𝑛) − 𝜉

6 (𝑀𝜈

√
𝑛𝐴𝜈)𝑛.

Для числовой последовательности 𝑐𝑛 = (
√
𝑛)𝑛

𝑛!
справедливо неравенство 1 > 𝑐𝑛 > 𝑐𝑛+1,

𝑛 ∈ N. Используя последнее неравенство, мы имеем
∞∑︁
𝑛=1

(𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈

√
𝑛)𝑛

𝑛!
6

∞∑︁
𝑛=1

(𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈)𝑛.

Пусть 𝜀 < 1
2𝐴𝜈𝑀𝜈

, тогда ряд
∞∑︀
𝑛=1

(𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈)𝑛 представляет сумму бесконечно убывающей

геометрической прогрессии. Следовательно, получим
∞∑︁
𝑛=1

(𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈)𝑛 =
𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈

1 − 𝜀𝐴𝜈𝑀𝜈

< 1.

Таким образом, ⃒⃒⃒ ̃︀∆(𝜀; 𝜉)
⃒⃒⃒
< 1, ∀𝜉 ∈ (−∞, 0).

Отсюда вытекает, если 𝜀 < 1
2𝐴𝜈𝑀𝜈

, то ∆(𝜀; 𝜉) ̸= 0 при всех 𝜉 < 0. Тогда, согласно лемме 4.1,

у оператора ̃︀𝐻2(𝜀) отсутствуют отрицательные собственные значения. Теорема 4.2 дока-
зана.
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