
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 14. № 1 (2022). С. 23-40.

УДК 515.16, 514.77

СТРУКТУРА СЛОЕНИЙ

С ИНТЕГРИРУЕМОЙ СВЯЗНОСТЬЮ ЭРЕСМАНА

Н.И. ЖУКОВА, К.И. ШЕИНА

Аннотация. Исследуются слоения произвольной коразмерности 𝑞 с интегрируемой
связностью Эресмана на 𝑛-мерных гладких многообразиях. Рассматривается катего-
рия слоений, где изоморфизмы сохраняют не только слоения, но и связность Эресма-
на. Показано, что эта категория может рассматриваться как категория двуслоений,
накрытых произведениями. Определяется понятие канонического двуслоения и дока-
зывается, что любое слоение (𝑀,𝐹 ) с интегрируемой связностью Эресмана изоморфно
некоторому каноническому слоению. Вводится понятие структурной группы слоения
(𝑀,𝐹 ). Строится категория троек и доказывается ее эквивалентность категории сло-
ений с интегрируемой связностью Эресмана. Таким образом, классификация слоений
с интегрируемой связностью Эресмана сводится к классификации ассоциированных
диагональных действий дискретных групп диффеоморфизмов на произведении много-
образий. Указаны классы слоений с интегрируемой связностью Эресмана. Рассмотрено
приложение к 𝐺-слоениям.
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1. Введение. Основные результаты

Связность Эресмана для гладкого слоения (𝑀,𝐹 ) коразмерности 𝑞 на 𝑛-мерном многообразии
𝑀 определяется как трансверсальное 𝑞-мерное распределение M на 𝑀 , обладающее свойством
вертикально-горизонтальной гомотопии, точное определение приведено в разделе 2.1. Понятие
связности Эресмана носит глобальный характер. Cвязность Эресмана позволяет переносить ин-
тегральные кривые распределения M, называемые горизонтальными, вдоль кривых, лежащих
в соответствующих слоях слоения, называемых вертикальными [1]. Если распределение M явля-
ется касательным к некоторому 𝑞-мерному слоению (𝑀,𝐹 𝑡), 𝑇𝐹 𝑡 = M, то связность Эресмана
называется интегрируемой, а (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡) называется двуслоением.
Рассматривается категория слоений с интегрируемой связностью Эресмана, где изоморфизмы

сохраняют не только слоения, но и связность Эресмана. Фактически исследование слоений (𝑀,𝐹 )
с интегрируемой связностью Эресмана M эквивалентно исследованию двуслоений (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡).
Применяя теорему Ш. Касивабары [2], мы показываем, что пространство универсального на-

крытия 𝑓 : ̃︁𝑀 → 𝑀 есть произведение многообразий ̃︁𝑀 = 𝐿 × 𝑁, а слои индуцированного

двуслоения на ̃︁𝑀 образованы слоями произведения 𝐿×𝑁. Такие двуслоения называются накры-
тыми произведением. Верно и обратное, если (𝑀,𝐹1, 𝐹2) – двуслоение, накрытое произведением,
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то 𝑇𝐹2 – интегрируемая связность Эресмана для слоения (𝑀,𝐹1), а 𝑇𝐹1 – интегрируемая связ-
ность Эресмана для (𝑀,𝐹2). Таким образом категория слоений с интегрируемой связностью Эре-
смана отождествляется нами с категорией BiF двуслоений, накрытых произведением.
Подчеркнем, что слоения, накрытые произведением, естественным образом возникают при ре-

шении разных задач (см. раздел 5), в том числе при исследовании различных 𝐺-структур на мно-
гообразиях. Например, на компактных кэлеровых многообразиях [3], на голоморфных пуассоно-
вых многообразиях [4], на проективных многообразиях [5], при исследовании билагранжевых
слоений на симплектических многообразиях [6].
Мы развиваем метод Я.Л. Шапиро [7], [8], используемый им для описания структуры полных

приводимых римановых многообразий, и применяем его в категории слоений с интегрируемыми
связностями Эресмана. Мы вводим понятие канонического двуслоения (раздел 3.3) и доказываем
следующую теорему.

Теорема 1.1. Пусть (𝑀,𝐹1) – слоениe с интегрируемой связностью Эресмана M1

и (𝑀,𝐹2) – такое слоениe, что 𝑇𝐹2 = M1. Тогда M2 = 𝑇𝐹1 – интегрируемая связность Эре-
смана для (𝑀,𝐹2), причем:

(1) двуслоение (𝑀,𝐹1, 𝐹2) накрыто произведением;
(2) существует M𝑖-голономное накрытие 𝑋𝑖 для слоев слоения (𝑀,𝐹𝑖), где 𝑖 = 1, 2;
(3) на произведении многообразий 𝑋1 × 𝑋2 определено свободное собственно разрывное диаго-

нальное действие группы диффеоморфизмов Ψ, изоморфной факторгруппе 𝐺/(𝐺11 × 𝐺22)
фундаментальной группы 𝐺 = 𝜋1(𝑀) по произведению нормальных делителей 𝐺𝑖𝑖, изо-
морфных фундаментальным группам 𝜋1(𝑋𝑖);

(4) в категории BiF двуслоение (𝑀,𝐹1, 𝐹2) изоморфно некоторому каноническому двуслоению
((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ, 𝐹1, 𝐹2).

Замечание 1.1. Если существует точка в 𝑋2, неподвижная только относительно дей-
ствия единичного элемента группы Ψ, то 𝑋1 — слой слоения (𝑀,𝐹1) с тривиальной группой
M1-голономии. Если слоениe (𝑀,𝐹1) имеет квазианалитическую псевдогруппу голономии,
то многообразие 𝑋1 диффеоморфно любому слою слоения (𝑀,𝐹1) с тривиальной ростко-
вой группой голономии. Как известно [9], множество таких слоев образует всюду плотное
𝐺𝛿-подмножество в 𝑀.

Мы вводим категорию T троек (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и доказываем следующую теорему.

Теорема 1.2. Пусть 𝜉 = (𝑀,𝐹1, 𝐹2) и 𝜉
′ = (𝑀 ′, 𝐹 ′

1, 𝐹
′
2) — двуслоения, накрытые произведени-

ем, изоморфные (вBiF) каноническим двуслоениям ((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ, 𝐹1, 𝐹2) и ((𝑋 ′
1 ×𝑋 ′

2)/Ψ
′, 𝐹 ′

1, 𝐹
′
2)

соответственно. Тогда двуслоения 𝜉 и 𝜉′ изоморфны в категории BiF тогда и только тогда,
когда тройки (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и (𝑋 ′

1, 𝑋
′
2,Ψ

′) изоморфны в категории T.

Следствие 1.1. Класс эквивалентности [(𝑋1, 𝑋2,Ψ)] троек в категории T является полным
инвариантом двуслоения 𝜉 = (𝑀,𝐹1, 𝐹2). В частности, структурная группа Ψ двуслоения 𝜉 –
его алгебраический инвариант.

Таким образом, благодаря теореме 1.2, классификация слоений с интегрируемой связностью
Эресмана сводится к классификации троек (𝑋1, 𝑋2,Ψ), определяемых указанным выше обра-
зом этими слоениями и их связностями Эресмана, то есть, к классификации ассоциированных
диагональных действий дискретных групп диффеоморфизмов Ψ на произведении многообразий
𝑋1 ×𝑋2.

2. Группы голономии слоений со связностью Эресмана

2.1. Cвязность Эресмана для слоений. Понятие связности Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 )
введено Р.А. Блюменталем и Дж. Хебдой [1], как естественное обобщение понятия связности
Эресмана для субмерсий.
Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение коразмерности 𝑞 и M — гладкое 𝑞-мерное распределение на 𝑛-мерном

гладком многообразии 𝑀 , трансверсальное к слоению (𝑀,𝐹 ). Это означает, что в любой точке
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𝑥 ∈ 𝑀 касательное векторное пространство 𝑇𝑥𝑀 к 𝑀 раскладывается в прямую сумму вектор-
ных подпространств 𝑇𝑥𝑀 = 𝑇𝑥𝐹 ⊕ M𝑥, где 𝑇𝑥𝐹 — касательное пространство к слою слоения
(𝑀,𝐹 ), а M𝑥 — значение распределения M в точке 𝑥. Кусочно гладкие интегральные кривые
распределения M называются горизонтальными, а кусочно гладкие кривые в слоях слоения
называются вертикальными. Пусть 𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼 = [0, 1]. Непрерывное отображение квадрата
𝐼1 × 𝐼2 в 𝑀 называется кусочно гладким, если существуют такие разбиения отрезков 𝐼1 и 𝐼2:
0 = 𝑠0 < 𝑠1 < ... < 𝑠𝑚−1 < 𝑠𝑚 = 1 и 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑘−1 < 𝑡𝑘 = 1, соответственно,
что для любых 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑘 сужение 𝐻|[𝑠𝑖−1,𝑠𝑖]×[𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 ] – гладкое отображение. Кусочно глад-
кое отображение 𝐻 квадрата 𝐼1 × 𝐼2 в 𝑀 называется вертикально-горизонтальной гомотопией,
если кривая 𝐻|{𝑠}×𝐼2 является вертикальной для любого 𝑠 ∈ 𝐼1 и кривая 𝐻|𝐼1×{𝑡} является го-
ризонтальной для любого 𝑡 ∈ 𝐼2 (см. рис. 2.1). В этом случае пара путей (𝐻|𝐼1×{0}, 𝐻|{0}×𝐼2)
называется базой 𝐻. Известно, что существует не более одной вертикально-горизонтальной гомо-
топии с данной базой.

Рис. 2.1: Отображение 𝐻 — вертикально-горизонтальная гомотопия с базой (𝜎, ℎ)

Замечание 2.1. Мы следуем терминологии Р. Германа и используем термин вертикально-
горизонтальная гомотопия. Ш. Касивабара [2] называет такие отображения решетчатыми,
а Р.А. Блюменталь и Дж. Хебда [1] — прямоугольником.

Пара путей (𝜎, ℎ) в 𝑀 с общей начальной точкой 𝜎(0) = ℎ(0) называется допустимой, если
𝜎 — горизонтальная кривая, а ℎ — вертикальная кривая.

Определение 2.1. Распределение M называется связностью Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 ),
если для любой допустимой пары путей (𝜎, ℎ) в 𝑀 сущесвует вертикально-горизонтальная
гомотопия 𝐻 с базой (𝜎, ℎ).

Напомним, что гладкое 𝑞-мерное распределение M на 𝑛-мерном многообразии 𝑀 называется
интегрируемым, если через каждую точку 𝑥 ∈𝑀 проходит 𝑞-мерное интегральное многообразие
этого распределения. Как известно, распределение M интегрируемо тогда и только тогда, когда
оно удовлетворяет условию Фробениуса, то есть в каждой точке из 𝑀 существует окрестность
𝑈 и 𝑞 гладких векторных полей 𝑋1, . . . , 𝑋𝑞, которые в каждой точке 𝑥 ∈ 𝑈 образуют базис
касательного векторного пространства M𝑥 и удовлетворяют условию

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ] = 𝐶𝑘𝑖𝑗𝑋𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑞,

где 𝐶𝑘𝑖𝑗 — гладкие функции на 𝑈.
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Определение 2.2. Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение, допускающее связность Эресмана M. Если рас-
пределение M интегрируемо, то M называется интегрируемой связностью Эресмана для сло-
ения (𝑀,𝐹 ).

2.2. Группы M-голономии. Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение со связностью Эресмана M. Рассмот-

рим допустимую пару путей (𝛿, 𝜏). Говорят, что кривая ̃︀𝛿 получена переносом пути 𝛿 вдоль 𝜏

относительно связности Эресмана M, если ̃︀𝛿 := 𝐻|𝐼×{1}. Обозначим этот перенос через 𝛿
𝜏−→> ̃︀𝛿.

Обозначим через Ω𝑥, 𝑥 ∈𝑀, множество горизонтальных кривых с началом в точке 𝑥. Опреде-
лим действие фундаментальной группы 𝜋1(𝐿, 𝑥) слоя 𝐿 = 𝐿(𝑥) на множестве Ω𝑥 следующим об-
разом: Φ𝑥 : 𝜋1(𝐿, 𝑥)×Ω𝑥 → Ω𝑥 : ([ℎ], 𝜎) ↦→ �̃�, где [ℎ] ∈ 𝜋1(𝐿, 𝑥), и �̃� — перенос кривой 𝜎 ∈ Ω𝑥 вдоль
ℎ относительноM (см. рис. 2.2). Подчеркнем, что определение действия Φ𝑥 корректно, поскольку
результат зависит только от гомотопического класса петли ℎ. Пусть𝐾M(𝐿, 𝑥) — ядро действия Φ𝑥,
т.е. 𝐾M(𝐿, 𝑥) = {𝛼 ∈ 𝜋1(𝐿, 𝑥) |𝛼(𝜎) = 𝜎 ∀𝜎 ∈ Ω𝑥}. Факторгруппа 𝐻M(𝐿, 𝑥) = 𝜋1(𝐿, 𝑥)/𝐾M(𝐿, 𝑥)
называется группой M - голономии слоя 𝐿 [1]. В силу линейной связности слоев, группы
M-голономии в различных точках одного и того же слоя изоморфны. Пусть Γ(𝐿, 𝑥) — ростковая
группа голономии слоя 𝐿, общепринятая в теории слоений [10]. Тогда определен эпиморфизм
групп 𝜒 : 𝐻M(𝐿, 𝑥) → Γ(𝐿, 𝑥), удовлетворяющий равенству

𝜒 ∘ 𝛽 = 𝛾, (2.1)

где 𝛽 : 𝜋1(𝐿, 𝑥) → 𝐻M(𝐿, 𝑥) — факторотображение и 𝛾([ℎ]) :=< ℎ > — росток локального голо-
номного диффеоморфизма трансверсального 𝑞-мерного диска вдоль петли ℎ в точке 𝑥.

Рис. 2.2: Кривая 𝜎′ ∈ Ω𝑎 — результат действия элемента [ℎ0] ∈ 𝜋1(𝐿, 𝑎) на кривую 𝜎 ∈ Ω𝑎

2.3. Критерий изоморфности групп голономии слоений со связностью Эресмана

ростковым группам голономии. Пусть (𝑀,𝐹 ) — гладкое регулярное слоение коразмерности
𝑞 на 𝑛-мерном гладком многообразии 𝑀. Предположим, что (𝑀,𝐹 ) допускает связность Эре-
смана M. В любой точке 𝑎 ∈ 𝑀 определены две группы голономии: ростковая Γ(𝐿, 𝑎) и группа
M-голономии 𝐻M(𝐿, 𝑎) слоения (𝑀,𝐹 ) со связностью Эресмана M. Наша цель — найти необхо-
димые и достаточные условия для того, чтобы естественный эпиморфизм групп

𝜒𝑎 : 𝐻M(𝐿, 𝑎) → Γ(𝐿, 𝑎),

удовлетворяющий коммутативной диаграмме

𝜋1(𝐿, 𝑎)
𝛽𝑎

xx

𝛾𝑎

%%
𝐻M(𝐿, 𝑎)

𝜒𝑎 // Γ(𝐿, 𝑎),

(2.2)
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где 𝛽𝑎 и 𝛾𝑎 — соответствующие факторотображения, являлся изоморфизмом.

Задание слоения коциклом Хефлигера. Пусть 𝑇 — гладкое 𝑞-мерное, возможно несвязное, мно-
гообразие. 𝑇 -коциклом или коциклом Хефлигера называется семейство 𝜃 = {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 , удо-
влетворяющее условиям:

(𝐻1) {𝑈𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽} — открытое покрытие многообразия 𝑀 ;
(𝐻2) 𝑓𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑇 — субмерсии;
(𝐻3) если 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, то определен диффеоморфизм 𝛾𝑖𝑗 : 𝑓𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) → 𝑓𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗), удовлетво-

ряющий равенству 𝑓𝑖(𝑥) = 𝛾𝑖𝑗 ∘ 𝑓𝑗(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑓𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗);
(𝐻4) если 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘 ̸= ∅, то для любого 𝑥 ∈ 𝑓𝑘(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘) имеет место равенство

(𝛾𝑖𝑗 ∘ 𝛾𝑗𝑘)(𝑥) = 𝛾𝑖𝑘(𝑥) и, кроме того, 𝛾𝑖𝑖 = 𝑖𝑑𝑈𝑖 .
Два 𝑇 -коцикла называются эквивалентными, если их объединение также является 𝑇 -коцик-

лом. Класс эквивалентности 𝑇 -коциклов называется слоением коразмерности 𝑞 на многообра-
зии 𝑀. Любой 𝑇 -коцикл 𝜃 = {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 принадлежит единственному классу эквивалент-
ности 𝑇 -коциклов и потому определяет слоение на 𝑀. Говорят, что слоение задано коциклом 𝜃.
Совокупность Σ всех слоев субмерсий 𝑓𝑖 из класса эквивалентности 𝑇 -коцикла является базой
некоторой топологии 𝜏𝐹 на 𝑀, которая называется слоевой топологией. Компоненты линейной
связности топологического пространства (𝑀, 𝜏𝐹 ) образуют разбиение 𝐹 := {𝐿𝛼 |𝛼 ∈ 𝒜} многооб-
разия 𝑀, которое называется слоением коразмерности 𝑞 и обозначается (𝑀,𝐹 ).
Псевдогруппа голономии слоения. Пусть 𝑇 — гладкое многообразие, связность которого не

предполагается.
Напомним, что псевдогруппой 𝒢 преобразований многообразия 𝑇 называется семейство диффео-

морфизмов 𝑔 : 𝑈 → 𝑉, где 𝑈 и 𝑉 — открытые подмножества в 𝑇, удовлетворяющие следующим
условиям:
1) если 𝑔 ∈ 𝒢, то 𝑔−1 ∈ 𝒢;
2) если 𝑔 : 𝑈 → 𝑉 и 𝑔′ : 𝑈 ′ → 𝑉 ′ принадлежат 𝒢, то 𝑔′∘𝑔 : 𝑈 ∩𝑔′−1(𝑉 ′) → 𝑉 ′ также принадлежит

семейству 𝒢;
3) 𝑖𝑑𝑇 ∈ 𝒢;
4) семейство 𝒢 содержит вместе с 𝑔 : 𝑈 → 𝑉 ограничение 𝑔|𝑈 ′ на любое открытое подмножество

𝑈 ′ в 𝑈 ;
5) если ℎ : 𝑈 → 𝑉 — диффеоморфизм между открытыми множествами 𝑈 и 𝑉 в 𝑇, совпадающий

в окрестности каждой точки из 𝑈 с некоторым элементом из 𝒢, то ℎ ∈ 𝒢.
Говорят, что семейство локальных диффеоморфизмов 𝐵 = {𝛾𝑖}𝑖∈𝐽 многообразия 𝑇, содер-

жащее 𝑖𝑑𝑇 , порождает псевдогруппу диффеоморфизмов 𝒢, если оно принадлежит 𝒢 и каждый
элемент из 𝒢 получен из элементов 𝐵 одним из следующих способов: взятием обратного отобра-
жения; сужением на открытое подмножество; композицией или продолжением (т.е. как в 5)). При
этом мы будем говорить, что псевдогруппа 𝒢 порождена множеством 𝐵 и обозначать 𝒢 = ⟨𝛾𝑖⟩𝑖∈𝐽 .
Предположим, что слоение (𝑀,𝐹 ) задано 𝑇 -коциклом {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 . Псевдогруппа

𝒢 = ⟨𝛾𝑖𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐽 диффеоморфизмов трансверсального многообразия 𝑇 называется псевдогруппой
голономии слоения (𝑀,𝐹 ).
Будем обозначать область определения 𝑔 ∈ 𝒢 через 𝒪(𝑔). Множество

𝒢.𝑥 := {𝑔(𝑥) | 𝑔 ∈ 𝒢, 𝑥 ∈ 𝒪(𝑔)}

называется орбитой точки 𝑥 относительно псевдогруппы 𝒢. Пусть

𝒢𝑥 := {𝑔 ∈ 𝒢 | 𝑔(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝒪(𝑔)}.

Будем обозначать символом {𝑔}𝑥, 𝑔 ∈ 𝒢, росток локальных диффеоморфизмов в точке 𝑥 ∈ 𝑇,
а через Γ𝒢𝑥 будем обозначать группу ростков {{𝑔}𝑥, 𝑔 ∈ 𝒢𝑥} в 𝑥 локальных диффеоморфизмов
из 𝒢𝑥, каждый из которых определен в некоторой окрестности точки 𝑥.

Лемма 2.1. Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение, заданное коциклом {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 , 𝒢 = ⟨𝛾𝑖𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐽 —
его псевдогруппа голономии. Пусть ℎ : 𝐼 → 𝐿(𝑎) — кусочно гладкая петля в точке 𝑎
и 𝜉 = {𝑈𝑖1 , . . . , 𝑈𝑖𝑚} – цепочка, покрывающая кривую ℎ(𝐼), 𝑈𝑖𝑘−1

∩ 𝑈𝑖𝑘 ̸= ∅, 𝑘 = 2, . . . ,𝑚,
где 𝑎 ∈ 𝑈𝑖1 ∩ 𝑈𝑖𝑚 . Тогда в некоторой окрестности точки 𝑏 := 𝑓𝑖1(𝑎) определена композиция
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отображений 𝛾 := 𝛾𝑖1𝑖𝑚 ∘ 𝛾𝑖𝑚−1𝑖𝑚 ∘ . . . ∘ 𝛾𝑖2𝑖1 ∈ 𝒢, причем 𝛾(𝑏) = 𝑏. Отображение

𝜇𝑎 : Γ(𝐿, 𝑎) → Γ𝒢𝑏 : {𝐻ℎ}𝑎 ↦→ {𝛾}𝑏,

где 𝛾 соответствует цепочке 𝜉, покрывающей ℎ(𝐼), не зависит от выбора покрытия 𝜉 и явля-
ется изоморфизмом групп.

Доказательство. Пусть 𝜉′ = {𝑈𝑗1 , . . . , 𝑈𝑗𝑘} — измельчение покрытия 𝜉, то есть такое покрытие
ℎ(𝐼), что каждое 𝑈𝑗𝑟 ∈ 𝜉′ является подмножеством некоторого 𝑈𝑖𝑟 ∈ 𝜉. Нетрудно проверить,
что при измельчении покрытия 𝜉, также как при добавлении к 𝜉 новых элементов покрытия,
ростки {𝐻ℎ}𝑎 и {𝛾}𝑏 не изменяются. Если 𝜂 = {𝑉𝑙1 , . . . , 𝑉𝑙𝑠} — другое покрытие кривой ℎ(𝐼) то,
переходя к измельчению, общему для покрытий 𝜉 и 𝜂, мы видим, что определение 𝜇𝑎 корректно,
то есть не зависит от выбора цепочки 𝜉.
Поскольку композиция ростков определена через композицию соответствующих диффеомор-

физмов, 𝜇𝑎 — гомоморфизм групп.
Из определения 𝜇𝑎 вытекает, что {𝛾 ∘ 𝑓𝑖𝑚}𝑎 = {𝑓𝑖1 ∘ 𝐻ℎ}𝑎, следовательно, если {𝛾}𝑏 = {𝑖𝑑}𝑏,

то {𝛾}𝑏 = {𝛾𝑖1𝑖1}𝑏, поэтому {𝐻ℎ}𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎, то есть, ker𝜇𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎 и 𝜇𝑎 — мономорфизм групп.
Покажем, что 𝜇𝑎 — эпиморфизм групп. Пусть 𝛾 ∈ 𝒢, 𝛾(𝑏) = 𝑏. Тогда из определения псевдо-

группы голономии 𝒢 = ⟨𝛾𝑖𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐽 вытекает, что в некоторой окрестности точки 𝑏, 𝛾(𝑏) = 𝑏, пре-
образование 𝛾 совпадает с композицией образующих и, следовательно, соответствует некоторой
цепочке 𝜉 указанным выше способом. Таким образом, 𝜇𝑎 — сюръективно.

Следствие 2.1. Если {𝐻ℎ}𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎, где 𝐻ℎ : 𝐷𝑎 → 𝐷𝑎 — голономный диффеоморфизм вдоль
петли ℎ, то для любого другого трансверсального диска 𝐷′

𝑎 голономный диффеоморфизм 𝐻 ′
ℎ

некоторой окрестности 𝑉𝑎 ⊂ 𝐷′
𝑎 в 𝐷

′
𝑎 удовлетворяет равенству {𝐻 ′

ℎ}𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎.

Квазианалитические псевдогруппы преобразований. Будем говорить, что диффеоморфизм
𝛾 : 𝑈 → 𝑉 открытых множеств 𝑈 и 𝑉 квазианалитический, если из того, что существует такое
связное открытое подмножество 𝑈0 ⊂ 𝑈, что 𝛾|𝑈0 = 𝑖𝑑𝑈0 , вытекает 𝛾 = 𝑖𝑑𝑈 ′ , где 𝑈 ′ — компонента
связности 𝑈, содержащая 𝑈0.
Говорят, что псевдогруппа локальных диффеоморфизмов 𝒢 возможно несвязного многообра-

зия 𝑇 является квазианалитической, если каждое преобразование 𝛾 ∈ 𝒢 квазианалитическое.
Мы доказываем следующую теорему для произвольных слоений со связностью Эресмана, не ис-

пользуя понятие системы путей и слоений, согласованных с системами путей, в отличие от дока-
зательства Н.И. Жуковой в [11].

Теорема 2.1. Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение со связностью Эресмана. Для того, чтобы есте-
ственный эпиморфизм групп голономии

𝜒𝑎 : 𝐻M(𝐿, 𝑎) → Γ(𝐿, 𝑎)

был изоморфизмом для любой точки 𝑎 ∈𝑀 , необходимо и достаточно, чтобы голономная псев-
догруппа диффеоморфизмов ⟨𝛾𝑖𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐽 слоения (𝑀,𝐹 ) была квазианалитической.

Доказательство. Достаточность. Предположим, что M — связность Эресмана для слоения
(𝑀,𝐹 ), заданного коциклом 𝜃 = {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 с квазианалитической псевдогруппой диффео-
морфизмов 𝒢 = ⟨𝛾𝑖𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐽 и 𝜒𝑎 : 𝐻M(𝐿, 𝑎) → Γ(𝐿, 𝑎) — естественный эпиморфизм, удовлетворяю-
щий диаграмме (2.2), и [ℎ] ∈ 𝛽−1

𝑎 (ker𝜒𝑎). Это означает, что петля ℎ в слое 𝐿 = 𝐿(𝑎) индуцирует
голономное отображение 𝐻ℎ, совпадающее с тождественным в некоторой окрестности 𝑉𝑎 транс-
версального диска 𝐷𝑎 к слоению (𝑀,𝐹 ). Росток диффеоморфизма 𝐻ℎ в точке 𝑎 = ℎ(0) = ℎ(1)
будем обозначать через {𝐻ℎ}𝑎, а тривиальный росток, то есть росток локального тождественно-
го диффеоморфизма – через {𝐻ℎ}𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎. Возьмем любую горизонтальную кривую 𝜎 ∈ Ω𝑎.

Пусть 𝜎
ℎ

−→> �̃� и ℎ
𝜎|[0,𝑠]
−→> ℎ𝑠. Положим 𝑁 := {𝑠 ∈ [0, 1] | ℎ𝑠(0) = ℎ𝑠(1), {𝐻ℎ𝑠}𝜎(𝑠) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠)},

то есть 𝑁 — множество точек отрезка [0, 1], где путь ℎ𝑠 порождает тривиальный росток {𝐻ℎ𝑠}
в точке ℎ𝑠(0) = 𝜎(𝑠). Заметим, что в любой точке 𝜎(𝑠) существует такой трансверсальный диск
𝐷𝜎(𝑠) и число 𝛿 = 𝛿(𝑠) > 0, что 𝜎((𝑠 − 𝛿, 𝑠 + 𝛿)) ⊂ 𝐷𝜎(𝑠). Предположим, что 𝑠 ∈ 𝑁, тогда,
по определению 𝑁 , росток {𝐻ℎ𝑠}𝜎(𝑠) тривиален. Согласно следствию 2.1, этот росток не зависит
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от выбора трансверсального диска в точке 𝜎(𝑠), поэтому {𝐻 ′
ℎ𝑠
}𝜎(𝑠) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠), где 𝐻 ′

ℎ𝑠
— голо-

номный диффеоморфизм вдоль пути ℎ𝑠 некоторой окрестности 𝑉0 ⊂ 𝐷𝜎(𝑠) точки 𝜎(𝑠) трансвер-
сального диска 𝐷𝜎(𝑠). Будем считать, что 𝑉0 = 𝐷𝜎(𝑠), в противном случае этого добьемся, умень-
шая этот диск. Из определения голономного диффеоморфизма 𝐻 ′

ℎ𝑠
вытекает, что для любого

𝑠′ ∈ (𝑠 − 𝛿, 𝑠 + 𝛿) имеет место равенство 𝐻 ′
ℎ′𝑠

= 𝐻 ′
ℎ𝑠
, поэтому {𝐻 ′

ℎ′𝑠
}𝜎(𝑠′) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠′). Отсюда мы

получаем, что (𝑠 − 𝛿, 𝑠 + 𝛿)) ⊂ 𝑁, где 𝛿 = 𝛿(𝑠). Таким образом, 𝑁 — открытое подмножество
отрезка [0, 1].
Покажем, что 𝑁 — замкнуто в [0, 1]. Пусть 𝑠0 принадлежит замыканию 𝑁 в [0, 1] и {𝑠𝑛} —

последовательность из 𝑁, сходящаяся к 𝑠0 при 𝑛→ ∞. Так как

�̃�(𝑠𝑛) = ℎ𝑠𝑛(0) = ℎ𝑠𝑛(1) = 𝜎(𝑠𝑛),

то, благодаря непрерывности �̃� и 𝜎, выполняется равенство �̃�(𝑠0) = 𝜎(𝑠0), означающее, что ℎ𝑠0 —
петля в точке 𝜎(𝑠0). Пусть 𝐷0 = 𝐷𝜎(𝑠0) — трансверсальный диск в точке 𝜎(𝑠0), а 𝐻

′
ℎ𝑠0

— голо-

номный диффеоморфизм, определенный в окрестности 𝑊0 ⊂ 𝐷0 точки 𝜎(𝑠0). Тогда существует
такое число 𝛿0 > 0, что 𝜎(𝑠) ∈ 𝑊0 при всех 𝑠 ∈ (𝑠0 − 𝛿0, 𝑠0 + 𝛿0). Так как 𝑠0 ∈ 𝑁, то найдется
𝑠1 ∈ (𝑠0 − 𝛿0, 𝑠0 + 𝛿0), для которого {𝐻ℎ𝑠1

}𝜎(𝑠1) = {𝐻 ′
ℎ𝑠1

}𝜎(𝑠1) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠1). При этом, в соот-

ветствии с леммой 2.1, 𝜇𝜎(𝑠0)({𝐻 ′
ℎ𝑠1

}𝜎(𝑠1)) = {𝛾}𝜎(𝑠1) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠1). В силу квазианалитичности

𝛾 ∈ 𝒢 отсюда вытекает, что 𝛾 = 𝑖𝑑𝑉 всюду в связной области определения 𝑉. Следовательно,
{𝐻 ′

ℎ𝑠0
}𝜎(𝑠0) = {𝛾}𝜎(𝑠0) = {𝑖𝑑}𝜎(𝑠0), то есть 𝑠0 ∈ 𝑁 и 𝑁 = 𝑁. В силу выбора ℎ множество 𝑁 содер-

жит нуль. Таким образом, 𝑁 — непустое открытое и замкнутое подмножество связного отрезка
[0, 1], поэтому 𝑁 = [0, 1]. Это означает, что �̃� = 𝜎 и 𝛽−1

𝑎 (ker𝜒𝑎) = ker𝛽𝑎, то есть, ядро ker𝜒𝑎
тривиально и 𝜒𝑎 — изоморфизм групп.
Для доказательства необходимости предположим, что 𝜒𝑎 : 𝐻M(𝐿, 𝑎) → Γ(𝐿, 𝑎) — изоморфизм

групп, то есть, ядро ker𝜒𝑎 тривиально и ker𝛽𝑎 = ker 𝛾𝑎, где 𝛽𝑎 и 𝛾𝑎 — эпиморфизмы, удовле-
творяющие коммутативной диаграмме (2.2). Не нарушая общности, будем полагать, что слоение
(𝑀,𝐹 ) со связностью Эресмана M задано таким коциклом 𝜃 = {𝑈𝑖, 𝑓𝑖, 𝛾𝑖𝑗}𝑖,𝑗∈𝐽 , где M𝑖 := M|𝑈𝑖 —
связность Эресмана для субмерсии 𝑓𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖 := 𝑓𝑖(𝑈𝑖).
Покажем сначала, что любая композиция 𝛾 = 𝛾𝑘𝑘−1 ∘ . . . ∘ 𝛾32 ∘ 𝛾21 : 𝑈 → 𝑉 образующих

псевдогруппы 𝒢 является квазианалитической. Предположим, что существует такое связное от-
крытое подмножество 𝑈0 ⊂ 𝑈, что 𝛾|𝑈0 = 𝑖𝑑𝑈0 . Возьмем точку 𝑏 ∈ 𝑈0. Для простоты будем
обозначать компоненту связности 𝑈, содержащую 𝑈0, той же буквой 𝑈. Тогда 𝑏 ∈ 𝑈0 мож-
но соединить с любой точкой 𝑥 ∈ 𝑈 гладкой кривой 𝜑 в 𝑈, 𝜑(0) = 𝑏, 𝜑(1) = 𝑥. Заметим,
что 𝑈 ⊂ 𝑓1(𝑈1), 𝑉 ⊂ 𝑓𝑘(𝑈𝑘). Так как определены 𝛾𝑖−1𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1, то 𝑈𝑖−1 ∩ 𝑈𝑖 ̸= ∅, по-
этому окрестности 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑘 из коцикла 𝜃 образуют цепочку. Учитывая, что 𝛾(𝑏) = 𝑏, мы
получаем 𝑈1 ∩ 𝑈𝑘 ̸= ∅. Следовательно, существует точка 𝑎 ∈ 𝑓−1

1 (𝑏) ∩ 𝑓−1
𝑘 (𝑏). Пусть 𝜎 — лифт

пути 𝜑 в точку 𝑎 относительно связности Эресмана для субмерсии M|𝑈1 . Тогда 𝑓1 ∘𝜎 = 𝜑, 𝜎 ∈ Ω𝑎.
Обозначим 𝑏1 = 𝑏, 𝑏𝑖 := 𝛾𝑖𝑖−1(𝑏𝑖−1), 𝑖 = 2, . . . , 𝑘, при этом 𝑏𝑘 = 𝑏1 = 𝑏. Кроме того, существует
путь ℎ в слое 𝐿 = 𝐿(𝑎), принадлежащий объединению локальных слоев ∪𝑘𝑖=1𝑓

−1
𝑖 (𝑏𝑖), замкну-

тый в точке 𝑎. Заметим, что голономный диффеоморфизм 𝐻ℎ некоторой окрестности точки
𝑎 трансверсального диска 𝐷𝑎 удовлетворяет равенству 𝑓𝑘 ∘ 𝐻ℎ = 𝛾 ∘ 𝑓1. Отсюда, учитывая,
что {𝛾}𝑏 = {𝑖𝑑}𝑏 вытекает {𝐻ℎ}𝑎 = {𝑖𝑑}𝑎; следовательно, [ℎ] ∈ ker 𝛾𝑎. Согласно предположе-

нию, ker𝛽𝑎 = ker 𝛾𝑎, поэтому [ℎ] ∈ ker𝛽𝑎 и перенос 𝜎 вдоль ℎ не меняет 𝜎, то есть, если 𝜎
ℎ

−→> �̃�,

то �̃� = 𝜎. Пусть ℎ
𝜎

−→> ℎ1 и ℎ1(1) = 𝜎(1) = 𝑐. При этом 𝑓1(𝑐) = 𝑓1(𝜎(1)) = 𝜑(1) = 𝑥. Пока-
жем, что [ℎ1] ∈ ker𝛽𝑐. Предположим противное, тогда существует кривая 𝜎 ∈ Ω𝑐, обладающая

свойством 𝜎′
ℎ1−→> �̃�′ ̸= 𝜎′. Отсюда 𝜎𝜎′

ℎ
−→> 𝜎�̃�′ ̸= 𝜎𝜎′, где 𝜎𝜎′ и 𝜎�̃�′ — произведения соответ-

ствующих путей, что противоречит принадлежности [ℎ] ядру ker𝛽𝑎. Таким образом, [ℎ1] ∈ ker𝛽𝑐.
По предположению, ker𝛽𝑐 = ker 𝛾𝑐, следовательно, [ℎ1] ∈ ker 𝛾𝑐. Это означает, что {𝐻ℎ1}𝑐 = {𝑖𝑑}𝑐,
где 𝐻ℎ1 — голономный диффеоморфизм некоторой окрестности точки 𝑐 из трансверсального
диска 𝐷𝑐 вдоль петли ℎ1. Учитывая то, что кривая ℎ1(𝐼) покрыта той же цепочкой окрестностей
𝑈1, . . . , 𝑈𝑘, что и ℎ(𝐼) и, применяя лемму 2.1, мы получаем равенство {𝛾}𝑥=𝑓1(𝑐) = {𝑖𝑑}𝑥. Таким
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образом, 𝛾 совпадает с 𝑖𝑑𝑈 . Из доказанного вытекает квазианалитичность любой образующей 𝛾𝑖𝑗
голономной псевдогруппы 𝒢.
Пусть теперь 𝛾 — произвольный элемент из 𝒢. Если 𝛾 — обратный элемент к образующей,

то его квазианалитичность является прямым следствием квазианалитичности образующей.
Пусть 𝛾 является объединением образующих, то есть в каждой точке из области определения 𝛾

существует окрестность, где 𝛾 совпадает с одной из образующих. Предположим, что 𝑉 — связная
компонента области определения 𝛾 и существует окрестность 𝑉0 ⊂ 𝑉 такая, что 𝛾|𝑉0 = 𝑖𝑑𝑉0 . Со-
единим точку 𝑏 ∈ 𝑉0 с произвольной точкой 𝑦 ∈ 𝑉 гладкой кривой 𝜓 в 𝑉 и рассмотрим конечную
цепочку окрестностей 𝑉1, . . . , 𝑉𝑚, 𝑉𝑖∩𝑉𝑖+1 ̸= ∅, покрывающую 𝜓(𝐼) и обладающую тем свойством,

что 𝛾|𝑉𝑖 совпадает с одной из образующих 𝒢. Обозначим через 𝛾(𝑖) ту образующую из 𝒢, с которой
совпадает 𝛾|𝑉𝑖 , возможно разным 𝑖 соответствует одна и та же образующая. Так как 𝑉1 ∩ 𝑉0 —
открытое подмножество, на котором 𝛾(1) совпадает с тождественным отображением, то квази-
аналитичность 𝛾(1) влечет 𝛾(1)|𝑉1 = 𝑖𝑑𝑉1 . Отсюда, поскольку 𝛾(1)|𝑉1∩𝑉2 = 𝛾(2)|𝑉1∩𝑉2 , благодаря
квазианалитичности 𝛾(2), вытекает 𝛾(2)|𝑉2 = 𝑖𝑑𝑉2 . Продолжая эти рассуждения, мы видим, что
𝛾|𝑉𝑚 = 𝑖𝑑𝑉𝑚 . Отсюда, в силу произвольности 𝑦 ∈ 𝑉 , следует 𝛾|𝑉 = 𝑖𝑑𝑉 . Это завершает проверку
квазианалитичности псевдогруппы 𝒢.

3. Двуслоения, накрытые произведением

3.1. Теорема Касивабары. Пусть (𝑀,𝐹1) и (𝑀,𝐹2) – слоения коразмерности 𝑞1 и 𝑞2 соответ-
стенно, причем 𝑞1+𝑞2 = 𝑛. Если эти слоения трансверсальны, то есть 𝑇𝑥𝑀 = 𝑇𝑥𝐹1⊕𝑇𝑥𝐹2 в каждой
точке 𝑥 ∈ 𝑀, то эта пара слоений называется двуслоением и обозначается через (𝑀,𝐹1, 𝐹2) или,
для краткости, через (𝐹1, 𝐹2).
Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение, допускающее интегрируемую связность Эресмана M на 𝑛-мерном

многообразии 𝑀. Совокупность максимальных интегральных многообразий распределения M
образует слоение (𝑀,𝐹 𝑡). При этом (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡) — двуслоение.
Обозначим через N распределение, касательное к слоям слоения (𝑀,𝐹 ). Подчеркнем, что, если

M — интегрируемая связность Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 ), то N — интегрируемая связность
Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 𝑡).
Напомним, что слоение (𝑀,𝐹 ) имеет интегрируемую связность Эресмана M тогда и только

тогда, когда двуслоение (𝐹, 𝐹 𝑡) обладает следующим свойством. Для любой допустимой пары
путей (𝜎, ℎ) существует такое кусочно гладкое отображение 𝐻 : 𝐼1× 𝐼2 →𝑀, что при любом фик-
сированном 𝑠 ∈ 𝐼1 сужение 𝐻|{𝑠}×𝐼2 является кривой в слое 𝐿(𝜎(𝑠)) слоения (𝑀,𝐹 ), проходящем
через точку 𝜎(𝑠), а при любом фиксированном 𝑡 ∈ 𝐼2 сужение 𝐻|𝐼1×{𝑡} — кривая в слое 𝑁(ℎ(𝑡))

слоения (𝑀,𝐹 𝑡), проходящем через точку ℎ(𝑡).
Пусть 𝐿 × 𝑁 – произведение многообразий 𝑀 и 𝑁 , тогда тройка (𝐿 × 𝑁,ℱ1,ℱ2),

где ℱ1 := {𝐿 × {𝑦}, 𝑦 ∈ 𝑁}, ℱ2 := {{𝑧} × 𝑁, 𝑧 ∈ 𝐿}, называется каноническим двуслоением
произведения 𝐿×𝑁 .
Ш. Касивабара в [2] доказана теорема, которую мы сформулируем в следующем, удобном для

нас виде. При этом через Fol обозначается категория слоений, морфизмами в которой служат
гладкие отображения, переводящие слои одного слоения в слои другого.

Теорема Касивабары. Пусть M — интегрируемая связность Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 )
и (𝑀,𝐹 𝑡) — такое слоение, что 𝑇𝐹 𝑡 = M. Пусть 𝐿 = 𝐿(𝑥), 𝑁 = 𝑁(𝑥) — слои слоений (𝑀,𝐹 )
и (𝑀,𝐹 𝑡), соответственно, проходящие через произвольную точку 𝑥 ∈ 𝑀. Если многообразие
𝑀 односвязно, то существует диффеоморфизм

Θ: 𝑀 → 𝐿×𝑁,

являющийся изоморфизмом в категории Fol как слоений (𝑀,𝐹 ) и (𝐿 × 𝑁,ℱ1), так и слоений
(𝑀,𝐹 𝑡) и (𝐿×𝑁,ℱ2), где (𝐿×𝑁,ℱ1,ℱ2) – каноническое двуслоение произведения 𝐿×𝑁 .

Определение 3.1. Двуслоение (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡) называется двуслоением, накрытым произведени-
ем, если существует накрытие 𝜅 : 𝑋1 × 𝑋2 → 𝑀 произведения многообразий 𝑋1 × 𝑋2 на 𝑀,
которое переводит слои произведения в соответствующие слои слоений (𝑀,𝐹 ) и (𝑀,𝐹 𝑡).
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Применяя указанную теорему Касивабары, нетрудно показать, что имеет место

Предложение 3.1. Для того, чтобы двуслоение (𝐹, 𝐹 𝑡) было накрыто произведением, необ-
ходимо и достаточно, чтобы распределение M = 𝑇𝐹 𝑡 являлось интегрируемой связностью
Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 ).

Я.Л. Шапиро в [7], [8] называет 𝑀 с двуслоением (𝐹, 𝐹 𝑡), накрытым произведением, приводи-
мым многообразием, а пару (𝐹, 𝐹 𝑡) — его двулистной структурой.

3.2. Леммы. Пусть 𝐺 — группа, действующая гладко на многообразии 𝑋 слева как группа
диффеоморфизмов. Действие 𝐺 называется собственно разрывным, если оно удовлетворяет сле-
дующим условиям:
1) если 𝑥 и 𝑦 не принадлежат одной орбите группы 𝐺, то они имеют такие окрестности 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦

соответственно, что 𝑔(𝑈𝑥) ∩ 𝑈𝑦 = ∅ для любых 𝑔 ∈ 𝐺;
2) стационарная подгруппа 𝐺𝑥 в любой точке 𝑥 ∈ 𝑋 конечна;
3) для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 существует окрестность 𝑈, удовлетворяющая равенствам 𝑔(𝑈) = 𝑈

для любых 𝑔 ∈ 𝐺𝑥 и 𝑔(𝑈) ∩ 𝑈 = ∅ для любых 𝑔 ∈ 𝐺 ∖𝐺𝑥.
Напомним, что группа 𝐺 действует на 𝑋 свободно, если 𝐺𝑥 = {𝑖𝑑𝑋} для любого 𝑥 ∈ 𝑋.
Если 𝐺 — собственно разрывная группа диффеоморфизмов, действующая свободно на диф-

ференцируемом многообразии 𝑋, то фактор-пространство 𝑋/𝐺 имеет структуру дифференциру-
емого многообразия, причем естественная проекция 𝜋 : 𝑋 → 𝑋/𝐺 является гладким регулярным
накрывающим отображением.
Имеет место следующая легко доказываемая лемма.

Лемма 3.1. Пусть 𝐺 — собственно разрывная группа диффеоморфизмов многообразия 𝑋,
действующая свободно, и 𝐻 — ее нормальный делитель. Тогда на фактор-многообразии
𝑋 ′ := 𝑋/𝐻 свободно и собственно разрывно действует группа диффеоморфизмов Ψ, изоморфная
факторгруппе 𝐺/𝐻, причем существует диффеоморфизм Ξ: 𝑋/𝐺 → 𝑋 ′/Ψ, удовлетворяющий
коммутативной диаграмме

𝑋
𝑓−−−−→ 𝑋/𝐻

𝜋

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜋′

𝑋/𝐺
Ξ−−−−→ 𝑋 ′/Ψ,

где 𝑓, 𝜋, 𝜋′ — естественные проекции, являющиеся регулярными накрывающими отображени-
ями с группами накрывающих преобразований 𝐻, 𝐺, Ψ соответственно.

Говорят, что диффеоморфизм 𝑓 многообразия �̃� лежит над диффеоморфизмом 𝑓 многообра-
зия 𝑋 относительно отображения 𝜋 : �̃� → 𝑋, если коммутативна диаграмма

�̃�
𝑓−−−−→ �̃�

𝜋

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜋
𝑋

𝑓−−−−→ 𝑋.

Лемма 3.2. Пусть 𝜅 : �̃� → 𝑋 — универсальное накрывающее отображение и Γ — группа
накрывающих преобразований 𝜅. Тогда:
1) над каждым диффеоморфизмом 𝑔 многообразия 𝑋 лежит некоторый диффеоморфизм 𝑔

многообразия �̃�;
2) для того, чтобы диффеоморфизм 𝑔 многообразия �̃� лежал над некоторым диффеоморфиз-

мом многообразия 𝑋 необходимо и достаточно, чтобы 𝑔 ∘ Γ = Γ ∘ 𝑔;
3) множество всех диффеоморфизмов многообразия �̃�, лежащих над диффеоморфизмами

из группы 𝐺, образует группу �̃�, причем факторгруппа �̃�/𝐺 изоморфна группе Γ.

Доказательство. Это утверждение доказывается аналогично доказательству теорем 28.10 и 28.7
для 𝐺-пространств Буземана в [12].
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Если �̃� и 𝐺 связаны свойством 3) леммы 3.2, то будем говорить, что группа �̃� лежит над

группой 𝐺 относительно 𝜅 : �̃� → 𝑋.

Лемма 3.3. Пусть Ψ — собственно разрывная группа диффеоморфизмов многообразия 𝑋,
действующая свободно и 𝜅 : 𝑋 → 𝑋/Ψ — естественная проекция. Пусть �̃� : �̃� → 𝑋 — универ-
сальное накрывающее отображение и 𝐻 — группа накрывающих преобразований накрытия �̃�.
Тогда группа 𝐺 накрывающих преобразований универсального накрытия 𝜅∘ �̃� : �̃� → 𝑋/Ψ лежит

над группой Ψ относительно �̃� : �̃� → 𝑋/Ψ, причем группа Ψ изоморфна фактор-группе 𝐺/𝐻.

Доказательство. Группа 𝐺 накрывающих преобразований универсального накрытия 𝜅 ∘ �̃� изо-
морфна фундаментальной группе многообразия 𝑋/Ψ, а группа накрывающих преобразований 𝐻
универсального накрытия �̃� изоморфна фундаментальной группе многообразия 𝑋.
Из леммы 3.2 вытекает, что диффеоморфизмы многообразия �̃�, лежащие над диффеоморфиз-

мами из группы Ψ относительно �̃�, образуют группу, которую обозначим через Ψ̃, причем группа
Ψ изоморфна фактор-группе Ψ̃/𝐻.

Покажем, что 𝐺 совпадает с Ψ̃. Любое преобразование 𝜓 ∈ Ψ̃ лежит над некоторым 𝜓 ∈ Ψ,
то есть �̃�∘𝜓 = 𝜓 ∘ �̃�. Нетрудно проверить, что Ψ — группа накрывающих преобразований накры-
тия 𝜅, поэтому для каждого 𝜓 ∈ Ψ выполняется равенство 𝜅 ∘ 𝜓 = 𝜅. Из предыдущего вытекает
цепочка равенств

(𝜅 ∘ �̃�) ∘ 𝜓 = 𝜅 ∘ (�̃� ∘ 𝜓) = 𝜅 ∘ (𝜓 ∘ �̃�) = (𝜅 ∘ 𝜓) ∘ �̃� = 𝜅 ∘ �̃�
или (𝜅∘�̃�)∘𝜓 = 𝜅∘�̃�. Таким образом, каждое 𝜓 ∈ Ψ̃ лежит над тождественным диффеоморфизмом

относительно 𝜅 ∘ �̃�, то есть Ψ̃ ⊂ 𝐺.
Покажем, что выполняется обратное включение. Пусть 𝐻 — группа накрывающих преобра-

зований накрытия �̃�. Очевидно, что 𝐻 ⊂ 𝐺. Естественная проекция 𝜅 : 𝑋 → 𝑋/Ψ является ре-
гулярным накрывающим отображением, поэтому 𝐻 является нормальным делителем группы 𝐺,
то есть 𝑔 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑔. Отсюда, в силу второго утверждения леммы 3.2, следует, что каждый
диффеоморфизм 𝑔 ∈ 𝐺 лежит над некоторым диффеоморфизмом 𝑔* многообразия 𝑋, то есть
�̃� ∘ 𝑔 = 𝑔* ∘ �̃�. Отсюда 𝜅 ∘ �̃� ∘ 𝑔 = 𝜅 ∘ 𝑔* ∘ �̃� и, учитывая равенство 𝜅 ∘ �̃� ∘ 𝑔 = 𝜅 ∘ �̃�, мы имеем
𝜅 ∘ 𝑔* ∘ �̃�(�̃�) = 𝜅 ∘ �̃�(�̃�) для любого �̃� ∈ �̃�. Поскольку 𝑥 = �̃�(�̃�) пробегает все 𝑋, когда �̃� пробегает

все �̃�, то из предыдущего равенства вытекает 𝜅∘𝑔*(𝑥) = 𝜅(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋, то есть 𝜅∘𝑔* = 𝜅

и 𝑔* — накрывающее преобразование для 𝜅. Поэтому 𝑔* ∈ Ψ и 𝑔 ∈ Ψ̃, следовательно, 𝐺 ⊂ Ψ̃.
Таким образом, 𝐺 = Ψ̃.

Напомним, что 𝐺𝛿-подмножество многообразия 𝑋 является пересечением счетного семейства
открытых всюду плотных в 𝑋 подмножеств. Поскольку на любом многообразии 𝑋 существует
полная риманова метрика, согласно теореме Хопфа–Ринова, 𝑋 можно рассматривать как пол-
ное метрическое пространство. Следовательно, по теореме Бэра, любое 𝐺𝛿-подмножество всюду
плотно в 𝑋.
Мы будем пользоваться следующим легко доказываемым утверждением.

Лемма 3.4. Пусть 𝜅 : �̃� → 𝑋 — гладкое универсальное накрывающее отображение для мно-
гообразия 𝑋, а 𝐺 — некоторая группа диффеоморфизмов многообразия �̃�, лежащая над груп-
пой Ψ. Тогда, если одна из групп 𝐺 или Ψ обладает одним из следующих свойств:
1) существует точка, неподвижная только относительно тождественного диффеоморфиз-

ма;
2) группа действует свободно;
3) множество неподвижных точек относительно каждого диффеоморфизма группы, исклю-

чая тождественный, является всюду плотным 𝐺𝛿-подмножеством;
4) группа вполне разрывна,

то этим же свойством обладает и другая группа.

Далее мы применяем следующую лемму из [13, Лемма 1].

Лемма Шапиро. Пусть 𝑋1, 𝑋2 — некоторые множества, 𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 и 𝐺 — некоторая
группа преобразований 𝑋, сохраняющих его структуру произведения. Пусть, далее, 𝑝𝑟1 и 𝑝𝑟2 —
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канонические проекции множества 𝑋 на 𝑋1 и 𝑋2, а 𝐺1 и 𝐺2 — группы преобразований 𝑋1 и
𝑋2, индуцированные на них (посредством 𝑝𝑟1 и 𝑝𝑟2) группой 𝐺, и 𝑞1 : 𝐺 → 𝐺1, 𝑞2 : 𝐺 → 𝐺2 —
естественные гомоморфизмы. Пусть 𝐺′

11 и 𝐺
′
22 — ядра гомоморфизмов 𝑞1, 𝑞2 и 𝐺11 := 𝑞1(𝐺

′
22),

𝐺22 := 𝑞2(𝐺
′
11). Тогда:

1) существует такой изоморфизм факторгрупп

Θ: 𝐺1/𝐺11 → 𝐺2/𝐺22,

что, если {𝑔𝑖} ∈ 𝐺𝑖/𝐺𝑖𝑖, 𝑖 = 1, 2, где 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖, {𝑔𝑖} — соответствующий 𝑔𝑖 класс
и {𝑔2} = Θ({𝑔1}), то 𝐺 образовано множеством пар (𝑔1, 𝑔2) = 𝑔1∘𝑔2, где 𝑔1(𝑥1, 𝑥2) := (𝑔1(𝑥1), 𝑥2),
𝑔2(𝑥1, 𝑥2) := (𝑥1, 𝑔2(𝑥2)), 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖;
2) обратное, пусть 𝐺𝑖 — группы преобразований 𝑋𝑖, 𝐺𝑖𝑖 — указанные выше их нормальные де-

лители, причем существует изоморфизм Θ: 𝐺1/𝐺11 → 𝐺2/𝐺22, то пятерка (𝐺1, 𝐺2, 𝐺11, 𝐺22,Θ)
однозначно определяет группу преобразований 𝐺 на 𝑋1 ×𝑋2, сохраняющую структуру произве-
дения, по отношению к которой упомянутая пятерка играет указанную в первой части леммы
роль.

3.3. Категория двуслоений, накрытых произведением. Обозначим черезBiF категорию,
объектами которой служат двуслоения (𝑀,𝐹1, 𝐹2), накрытые произведением. Морфизмами двух
объектов (𝑀,𝐹1, 𝐹2) и (𝑀 ′, 𝐹 ′

1, 𝐹
′
2) будем называть дифференцируемые отображения 𝑓 : 𝑀 →𝑀 ′,

являющиеся морфизмами слоений (𝑀𝑖, 𝐹𝑖), 𝑖 = 1, 2, и (𝑀 ′
𝑖 , 𝐹

′
𝑖 ) в категории слоений Fol.

Пусть 𝑋1 и 𝑋2 — многообразия размерности 𝑛1 и 𝑛2 соответственно. Пусть заданы

Φ1 : Ψ ×𝑋1 → 𝑋1 и Φ2 : Ψ ×𝑋2 → 𝑋2

— левые действия группы Ψ, обладающие тем свойством, что индуцировнное действие группы Ψ

Φ: Ψ ×𝑋1 ×𝑋2 → 𝑋1 ×𝑋2 : (𝜓, (𝑥1, 𝑥2)) ↦→ (𝜓 · 𝑥1, 𝜓 · 𝑥2) ∀𝜓 ∈ Ψ

является свободным и собственно разрывным. Следовательно, проекция

𝜅 : 𝑋1 ×𝑋2 → (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ

на пространство орбит является регулярным накрывающим отображением с группой Ψ в каче-
стве группы накрывающих преобразований. Поэтому на (𝑋1 × 𝑋2)/Ψ индуцируется структура
гладкого многообразия, относительно которой 𝜅 становится гладким накрывающим отображе-
нием. Поскольку действие Φ группы Ψ на 𝑋1 × 𝑋2 сохраняет структуру произведения, то на
(𝑋1 ×𝑋2)/Ψ индуцируется двуслоение (ℱ1,ℱ2), накрытое произведением 𝑋1 ×𝑋2.

Определение 3.2. Фактормногообразие (𝑋1 × 𝑋2)/Ψ называется каноническим, а тройка
((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2), полученная указанным выше образом, будем называть каноническим дву-
слоением.

Везде далее в этом разделе индексы 𝑖 и 𝑗 принимают значения 1 и 2, причем 𝑖 ̸= 𝑗.

Предложение 3.2. Любое двуслоение (𝑀,𝐹1, 𝐹2), накрытое произведением, изоморфно в ка-
тегории BiF некоторому каноническому двуслоению ((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2).

Доказательство. Пусть 𝑓 : �̃�1 × �̃�2 → 𝑀 — универсальное накрытие, тогда, согласно теореме
Касивабары, ℱ̃𝑖 = 𝑓*ℱ𝑖 — стандартные слоения произведения. Поскольку группа𝐺 накрывающих
преобразований накрытия 𝑓 является группой автоморфизмов (�̃�1×�̃�2, ℱ̃1,ℱ2) в категории BiF,

то для любых 𝑥𝑖 ∈ �̃�𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺 выполняются равенства

𝑔({𝑥1} × �̃�2) = {𝑥′1} × �̃�2 и 𝑔(�̃�1 × {𝑥2}) = �̃�1 × {𝑥′2},

где 𝑥′𝑖 ∈ �̃�𝑖. Поэтому, корректно определены отображения 𝑔𝑖 := 𝑝𝑟𝑖 ∘ 𝑔, где 𝑝𝑟1 и 𝑝𝑟2 — канониче-

ские проекции произведения �̃�1 × �̃�2 на сомножители, причем

𝑔(𝑥1, 𝑥2) = (𝑔1(𝑥1), 𝑔2(𝑥2)) ∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ �̃�1 × �̃�2.
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Пусть 𝐺𝑖 := {𝑔𝑖 = 𝑝𝑟𝑖 ∘ 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} и 𝑞𝑖 : 𝐺 → 𝐺𝑖 — естественный эпиморфизм групп,
𝐺𝑖𝑖 := 𝑞𝑖(𝑞

−1
𝑗 (1𝑗)), где 1𝑗 — единица группы 𝐺𝑗 . При этом 𝐺𝑖𝑖 — нормальный делитель груп-

пы 𝐺𝑖 и определены факторгруппы 𝐺𝑖/𝐺𝑖𝑖. Согласно лемме Шапиро, существует изоморфизм
Θ: 𝐺1/𝐺11 → 𝐺2/𝐺22, удовлетворяющий коммутативной диаграмме

𝐺1

ℎ1
��

𝐺
𝑞1oo 𝑞2 // 𝐺2

ℎ2
��

𝐺1/𝐺11
Θ // 𝐺2/𝐺22,

где ℎ𝑖 : 𝐺𝑖 → 𝐺𝑖/𝐺𝑖𝑖 — естественные проекции.
Возьмем какую-либо точку �̃� = (�̃�1, �̃�2) из 𝑓

−1(𝑥). Пусть

𝑁𝑖(�̃�𝑗) := {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔(�̃�𝑖 × {�̃�𝑗}) = �̃�𝑖 × {�̃�𝑗}} и 𝑁𝑖(�̃�) := 𝑞𝑖𝑁𝑖(�̃�𝑗).

Так как группа накрывающих преобразований 𝐺 действует на �̃�1×�̃�2 свободно и собственно раз-
рывно, то группы𝑁𝑖(�̃�𝑗) и𝑁𝑖(�̃�) действуют на �̃�𝑖×{�̃�𝑗} и �̃�𝑖 соответственно свободно и собственно

разрывно. Нетрудно проверить, что сужение 𝑓 |�̃�𝑖×{�̃�𝑗} : �̃�𝑖×{�̃�𝑗} → 𝐿𝑖(𝑥) — регулярное накрытие

на слой 𝐿𝑖(𝑥) ∈ 𝐹𝑖 с группой накрывающих преобразований 𝑁𝑖(�̃�𝑗). Поскольку 𝐺𝑖𝑖 ⊂ 𝑁𝑖(�̃�𝑗), то

𝐺𝑖𝑖 действует на �̃�𝑖 свободно и собственно разрывно, поэтому определено фактор-многообразие
𝑋𝑖 := �̃�𝑖/𝐺𝑖𝑖. Прямое произведение 𝐺11 × 𝐺22 нормальных делителей 𝐺𝑖𝑖 групп 𝐺𝑖 являет-
ся нормальным делителем группы 𝐺, следовательно, определено гладкое фактор-многообразие
(�̃�1 × �̃�2)/(𝐺11 × 𝐺22), диффеоморфное произведению многообразий (�̃�1/𝐺11) × (�̃�2/𝐺22). Со-
гласно лемме 3.1, на произведении многообразий 𝑋1 ×𝑋2 действует свободно и собственно раз-
рывно группа Ψ, изоморфная факторгруппе 𝐺/(𝐺11×𝐺22), причем существует диффеоморфизм
Θ: 𝑀 → (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ, удовлетворяющий коммутативной диаграмме

�̃�1 × �̃�2
𝑓1×𝑓2−−−−→ 𝑋1 ×𝑋2

𝑓

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜅
(�̃�1 × �̃�2)/𝐺 = 𝑀

Θ−−−−→ (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,

(3.1)

где 𝑓𝑖 : �̃�𝑖 → 𝑋𝑖 = �̃�𝑖/𝐺𝑖𝑖 и 𝜅 : 𝑋1 ×𝑋2 → (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ — факторотображения на пространства
орбит. Из леммы Шапиро вытекает, что группа Ψ изоморфна каждой факторгруппе 𝐺1/𝐺11

и 𝐺2/𝐺22. Так как группа Ψ сохраняет структуру произведения, то на фактор-многообразии
(𝑋1×𝑋2)/Ψ определено каноническое двуслоение (ℱ1,ℱ2) и Θ — изоморфизм в категорииBiF.

Определение 3.3. Абстрактная группа Ψ, удовлетворяющая предложению 3.2, называется
структурной группой двуслоения, накрытого произведением.

Следующее утверждение вытекает из доказательства предложения 3.2.

Следствие 3.1. Если 𝜉 = ((𝑋1×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2) — каноническое двуслоение, то структурная
группа Ψ изоморфна каждой из факторгрупп 𝐺/(𝐺11 ×𝐺22), 𝐺1/𝐺11, 𝐺2/𝐺22, где группа 𝐺 изо-
морфна фундаментальной группе 𝜋1(𝑀) фактор-многоообразия 𝑀 ∼= (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ, а группа 𝐺𝑖𝑖,
𝑖 = 1, 2, изоморфна фундаментальной группе 𝜋1(𝑋𝑖) многоообразия 𝑋𝑖.

3.4. Интерпретация канонического двуслоения.

Лемма 3.5. Пусть 𝜅 : �̃� → 𝑀 — гладкое регулярное накрывающее отображение для много-
образия 𝑀. Если ℎ и ℎ′ — пути с началом в точках 𝑦 = ℎ(0) и 𝑦′ = ℎ′(0), накрывающие кусочно
гладкий путь 𝜎 в 𝑀, то существует единственное накрывающее преобразование 𝜓, удовлетво-
ряющее равенству 𝜓 ∘ ℎ = ℎ′.

Доказательство. Обозначим через Ψ группу накрывающих преобразований регулярного накры-
тия 𝜅. Напомним, что Ψ действует просто транзитивно на любом слое 𝜅−1(𝑥), 𝑥 ∈𝑀.
Поскольку 𝜎 = 𝜅 ∘ ℎ = 𝜅 ∘ ℎ′ для любого 𝑠 ∈ 𝐼 существуют такие отрезок 𝐼𝑠 = [𝑠− 𝛿, 𝑠+ 𝛿] ⊂ 𝐼

и накрывающее преобразование 𝜓𝑠, что 𝜓𝑠 ∘ℎ|𝐼𝑠 = ℎ′|𝐼𝑠 . В силу компактности отрезка 𝐼 найдется
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его разбиение 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑚+1 = 1, обладающее свойством 𝜓𝑖∘ℎ|𝐼𝑖 = ℎ′|𝐼𝑖 , где 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1],
𝑖 = 0, . . . ,𝑚, 𝜓𝑖 ∈ Ψ. Поскольку 𝜓𝑖(𝑡𝑖+1) = 𝜓𝑖+1(𝑡𝑖+1), мы имеем 𝜓1 = 𝜓2 = . . . = 𝜓𝑚 = 𝜓 ∈ Ψ
и 𝜓 ∘ ℎ = ℎ′.

Определение 3.4. Пусть (𝑀,𝐹 ) — слоение со связностью Эресмана M. Регулярное накры-
вающее отображение 𝑓 : 𝐿0 → 𝐿 на слой 𝐿 этого слоения называется M-голономным, если
группа его накрывающих преобразований изоморфна группе M-голономии 𝐻M(𝐿).

Согласно предложению 3.2, любое двуслоение (𝑀,𝐹1, 𝐹2) изоморфно в категории BiF канони-
ческому двуслоению ((𝑋1×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2). Следующее утверждение раскрывает геометрический
смысл многообразий 𝑋1 и 𝑋2.

Предложение 3.3. Пусть (𝑀,𝐹1, 𝐹2) ∈ 𝑂𝑏(BiF) и ((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2) — изоморфное ему
каноническое двуслоение, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 ̸= 𝑗. Тогда многообразие 𝑋𝑖 является пространством
M𝑖-голономного накрывающего отображения для любого слоя слоения 𝐹𝑖, где M𝑖 := 𝑇𝐹𝑗 .

Доказательство. Отождествим 𝑀 с (𝑋1 × 𝑋2)/Ψ по диффеоморфизму Θ, удовлетворяюще-
му коммутативной диаграмме 3.1. Пусть 𝐿1 = 𝐿1(𝑥) — произвольный слой слоения 𝐹1,
(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜅−1(𝑥), тогда 𝜅1 := 𝜅|𝑋1×{𝑥2} : 𝑋1×{𝑥2} → 𝐿1 — накрывающее отображение. Сохраним
обозначения, введенные выше, пусть

Ψ(𝑥2) := {𝜓 ∈ Ψ | 𝜓(𝑋1 × {𝑥2}) = 𝑋1 × {𝑥2}},

при этом Ψ(𝑥2) свободно и собственно разрывно действует на 𝑋1 × {𝑥2}. Пусть Ψ1 и Ψ2 —
группы диффеоморфизмов 𝑋1 и 𝑋2, индуцированные группой Ψ, тогда 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2), где
𝜓𝑖 ∈ Ψ𝑖, причем канонические проекции 𝑞𝑖 : Ψ → Ψ𝑖 являются изморфизмами групп. Поскольку
𝜓 = (𝜓1, 𝜓2) ∈ Ψ(𝑥2) тогда и только тогда, когда 𝜓2(𝑥2) = 𝑥2, то 𝑞𝑖|Ψ(𝑥2) : Ψ(𝑥2) → Ψ𝑥2 — изомор-
физм на стационарную подгруппу группы Ψ в точке 𝑥2 ∈ 𝑋2. Поскольку 𝐿1 = (𝑋1×{𝑥2})/Ψ(𝑥2),
то накрывающее отображение 𝜅1 является регулярным, а Ψ(𝑥2) — его группой накрывающих пре-
образований. Нам нужно показать, что группа Ψ(𝑥2) изоморфна группе голономии 𝐻M2(𝐿1, 𝑥).
Так как 𝜅1 — регулярное накрытие, то образ индуцированного гомоморфизма

𝜅1* : 𝜋1(𝑋1 × {𝑥2}, (𝑥1, 𝑥2)) → 𝜋1(𝐿1, 𝑥)

является нормальным делителем 𝜌, причем группа Ψ(𝑥2) изоморфна фактор-группе 𝜋1(𝐿1, 𝑥)/𝜌.
Пусть

𝜈 : 𝜋1(𝐿1, 𝑥) → Ψ(𝑥2)

естественный эпиморфизм на указанную фактор-группу. Обозначим через

𝛽 : 𝜋1(𝐿1, 𝑥) → 𝐻M2(𝐿1, 𝑥)

естественный эпиморфизм, ядро которого ker𝛽 = 𝐾M2(𝐿1, 𝑥) образовано элементами
[ℎ] ∈ 𝜋1(𝐿1, 𝑥), тривиально действующими на множестве горизонтальных кривых Ω𝑥 (по опреде-
лению группы M-голономии). Напомним, как определяется перенос произвольного пути 𝜎 ∈ Ω𝑥

вдоль пути ℎ. Пусть 𝜎
ℎ

−→> �̃� и 𝑦 = (𝑥1, 𝑥2). Обозначим через 𝜐, 𝑘, 𝜐 пути в 𝑋1 × 𝑋2 с нача-
лом в 𝑦, накрывающие 𝜎, ℎ и �̃� соответственно. Тогда стандартная вертикально-горизонтальная

гомотопия относительно произведения 𝑋1 ×𝑋2 определяет перенос 𝜐
𝑘

−→> 𝜐.
Покажем, что ker 𝜈 ⊂ ker𝛽. Возьмем любой элемент [ℎ] ∈ ker 𝜈 = 𝜌, тогда путь ℎ̃, накрывающий

ℎ с началом в 𝑦, является петлей в точке 𝑦. Для любого 𝜎 ∈ Ω𝑥 обозначим через �̃� результат
переноса 𝜎 вдоль ℎ относительно интегрируемой связности Эресмана M2. Пусть 𝜐 и 𝜐 — пути,
накрывающие 𝜎 и �̃� соответственно. Так как ℎ̃ — петля, то 𝜐 = 𝜐, следовательно, 𝜎 = �̃� и
[ℎ] ∈ ker𝛽.
Обратно, пусть [ℎ] ∈ ker𝛽. Предположим, что [ℎ] ̸∈ ker 𝜈. Заметим, что включение

𝑗 : 𝐿1 → 𝑀 индуцирует изоморфизм 𝑗* : 𝜌→ 𝐺11 на нормальный делитель фундаменталь-
ной группы 𝜋1(𝑀,𝑥), рассматриваемой как группа накрывающих преобразований 𝐺 накрытия

𝑓 : �̃�1 × �̃�2 →𝑀, причем 𝐺11 совпадает с преобразованиями из 𝐺, индуцирующими 𝑖𝑑�̃�2
на �̃�2.

Поэтому, из того, что [ℎ] ̸∈ 𝜌 вытекает, что [ℎ] индуцирует нетождественное преобразование
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𝜓2 ∈ Ψ𝑥2 . Найдется 𝑧 ∈ 𝑋2, для которого 𝑧
′ := 𝜓2(𝑧) ̸= 𝑧. Соединим 𝑥2 с точкой 𝑧 в 𝑋2 кусочно

гладкой кривой 𝛾, тогда кривая 𝛾 := 𝜓2 ∘ 𝛾 соединяет 𝑥0 с 𝑧′ в 𝑋2. Пусть 𝜐 — такая кривая
в слое 𝑋1 × {𝑥2} произведения 𝑋1 × 𝑋2, что 𝑝𝑟2 ∘ 𝜐 = 𝛾. Так как [ℎ] ̸∈ 𝜌, то путь ℎ̃ с началом

в 𝑦, накрывающий ℎ, не замкнутый. Пусть 𝜐
ℎ̃

−→> 𝜐, при этом 𝑝𝑟2 ∘ 𝜐 = 𝛾. Так как [ℎ] ∈ ker𝛽, то

𝜎
ℎ

−→> �̃� = 𝜎, где 𝜎 := 𝑘 ∘ 𝜐. Поэтому 𝜐 и 𝜐 — пути с началом в точках 𝑦 и 𝑣 := ℎ̃(1), накрыва-
ющие один и тот же путь 𝜎. Согласно лемме 3.5, элемент 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2) удовлетворяет равенству
𝜐 = 𝜓 ∘𝜐. Отсюда, учитывая, что 𝜓2 = 𝑝𝑟2 ∘𝜓, мы получаем 𝛾 = 𝜓2 ∘𝛾 = 𝛾, следовательно, 𝑧 = 𝑧′.
Это означает, что 𝜓2 = 𝑖𝑑𝑋2 . Противоречие показывает, что имеет место включение ker 𝜈 ⊃ ker𝛽.
Итак, мы имеем ker 𝜈 = ker𝛽, отсюда вытекает существование изоморфизма групп

Ξ: Ψ(𝑥2) → 𝐻M2(𝐿1, 𝑥),

удовлетворяющего равенству Ξ ∘ 𝜈 = 𝛽.
Таким образом, 𝑋1 является M1-голономным накрытием для любого слоя слоения (𝑀,𝐹1).

Аналогично, 𝑋2 служит M2-голономным накрытием для слоев слоения (𝑀,𝐹2).

4. Категория троек, эквивалентная категории BiF

4.1. Категория троек T. Пусть (𝑋1, 𝑋2,Ψ) — тройка, состоящая из гладких многообразий
𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, произвольной размерности 𝑛𝑖, группы Ψ эффективно действующей на 𝑋𝑖 и диаго-
нально действующей на произведении многообразий 𝑋1 ×𝑋2 по правилу

Φ: Ψ ×𝑋1 ×𝑋2 → 𝑋1 ×𝑋2 : (𝜓, (𝑥1, 𝑥2)) ↦→ (𝜓 · 𝑥1, 𝜓 · 𝑥2) ∀𝜓 ∈ Ψ,

причем группа Ψ действует на 𝑋1 ×𝑋2 свободно и собственно разрывно.
Если (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и (𝑋 ′

1, 𝑋
′
2,Ψ

′) — две такие тройки, то морфизмом первой тройки во вторую
называется пара (ℎ, 𝜇), где ℎ — отображение𝑋1×𝑋2 → 𝑋 ′

1×𝑋 ′
2, сохраняющее структуру произве-

дения, а 𝜇 : Ψ → Ψ′ — гомоморфизм групп, удовлетворяющий равенству ℎ ∘𝜓 = 𝜇(𝜓) ∘ℎ ∀𝜓 ∈ Ψ.
Полученную категорию троек (𝑋1, 𝑋2,Ψ) обозначим через T.

Предложение 4.1. Пусть (𝑀,𝐹1, 𝐹2) — двуслоение, накрытое произведением. Предполо-
жим, что

Θ1 : 𝑀 → (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ и Θ2 : 𝑀 → (𝑌1 × 𝑌2)/Ψ
′

— изоморфизмы в категории BiF двуслоения (𝑀,𝐹1, 𝐹2) и канонических двуслоений
((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2), ((𝑌1 × 𝑌2)/Ψ

′,ℱ ′
1,ℱ ′

2). Тогда тройки (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и (𝑌1, 𝑌2,Ψ
′) изоморфны

в категории T.

Доказательство. Из единственности универсального накрытия для 𝑀, определения канониче-
ского двуслоения и леммы 3.1 вытекает существование изоморфизма групп 𝜇 : Ψ → Ψ′ и диф-
феоморфизма

ℎ : (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ → (𝑌1 × 𝑌2)/Ψ
′,

реализующего эквивалентность действий групп Ψ и Ψ′. При этом пара (ℎ, 𝜇) является изомор-
физмом троек (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и (𝑌1, 𝑌2,Ψ

′) в категории T.

4.2. Эквивалентность категорий ̃︂BiF и ̃︀T. ПустьB — какая-либо категория. Через ̃︀B будем
обозначать категорию, объектами которой являются классы изоморфных объектов категории B,
а морфизмами — классы изоморфных морфизмов в категории B. Если 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(B), то через [𝐵]

будем обозначать соответствующий ему объект категории ̃︀B, аналогичное обозначение использу-
ем для морфизмов.

Теорема 4.1. Существует ковариантный функтор Υ: ̃︂BiF → ̃︀T, реализующий эквивалент-

ность категорий ̃︂BiF и ̃︀T.
Доказательство. Построим функтор Υ: ̃︂BiF → ̃︀T следующим образом.

Пусть [𝜉] = [(𝑀,𝐹1, 𝐹2)] ∈ 𝑂𝑏(̃︂BiF) и ((𝑋1 × 𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2) — каноническое двуслоение, изо-
морфное 𝜉 = (𝑀,𝐹1, 𝐹2), согласно предложению 3.2. Тогда (𝑋1, 𝑋2,Ψ) ∈ T. Положим по опреде-
лению Υ([𝜉]) := [(𝑋1, 𝑋2,Ψ)]. Из предложения 4.1 вытекает корректность этого определения.
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Пусть 𝑓 : 𝜉 → 𝜉′ — морфизм двуслоения 𝜉 = (𝑀,𝐹1, 𝐹2) в 𝜉
′ = (𝑀 ′, 𝐹 ′

1, 𝐹
′
2) в категории BiF и

Θ: 𝑀 → (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ, Θ′ : 𝑀 ′ → (𝑋 ′
1 ×𝑋 ′

2)/Ψ
′

— изморфизмы 𝜉 и 𝜉′ соответствующим им каноническим двуслоениям 𝜂 = ((𝑋1×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2)
и 𝜂′ = ((𝑋 ′

1 × 𝑋 ′
2)/Ψ

′,ℱ ′
1,ℱ ′

2) соответственно. Согласно предложению 3.2, [𝜉] = [𝜂], [𝜉′] = [𝜂′].
Поэтому можно считать, что 𝑓 — морфизм [𝜂] и [𝜂′]. Не нарушая общности, положим 𝜉 = 𝜂 и

𝜉′ = 𝜂′. Пусть 𝑟𝑖 : �̃�𝑖 → 𝑋𝑖 и 𝑟
′
𝑖 : �̃�

′
𝑖 → 𝑋 ′

𝑖, — гладкие универсальные накрытия. Обозначим через

𝜅 : �̃�1 × �̃�2 →𝑀 и 𝜅′ : �̃� ′
1 × �̃� ′

2 →𝑀 ′ универсальные накрытия соответствующих двуслоений на

𝑀 и 𝑀 ′, сохраняющее структуру произведения. Возьмем произвольные точки (𝑥1, 𝑥2) ∈ �̃�1 × �̃�2

и (𝑦1, 𝑦2) ∈ �̃� ′
1 × �̃� ′

2 такие, что 𝑓 ∘ 𝜅(𝑥1, 𝑥2) = 𝜅′(𝑦1, 𝑦2). Тогда 𝑓 индуцирует дифференцируемое

отображение 𝑓 : �̃�1 × �̃�2 → �̃� ′
1 × �̃� ′

2, переводящее (𝑥1, 𝑥2) в (𝑦1, 𝑦2), удовлетворяющее равенству

𝜅′ ∘ 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜅. При этом 𝑓 определяет диффеоморфизмы 𝑓𝑖 : �̃�𝑖 → �̃� ′
𝑖, обладающие свойствами:

1) 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2),

2) для любого 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖 существует 𝑔
′
𝑖 ∈ 𝐺′

𝑖, удовлетворяющий равенству 𝑔
′
𝑖 ∘ 𝑓𝑖 = 𝑔𝑖 ∘ 𝑓𝑖.

Положим по определению 𝜈𝑖 : 𝐺𝑖 → 𝐺′
𝑖 : 𝑔𝑖 ↦→ 𝑔′𝑖, тогда 𝜈𝑖 — гомоморфизм групп. Заметим,

что 𝜈𝑖(𝐺𝑖𝑖) ⊂ 𝐺′
𝑖𝑖, где 𝐺𝑖𝑖 := 𝑞𝑖(𝑞

−1
𝑗 (1𝑗)), 𝐺

′
𝑖𝑖 := 𝑞′𝑖(𝑞

′−1
𝑗 (1′𝑗)). Поэтому гомоморфизмы 𝜈𝑖 инду-

цируют гомоморфизмы факторгрупп 𝜇𝑖 : 𝐺𝑖/𝐺𝑖𝑖 → 𝐺′
𝑖/𝐺

′
𝑖𝑖. Так как Ψ𝑖 = 𝐺𝑖/𝐺𝑖𝑖, Ψ′

𝑖 = 𝐺′
𝑖/𝐺

′
𝑖𝑖,

то 𝜇𝑖 : Ψ𝑖 → Ψ′
𝑖 — гомеоморфизм. Применяя лемму 3.1, нетрудно показать, что 𝑓𝑖 индуцирует

отображение 𝑓𝑖 : �̃�𝑖/𝐺𝑖𝑖 = 𝑋𝑖 → �̃� ′
𝑖/𝐺

′
𝑖𝑖 = 𝑋 ′

𝑖, удовлетворяющее коммутативной диаграмме

�̃�𝑖
𝑓𝑖 //

𝑟𝑖

��

𝑔𝑖 ��

�̃� ′
𝑖

𝑟′𝑖

��

𝑔′𝑖 ��
�̃�𝑖

𝑟𝑖

��

𝑓𝑖

// �̃� ′
𝑖

𝑟′𝑖

��

𝑋𝑖

𝜓𝑖 ��

𝑓𝑖

// 𝑋 ′
𝑖

𝜓′
𝑖   

𝑋𝑖
𝑓𝑖 // 𝑋 ′

𝑖,

где 𝑟𝑖 : �̃�𝑖 → 𝑋𝑖 = �̃�𝑖/𝐺𝑖𝑖 и 𝑟′𝑖 : �̃�
′
𝑖 → 𝑋 ′

𝑖 = �̃� ′
𝑖/𝐺

′
𝑖𝑖 — факторотображения на пространства

орбит. Отображение 𝜇𝑖 : Ψ𝑖 → Ψ′
𝑖 : 𝜓𝑖 ↦→ 𝜓′

𝑖 является таким гомоморфизмом групп, что пара
(ℎ, 𝜇), где 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2), ℎ = (𝑓1, 𝑓2), — морфизм троек (𝑋1, 𝑋2,Ψ) и (𝑋 ′

1, 𝑋
′
2,Ψ

′). Положим по
определению Υ([𝑓 ]) := [(ℎ, 𝜇)]. Прямая проверка, использующая предложение 4.1, показывает,

что Υ — ковариантный функтор из категории ̃︂BiF в категорию ̃︀T.
Проверим, что построенный функтор Υ реализует эквивалентность категорий ̃︂BiF и ̃︀T. По-

кажем существование обратного функтора Λ: ̃︀T → ̃︂BiF. Рассмотрим любой объект [(𝑋1, 𝑋2,Ψ)]

категории ̃︀T, где (𝑋1, 𝑋2,Ψ) ∈ T. Из определения категории T вытекает, что определено ка-
ноническое двуслоение ((𝑋1 × 𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2), накрытое произведением 𝑋1 × 𝑋2. Положим по
определению Λ[(𝑋1, 𝑋2,Ψ)] := [((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,ℱ1,ℱ2)].
Пусть

(ℎ, 𝜇) : (𝑋1, 𝑋2,Ψ) → (𝑋 ′
1, 𝑋

′
2,Ψ

′)

— морфизм в категории T. Он индуцирует дифференцируемое отображение

𝑓 : (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ → (𝑋 ′
1 ×𝑋 ′

2)/Ψ
′ : (𝑥1, 𝑥2)Ψ ↦→ ℎ(𝑥1, 𝑥2)Ψ

′,

удовлетворяющее равенству

𝑝′ ∘ ℎ = 𝑓 ∘ 𝑝,
где 𝑝 : 𝑋1 × 𝑋2 → (𝑋1 × 𝑋2)/Ψ и 𝑝′ : 𝑋 ′

1 × 𝑋 ′
2 → (𝑋 ′

1 × 𝑋 ′
2)/Ψ

′ — естественные проекции на
пространства орбит. Так как ℎ, 𝑝, 𝑝′ ∈ 𝑀𝑜𝑟(BiF), то из указанного равенства вытекает, что 𝑓
является морфизмом канонических двуслоений на многообразиях (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ и (𝑋 ′

1 ×𝑋 ′
2)/Ψ

′,
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то есть 𝑓 – морфизм в категории 𝑀𝑜𝑟(BiF). Положим Λ[(ℎ, 𝜇)] := [𝑓 ]. Нетрудно проверить, что
Λ корректно определенный ковариантный функтор, удовлетворяющий равенствам

Λ ∘ Υ = 𝐼𝑑̃︂BiF
и Υ ∘ Λ = 𝐼𝑑̃︀T.

Таким образом, Υ реализует эквивалентность категорий ̃︂BiF и ̃︀T.
4.3. Доказательство теорем 1.1 и 1.2. Теорема 1.1 вытекает из предложений 3.2 и 3.3.

Теорема 1.2 следует из теоремы 4.1 об эквивалентности категорий ̃︂BiF и ̃︀T.
5. Классы слоений с интегрируемой связностью Эресмана

5.1. Слоения с интегрируемой связностью Эресмана коразмерности 𝑞 = 1. Пусть
(𝑀,𝐹 ) – слоение со связностью Эресмана M коразмерности один. Поскольку любое одномер-
ное распределение интегрируемо, распределение M интегрируемо и определяет слоение. Следо-
вательно, такие слоения входят в класс исследуемых слоений.

5.2. Надстроечные слоения. Конструкция надстроечного слоения предложена А. Хефлиге-
ром и детально описана в [14]. Пусть (𝑀,𝐹 ) – слоение коразмерности 𝑞 на 𝑛-мерном многообразии
𝑀 , определенное надстройкой гомоморфизма

𝜌 : 𝜋1(𝐵, 𝑏) → 𝐷𝑖𝑓𝑓(𝑇 )

фундаментальной группы 𝜋1(𝐵, 𝑏) многообразия 𝐵 в группу диффеоморфизмов 𝑞-мерного мно-
гообразия 𝑇 . Тогда существует простое 𝑞-мерное слоение (𝑀,𝐹 𝑡), образованное слоями локально
тривиального расслоения 𝑝 : 𝑀 → 𝐵 со стандартным слоем 𝑇 такое, что двуслоение (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡)
накрыто произведением. Следовательно, распределение M = 𝑇𝐹 𝑡 — интегрируемая связность
Эресмана для слоения (𝑀,𝐹 ).

5.3. Невырожденно приводимые псевдоримановы многообразия. Пусть (𝑉, 𝑔) — невы-
рожденно приводимое 𝑛-мерное псевдориманово многообразие, тогда существует 𝑝-мерное под-
пространство M𝑥0 , касательного пространства 𝑇𝑥0𝑉, сужение метрики 𝑔 на котором не вырож-
дено, кроме того, 𝑇𝑥0𝑉 инвариантно относительно его группы голономии. Это означает, что M𝑥0

инвариантно относительно параллельных переносов вдоль любых (кусочно гладких) кривых, за-
мкнутых в 𝑥0. Поскольку при параллельном переносе вдоль кривой сохраняются углы между
векторами, то ортогональное дополнение M⊥

𝑥0 к M𝑥0 в 𝑇𝑥0𝑉 так же инвариантно относительно
группы голономии риманова пространства (𝑉, 𝑔). Параллельный перенос M𝑥0 в произвольную
точку 𝑥 ∈ 𝑉 не зависит от выбора пути, соединяющего 𝑥0 с 𝑥, и определяет подпространство
M𝑥 ⊂ 𝑇𝑥𝑉. Таким образом, полученные распределения M и M⊥ называются параллельными.
Как известно, они являются вполне геодезическими и интегрируемыми, следовательно, опреде-
ляют два дополнительных по ортогональности слоения (𝐹, 𝐹⊥), где dim(𝐹⊥) = 𝑛−𝑝 = 𝑞, которые
обозначим через (𝐹1, 𝐹2). Эти слоения называются параллельными. Заметим, что параллельность
распределения является локальным свойством в том смысле, что, если какое-либо распределение
параллельно в некоторой окрестности каждой точки связного псевдориманова многообразия 𝑉,
то оно параллельно на 𝑉. Поэтому для описания его глобальной структуры потребуем полноту
метрики 𝑔.
Пусть 𝜅 : 𝑉 → 𝑉 — универсальное накрывающее отображение и 𝐹𝑖 := 𝜅*𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2. Тогда

(𝑉 , 𝑔), где 𝑔 := 𝑥*𝑔 — невырожденно приводимое псевдориманово многообразие с парой ортого-

нальных параллельных распределений (𝐹1, 𝐹2). Полнота псевдоримановой метрики 𝑔 влечет пол-
ноту псевдоримановой метрики 𝑔. Согласно теореме Ву ([15]), существует изометрия псевдорима-

нова многообразия 𝑉 на произведение псевдоримановых многообразий 𝑉1×𝑉2, переводящее слои
слоений (𝐹1, 𝐹2) в соответствующие слои произведения. Таким образом, (𝑉, 𝐹1, 𝐹2) — естествен-
ное двуслоение полного невырожденно приводимого псевдориманова многообразия, накрытое
произведением. Псевдогруппы голономии слоений (𝑉, 𝐹𝑖) образованы локальными изометриями,
поэтому квазианалитичны. Следовательно, из теоремы 1.1 вытекает следующее утверждение.
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Теорема 5.1. Пусть (𝑉, 𝑔) — полное невырожденно приводимое 𝑛-мерное псевдориманово
многообразие и (𝐹1, 𝐹2) — его параллельные слоения размерности 𝑛 − 𝑞 и 𝑞 соответственно,
на слоях которых индуцируется псевдориманова метрика. Тогда:
1) почти для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑉 включения 𝑓1 : 𝑋1 → 𝑉 и 𝑓2 : 𝑋2 → 𝑉 слоев 𝑋1 = 𝑋1(𝑥)

и 𝑋2 = 𝑋2(𝑥) индуцируют мономорфизмы фундаментальных групп 𝑓𝑖* : 𝜋1(𝑋𝑖, 𝑥) → 𝜋1(𝑉, 𝑥),
причем 𝐺𝑖𝑖 = 𝑓𝑖*(𝜋1(𝑋𝑖, 𝑥)) — нормальные делители группы 𝜋1(𝑉, 𝑥);
2) на псевдоримановом произведении 𝑋1×𝑋2 слоев, проходящих через 𝑥, определено сободное и

собственно разрывное действие группы изометрий Ψ, изоморфной факторгруппе 𝐺/(𝐺11×𝐺22),
и определено полное каноническое псевдориманово многообразие (𝑋1 ×𝑋2)/Ψ с парой канониче-
ских параллельных слоений (ℱ1,ℱ2);
3) определена изометрия Θ : 𝑉 → (𝑋1×𝑋2)/Ψ, являющаяся изоморфизмом в категории BiF.

Замечание 5.1. Теорема 5.1 обобщает результаты Я.Л. Шапиро [7] для приводимых рима-
новых многообразий.

Замечание 5.2. Отметим, что любое параллельное слоение на псевдоримановом многооб-
разии является вполе геодезическим. Поэтому для того, чтобы распределение 𝑇𝐹2 было связ-
ностью Эресмана для (𝑉, 𝐹1) достаточно полноты геодезических в слоях слоения (𝑉, 𝐹2), то
есть достаточно трансверсальной полноты слоения (𝑉, 𝐹1). Иногда такую полноту называют
частичной полнотой невырожденно приводимого риманова многообразия (𝑉, 𝑔).

5.4. 𝐺-слоения с интегрируемой связностью Эресмана. Напомним, что слоение (𝑀,𝐹 ),
допускающее трансверсальную𝐺-структуру, называются𝐺-слоениями. Заметим, что псевдогруп-
па голономии любого 𝐺-слоения квазианалитична. Специфика 𝐺-слоения (𝑀,𝐹 ) с интегрируемой
связностью Эресмана отражена в следующей теореме, вытекающей из теорем 1.1 и 1.2.

Теорема 5.2. Пусть (𝑀,𝐹 ) — 𝐺-слоение с интегрируемой связностью Эресмана M

на 𝑛-мерном многообразии 𝑀 и (𝑀,𝐹 𝑡) – такое слоение, что 𝑇𝐹 𝑡 = M. Пусть 𝜅 : ̃︁𝑀 → 𝑀 –
универсальное накрывающее отображение. Тогда:

1) многообразие ̃︁𝑀 диффеоморфно произведению многообразий 𝑋1 × 𝑋2, причем на 𝑋2 инду-
цирована 𝐺-структура, относительно которой (𝑀,𝐹 ) — 𝐺-слоение;
2) определено каноническое многообразие (𝑋1 × 𝑋2)/Ψ, причем группа Ψ действует на 𝑋2

автоморфизмами указанной 𝐺-структуры;
3) ростковые группы голономии слоения (𝑀,𝐹 ) изоморфны группам M-голономии, причем

многообразие 𝑋2 является пространством голономого накрытия для любого слоя (𝑀,𝐹 );
4) двуслоение (𝑀,𝐹, 𝐹 𝑡) изоморфно в категории BiF каноническому двуслоению ((𝑋1 ×𝑋2)/Ψ,

ℱ1,ℱ2), однозначно определенному с точностью до изоморфизма тройки (𝑋1, 𝑋2,Ψ) в категории
T, сохраняющего 𝐺-структуру на 𝑋2.
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