
ISSN 2074-1863 Уфимский математический журнал. Том 5. № 4 (2013). С. 17-30.

УДК 517.521+517.547.22

ТОЧНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НЕКОТОРЫМИ
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ РОСТА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Г.Г. БРАЙЧЕВ

Аннотация. Установлены точные оценки, связывающие классические плотности по-
следовательности комплексных чисел (обычные и усредненные) с ее относительными
плотностями, а также с индексами лакунарности и разреженности.
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дексы лакунарности и разреженности последовательности.

Mathematics Subject Classification: 11B05, 11L07

Одним из центральных направлений теории целых функций является исследование за-
висимости роста функции от распределения ее нулей на плоскости. Большое количество
работ, относящихся к этому разделу комплексного анализа, посвящено оценкам индикато-
ров и типов целой функции конечного порядка через такие устоявшиеся характеристики
поведения ее нулей, как обычные, усредненные и другие плотности (см., например, [1]–
[5] и обзор [6]), а в последнее время — и менее традиционные в этих вопросах индексы
лакунарности и разреженности [7], [8]. Недавние исследования экстремальных задач для
целых функций с нулями на луче [9], [10] отчетливо демонстрируют невозможность полу-
чения окончательных результатов без выяснения внутренних связей между плотностями
последовательностей нулей. Как видно на примере работы [8], дальнейшее развитие тео-
рии экстремальных задач порождает также потребность в нахождении и изучении зако-
номерностей, связывающих "количественные" плотностные характеристики стремления
последовательности к бесконечности с "качественными" , вроде индексов лакунарности
и разреженности. К настоящему времени такие закономерности недостаточно изучены.
Ликвидируя этот пробел, здесь мы находим точную взаимосвязь указанных выше харак-
теристик роста последовательностей нулей целых функций конечного порядка.

Итак, предметом изучения в работе являются бесконечно большие последовательности
комплексных чисел Λ = {λn}∞n=1 , которые мы располагаем в порядке возрастания модулей:

0 < |λ1| = . . . = |λn1| < |λn1+1| = . . . = |λn2| < |λn2+1| = . . . = |λn3| < . . . .

Номера nk, в которых модули членов последовательности имеют скачки, называются
центральными индексами последовательности Λ.

Обозначим через nΛ(x) =
∑

|λn|6x

1 считающую функцию этой последовательности, а через

NΛ(x) =
x∫
0

nΛ(t)

t
dt — ее усредненную считающую функцию.

Показатель сходимости последовательности Λ (см. [1]) вычисляется по формулам:

ρΛ = lim
x→+∞

ln nΛ(x)

ln x
= lim

x→+∞

ln NΛ(x)

ln x
.
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Далее в работе через ρ обозначаем показатель сходимости ρΛ последовательности Λ, пред-
полагая, что ρ — положительное число.

Величины

∆ ρ(Λ) = lim
x→+∞

nΛ(x)

xρ
и ∆

∗
ρ(Λ) = lim

x→+∞

NΛ(x)

xρ

называются верхними ρ-плотностями (обычной и усредненной) последовательности Λ.
Замена в этих равенствах верхних пределов на нижние приводит к определениям нижней
и усредненной нижней ρ-плотностей последовательности:

∆ ρ(Λ) = lim
x→+∞

nΛ(x)

xρ
, ∆∗

ρ(Λ) = lim
x→+∞

NΛ(x)

xρ
.

Для упрощения записей там, где это не приведет к недоразумениям, будем опускать сим-
волы ρ и Λ в обозначениях плотностей и других вводимых далее характеристик. Кроме
того, ради экономии места будем использовать одновременно верхнее и нижнее подчерки-
вания, считая, что они соответствуют друг другу во всех частях равенств.

Введем еще верхнюю и нижнюю относительные плотности последовательности, по-
лагая по определению

ν = lim
x→+∞

N(x)

n(x)
.

Поскольку всегда выполняется

∆ = lim
x→+∞

n(x)

xρ
= lim

n→∞

n

|λn|ρ
= lim

n→∞

n(|λn|)
|λn|ρ

,

то естественно ввести дискретные усредненные верхнюю и нижнюю плотности последо-
вательности по формулам:

∆̃˜ = lim
n→∞

N(|λn|)
|λn|ρ

.

Мы увидим ниже (см. теорему 1 и предложение 1), что всегда ∆∗ = ∆˜ , а если

|λn| ∼
n→∞

|λn+1|, то и ∆
∗

= ∆̃.

Последовательности, удовлетворяюшие условию ∆
∗

= ∆∗, или, что эквивалентно,
∆ = ∆, называются измеримыми. Аналогично этому, будем называть дискретно изме-
римыми последовательности, которые удовлетворяют условию ∆̃ = ∆˜ , означающему су-

ществование предела lim
n→∞

N(|λn|)
|λn|ρ

. Точно так же, если существует предел lim
x→+∞

N(x)

n(x)
, то

говорим, что такая последовательность внутренне измерима. Полезно отметить, что, в
отличие от обычной или дискретной измеримости, понятие внутренней измеримости не
привязано к какому-либо показателю ρ.

Сразу укажем, что ни дискретная, ни внутренняя измеримость последовательности не
влекут ее измеримости. В работе [10] показано, что класс дискретно измеримых после-
довательностей достаточно широк: для произвольных чисел ρ > 0, β > 0 и α ∈ [0, β]
существуют дискретно измеримые последовательности с плотностями ∆ = α и ∆ = β.
Здесь мы доказываем (см. ниже предложение 9), что такое же утверждение справедливо
и для внутренне измеримых последовательностей.

Из определения считающей функции последовательности Λ = {λn} имеем nΛ(x) = 0 при
x ∈ [0, |λ1|) и nΛ(x) ≡ nk при x ∈ [|λnk

|, |λnk+1|), k = 1, 2, . . . . Для последовательности
центральных индексов N = {nk}∞k=1 ⊆ N определим характеристики

µN = µ = lim
k→∞

nk+1

nk

и δN = δ = lim
k→∞

nk+1

nk

.
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Будем называть µN индексом лакунарности, а δN — индексом разреженности последо-
вательности N. Аналогично определяются индексы лакунарности lΛ и разреженности pΛ

последовательности Λ = {λn} ⊂ C (точнее, последовательности |Λ| = {|λn|} ⊂ R+) :

lΛ = l = lim
n→∞

|λn+1|
|λn|

= lim
k→∞

|λnk+1
|

|λnk
|

и pΛ = p = lim
k→∞

|λnk+1
|

|λnk
|

.

Говорят, что последовательность Λ лакунарна по Адамару, если её индекс разреженно-
сти больше единицы, т. е. pΛ > 1 (при pΛ = ∞ имеем так называемые лакуны Островского).
Если индекс лакунарности последовательности Λ равен единице, lΛ = 1, то Λ называется
слабо лакунарной по Адамару (коротко, слабо лакунарной). Например, последовательность
всех простых чисел слабо лакунарна. Этим же свойством при b > 1 обладает и последо-
вательность Λ =

{
bnα}, когда α ∈ (0, 1). Если здесь α = 1, то pΛ = lΛ = b, а при α > 1

оказывается pΛ = ∞.
Связи между обычными и усредненными плотностями последовательности Λ отражают

классические неравенства (см. [1, гл. I, § 12], [2, гл. II, § 4, п. 4]):

∆ 6 ρ∆∗ 6 ρ∆
∗

6 ∆ 6 ρ e ∆
∗
. (1)

В книге [3, p. 16] фактически идет речь об оценке, уточняющей последнее из этих нера-
венств в случае, когда известна не только верхняя, но и нижняя плотность последователь-
ности. Именно,

ρ e ∆
∗ ≥ ∆ exp

{
∆ / ∆

}
.

Из общих результатов о сравнительном росте выпуклых функций, установленных в
монографии [7], можно извлечь следующие неравенства, уточняющие все предыдущие
соотношения (см. также [11]):

ρ a1∆
∗

6 ∆ 6 ρ ã1∆
∗
, ρ ã2∆

∗
6 ∆ 6 ρ a2∆

∗
. (2)

Здесь a1 и a2 — корни уравнения

a ln
e

a
= ∆∗/ ∆

∗
,

а ã1 и ã2 — корни подобного же уравнения с "подправленной" правой частью:

a ln
e

a
= ∆̃/ ∆

∗
.

Корни этих уравнений связаны неравенствами 0 6 a1 6 ã1 6 1 6 ã2 6 a2 6 e.

Как видно из (2), для дискретно измеримых последовательностей в силу условия ∆̃ = ∆∗

(см. ниже теорему 1) выполняются точные равенства

∆ = ρ a1∆
∗
, ∆ = ρ a2∆

∗
. (3)

Таким образом, можно констатировать, что к настоящему моменту взаимоотошения
между обычными и усредненными плотностями последовательностей достаточно хорошо
изучены. К сожалению, так нельзя сказать об изучении связей между плотностями (обыч-
ными, усредненными, относительными) и индексами лакунарности и разреженности по-
следовательностей Λ. В то же время, такое исследование имеет существенное значение
при описании роста целых функций, нулями которых служат Λ.

Установлению точных соотношений между указанными характеристиками последова-
тельностей и посвящена настоящая работа.

В дальнейшем считаем, что число ρ > 0 задано, а сответствующие величины вычисля-
ются при этом показателе ρ. Кроме того, из неравенств (1) вытекает, что условия ∆ = 0

и ∆
∗

= 0, равно как и условия ∆ = ∞ и ∆
∗

= ∞, равносильны. Поэтому в дальнейшем
предполагается, а иногда и явно оговаривается, что выполнено условие 0 < ∆ < ∞.
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Предложение 1. Справедливы следующие неравенства

∆ µ 6 ∆, (4)

∆ lρ 6 ∆, (5)
∆

∗
6 ∆̃ lρ, (6)

ν µ 6 ν, (7)
ln l 6 ν − ν. (8)

Доказательство. Поскольку для считающей функции последовательности Λ выпол-
няются равенства nΛ(t) = n(t) ≡ nk при t ∈ Ik = [|λnk

|, |λnk+1|), k = 1, 2, . . . , то

∆ = lim
k→∞

sup
x∈Ik

n(x)

xρ
= lim

k→∞

nk

|λnk
|ρ

, ∆ = lim
k→∞

inf
x∈Ik

n(x)

xρ
= lim

k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

и (9)

ν = lim
k→∞

sup
x∈Ik

N(x)

n(x)
= lim

k→∞

N(|λnk+1
|)

nk

, ν = lim
k→∞

inf
x∈Ik

N(x)

n(x)
= lim

k→∞

N(|λnk
|)

nk

. (10)

Из (9) легко получаем

∆ = lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

nk+1

nk

≥ ∆ lim
k→∞

nk+1

nk

= ∆ µ,

т. е. неравенство (4) выполняется. Точно так же

∆ = lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ
|λnk+1

|ρ

|λnk
|ρ

≥ ∆ lim
k→∞

|λnk+1
|ρ

|λnk
|ρ

= ∆ lρ,

что подтверждает истинность и неравенства (5).
Аналогичным образом из (10) получаем (7):

ν = lim
k→∞

N(|λnk+1
|)

nk

≥ lim
k→∞

N(|λnk+1
|)

nk+1

lim
k→∞

nk+1

nk

= ν µ.

Далее, для произвольного ε > 0 и достаточно больших k при всех x ∈ Ik в силу возрас-
тания функции N(x) имеем

N(x)

xρ
6

N(|λnk+1
|)

|λnk
|ρ

=
N(|λnk+1

|)
|λnk+1

|ρ

( |λnk+1
|

|λnk
|

)ρ

< (∆̃ + ε)(l + ε)ρ.

Переход к верхнему пределу по x → +∞, а затем по ε → 0 доказывает (6).

Для доказательства (8) и в дальнейшем нам понадобится формула:

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|) = nk ln

∣∣λnk+1

∣∣
|λnk

|
, (11)

которая непосредственно вытекает из определения функции N(x) :

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|) =

|λnk+1
|∫

|λnk
|

n(x)

x
dx = nk

|λnk+1
|∫

|λnk
|

dx

x
= nk ln

∣∣λnk+1

∣∣
|λnk

|
.

Чтобы получить (8), запишем (11) в удобном для этого виде:

ln

∣∣λnk+1

∣∣
|λnk

|
=

N(
∣∣λnk+1

∣∣)
nk

− N(|λnk
|)

nk

(12)

и перейдем к верхнему пределу, принимая во внимание формулы (10).
Все соотношения (4)–(8) установлены.

Из доказанного предложения вытекает следующий факт.
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Следствие. Если последовательность измерима (∆ = ∆ = ∆) с ∆ > 0 или толь-
ко внутренне измерима (ν = ν = ν) с ν > 0, то она сама и последовательность её
центральных индексов являются слабо лакунарными.

Действительно, первое утверждение есть следствие формул (4) и (5), а второе вытекает
из неравенств (7) и (8).

Следующее предложение устанавливает взаимоотношения между обычными, относи-
тельными и дискретными плотностями последовательностей.

Предложение 2. Имеют место следующие неравенства

∆˜ 6 min
{
∆ ν, ∆ ν

}
6 max

{
∆ ν, ∆ ν

}
6 ∆̃. (13)

Доказательство. Используя формулы (9) и (10), получаем

∆˜ = lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

N(|λnk+1
|)

nk

6 lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

lim
k→∞

N(|λnk+1
|)

nk

= ∆ ν

или

∆˜ = lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

N(|λnk
|)

nk

6 lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

lim
k→∞

N(|λnk
|)

nk

= ∆ ν.

Тем самым, неравенство ∆˜ 6 min
{
∆ ν, ∆ ν

}
доказано.

Неравенство max
{
∆ ν, ∆ ν

}
6 ∆̃ проверяется аналогично:

∆̃ = lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

N(|λnk+1
|)

nk

≥ lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

lim
k→∞

N(|λnk+1
|)

nk

= ∆ ν и

∆̃ = lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

N(|λnk
|)

nk

≥ lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

lim
k→∞

N(|λnk
|)

nk

= ∆ ν.

Предложение 2 установлено.

В книге [12, отд. IV, гл. 1, задача 60]) указана связь между относительными плотностями
последовательности и ее показателем сходимости:

ν 6 1/ρ 6 ν.

Какими свойствами будет обладать последовательность, для которой реализуется равен-
ство в одном из этих неравенств? В этой связи предложение 2 может предоставить любо-
пытную, на наш взгляд, информацию.

Следствие. Если верхняя относительная плотность последовательности принима-
ет свое наименьшее возможное значение, т. е. ν = 1/ρ, то выполняются равенства
∆∗ = ∆˜ = ∆ /ρ.

Если нижняя относительная плотность последовательности принимает свое наи-
большее возможное значение, т. е. ν = 1/ρ, то ∆

∗
= ∆̃ = ∆/ρ.

В самом деле, из (1) извлекаем ∆ /ρ 6 ∆∗. При условии ν = 1/ρ левая оценка в (13)
дает ∆˜ 6 ∆ /ρ. Отсюда

∆ /ρ 6 ∆∗ 6 ∆˜ 6 ∆ /ρ,
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что приводит к первому утверждению следствия. Второе вытекает из аналогичных рас-
суждений, приводящих в ситуации ν = 1/ρ к неравенствам

∆/ρ 6 ∆̃ 6 ∆
∗

6 ∆/ρ.

Предложение 3. Для любой последовательности комплепксных чисел с показателем
сходимости ρ > 0 справедливы следующие утверждения.
Если 0 < ∆ < ∞, то выполняется неравенство

lρ ≥ δ, (14)

а если 0 < ∆ < ∞, то имеем
p ρ 6 µ. (15)

Всегда справедливы оценки
ln p 6 ν (µ− 1), (16)

ln l ≥ ν
δ − 1

δ
. (17)

Доказательство. При условии ∆ 6= 0 можно записать

∆ = lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

6 lim
k→∞

nk+1

|λnk+1
|ρ

1

lim
k→∞

nk+1

nk

lim
k→∞

( |λnk+1
|

|λnk
|

)ρ

= ∆
lρ

δ
.

Сократив на ∆, получаем неравенство (14). Если же ∆ 6= 0, то

∆ = lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

6 lim
k→∞

nk+1

|λnk+2
|ρ

1

lim
k→∞

nk+1

nk

lim
k→∞

(
|λnk+2

|
|λnk+1

|

)ρ

= ∆
p ρ

µ
,

что приводит к неравенству (15).
Оценки (16), (17) доказываются с помощью обобщенной леммы Штольца (см., например,

[7, с. 26]) и формул (12), (10): ln p = lim
k→∞

ln

∣∣λnk+1

∣∣
|λnk

|
=

= lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk

= lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk+1 − nk

(
nk+1

nk

− 1

)
6

6 lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk+1 − nk

lim
k→∞

(
nk+1

nk

− 1

)
6 lim

k→∞

N(|λnk
|)

nk

(µ− 1) = ν(µ− 1).

Опираясь на те же соображения, получаем, что ln l = lim
k→∞

ln

∣∣λnk+1

∣∣
|λnk

|
=

= lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk

= lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk − nk−1

(
nk − nk−1

nk

)
≥

≥ lim
k→∞

N(
∣∣λnk+1

∣∣)−N(|λnk
|)

nk − nk−1

lim
k→∞

(
1− 1

nk/nk−1

)
≥ lim

k→∞

N(|λnk
|)

nk

(
1− 1

δ

)
,

т. е. неравенство ln l ≥ ν
δ − 1

δ
. Предложение 3 установлено.

Нам понадобится ряд элементарно проверяемых фактов, которые удобно собрать в одно
утверждение.

Лемма. I. Функция q1(x) =

{
ln x

x− 1
, x 6= 1 ,

1, x = 1
строго убывает на (0, +∞).
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II. Функция q2(x) =
ex−1

x
имеет на (0, +∞) единственный минимум в точке x = 1,

равный 1.

III. Функция q3(x) =
b + a ln x

xρ
, a > 0, b > 0, имеет на (0, +∞) единственный максимум

в точке x = e
1
ρ
− b

a , равный
a

ρ
e ρ b

a
−1.

Исследуем теперь зависимость между индексом разреженности последовательности и
ее обычными и дискретными плотностями.

Предложение 4. Индекс разреженности, плотности и дискретные плотности по-
следовательности, имеющей показатель сходимости ρ > 0, связаны соотношениями

(p ρ − 1) ∆̃ 6 ∆ ln p, ∆ p ρ ln p 6 (p ρ − 1) ∆˜ . (18)

Доказательство. При p = 1 оба неравенства превращаются в тривиальное равенство

0 = 0. При p > 1 обозначим ck =
|λnk+1

|
|λnk

|
и применим лемму Штольца, используя равенство

(10) и пункт I предыдущей леммы:

∆̃ = lim
k→∞

N(|λnk
|)

|λnk
|ρ

6 lim
k→∞

N(|λnk+1
|)−N(|λnk

|)
|λnk+1

|ρ − |λnk
|ρ

=

= lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

ln ck

c ρ
k − 1

6
1

ρ
lim
k→∞

nk

|λnk
|ρ

lim
k→∞

ln c ρ
k

c ρ
k − 1

=
∆

ρ
· ln p ρ

p ρ − 1
.

Таким образом, ∆̃ 6 ∆ · ln p

p ρ − 1
. Точно так же

∆˜ = lim
k→∞

N(|λnk
|)

|λnk
|ρ

≥ lim
k→∞

N(|λnk+1
|)−N(|λnk

|)
|λnk+1

|ρ − |λnk
|ρ

=

= lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

ln ck

1− c−ρ
k

≥ 1

ρ
lim
k→∞

nk

|λnk+1
|ρ

lim
k→∞

ln c−ρ
k

c−ρ
k − 1

=
∆

ρ
· p ρ ln p ρ

p ρ − 1
,

т. е. ∆˜ ≥ ∆ · p ρ ln p

p ρ − 1
. Предложение полностью доказано.

В качестве следствия из предложений 2–4 можно получить

Предложение 5. Если 0 < ∆ < ∞, причем последовательность {λnk
}∞k=1 имеет ла-

куны Адамара, то справедливы оценки
ln p

µ− 1
6 ν 6

ln p

p ρ − 1
. (19)

Если 0 < ∆ < ∞, и последовательность {nk}∞k=1 имеет лакуны Адамара, то справед-
ливы оценки

p ρ ln p

p ρ − 1
6 ν 6

δ ln l

δ − 1
. (20)

Доказательство. Поскольку {λnk
}∞k=1 имеет лакуны Адамара, то p > 1. Поэтому, сопо-

ставляя правую часть неравенств (13) с первым неравенством из формулы (18), получим

ν ∆ 6 ∆̃ 6 ∆
ln p

p ρ − 1
. Это дает правую часть соотношения (19). Левая часть этого соот-

ношения вытекает из (16), так как согласно (15) имеем µ ≥ p ρ > 1.
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При доказательстве оценок (20) действуем схожим образом, только теперь сочетаем
левую часть (13) и второе неравенство из (18) с последующим привлечением (17). Обе
части предложения 5 установлены.

Результат является точным в следующем смысле. Равенства всюду в (19), (20) заведомо
достигаются, если реализуются равенства в (14), (15). А это имеет место, например, для
любой последовательности Λ = {λn}∞n=1, модули членов которой и центральные индексы
образуют две согласованные "почти геометрические прогрессии" , т. е. с некоторым q > 1
удовлетворяют условиям

|λnk+1
| ∼ q |λnk

|, nk+1 ∼ q ρ nk, k →∞.

В этом случае l = p = q, µ = δ = q ρ, и справедливы формулы

ν =
ln q

q ρ − 1
, ν =

q ρ ln q

q ρ − 1
.

Теорема 1. Нижняя дискретная усредненная плотность ∆˜ и нижняя усредненная

плотность ∆∗ произвольной бесконечно большой последовательности Λ ⊂ C совпадают:

∆˜ = ∆∗.

Доказательство. Очевидно, что

∆˜ = lim
n→∞

N(|λn|)
|λn|ρ

≥ lim
x→+∞

N(x)

xρ
= ∆∗.

Чтобы получить неравенство противоположного смысла, рассмотрим функцию Φ(x) =
N(x)

xρ
,

для изучения которой при k ∈ N положим

Φk(t) =
N(|λnk

|) + nk ln t

tρ
, t > 0.

Поскольку на промежутках Ik = [|λnk
|, |λnk+1|) имеем nΛ(t) ≡ nk, то

Φ(x) =
N(|λnk

|) + nk ln x
|λnk

|

xρ
=

1

|λnk
|ρ

Φk

(
x

|λnk
|

)
, x ∈ Ik.

Согласно пункту III леммы Φ(x) либо мoнотонна на Ik, либо имеет на этом промежутке
единственный максимум. В любом случае имеем

inf
x∈Ik

{Φ(x)} = min
{
Φ(|λnk

|), Φ(|λnk+1
|)
}

, k ∈ N.

Поэтому
∆∗ = lim

k→∞
inf
x∈Ik

Φ(x) = lim
k→∞

min
{
Φ(|λnk

|), Φ(|λnk+1
|)
}

≥ lim
k→∞

inf
m≥k

Φ(|λm|) = lim
m→∞

Φ(|λm|) = ∆˜ , т. е. ∆∗ ≥ ∆˜ .

Сопоставляя с предыдущим, получаем ∆˜ = ∆∗, что и требовалось.

В формулировке следующего результата используем стандартное обозначение
a+ = max {a, 0} .

Теорема 2. Для произвольной бесконечно большой последовательности Λ ⊂ C с усред-
ненной верхней ρ-плотностью ∆

∗
ρ (Λ) = ∆

∗ ∈ (0, +∞) выполняются неравенства

∆
∗

6 ∆̃
e ρ ν−1

ρ ν
, (21)
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∆
∗

6 ∆̃
e ρ ν−1

ρ ν
, (22)

∆
∗

6 ∆̃
lρ

ln lρ + 1
, (23)

∆
∗

6 ∆̃
l−ρ

(ln l−ρ + 1)+
. (24)

Доказательство. Отметим сразу, что неравенство (23) уточняет неравенство (5) в слу-
чае l > 1. Теперь приступим непосредственно к доказательству.

Если ∆̃ = ∆
∗
, то неравенства (21)–(24) выполняются очевидным образом, посколь-

ку каждый из сомножителей величины ∆̃ в правых частях этих неравенств не меньше
единицы.

Изучим теперь случай ∆̃ < ∆
∗. Выберем положительное число ε < ∆

∗ − ∆̃. Сохраняя
обозначения теоремы 1 и используя определение верхней усредненной плотности, найдем
последовательности индексов K и точек xk так, чтобы выполнялись соотношения:

∆
∗

= lim
k→∞

sup
x∈Ik

Φ(x) = lim
k∈K

sup
x∈Ik

Φ(x),

Φ(xk) = sup
x∈Ik

Φ(x) > ∆̃ + ε, k ∈ K.

При достаточно больших номерах k функция Φ(x) принимает на концах промежутков Ik

значения
Φ(|λnk

|) < ∆̃ + ε < Φ(xk).

Поэтому (отбрасывая при необходимости конечное число индексов из K) можем считать,
что для каждого k ∈ K точка xk лежит строго внутри Ik, т. е.

|λnk
| < xk < |λnk+1

|, k ∈ K.

Обозначим ck =
|λnk+1

|
|λnk

|
и νk =

N(|λnk
|)

nk

. Применяя пункт III леммы к функции Φk(t), с
учетом равенства

Φ(x) =
1

|λnk
|ρ

Φk

(
x

|λnk
|

)
, x ∈ Ik,

получаем
1 <

xk

|λnk
|

= e
1
ρ
−νk < ck, (25)

Φ(xk) =
nk

|λnk
|ρ

eρ νk−1 =
N(|λnk

|)
|λnk

|ρ
eρ νk−1

ρ νk

= Φ(|λnk
|) eρ νk−1

ρ νk

. (26)

Логарифмирование (25) приводит к неравенству
1− ln cρ

k < ρ νk < 1. (27)
Теперь после проведенной подготовительной работы оценка (21) легко доказывается

предельным переходом в равенстве (26):

∆
∗

= lim
k∈K

Φ(xk) = lim
k∈K

{
Φ(|λnk

|) eρ νk−1

ρ νk

}
6 lim

k→∞
Φ(|λnk

|) lim
k→∞

eρ νk−1

ρ νk

6 ∆̃
eρ ν−1

ρ ν
.

Здесь мы учли, что функция q2(x) =
ex−1

x
убывает на интервале (0, 1), согласно пункту II

леммы.
Неравенство (22) доказывается аналогичным образом. Запишем

Φ(x) =
N(|λnk+1

|) + nk ln x
|λnk+1

|

xρ
=

1

|λnk+1
|ρ

Φk

(
x

|λnk+1
|

)
, x ∈ Ik.
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Обозначив ν ′k =
N(|λnk+1

|)
nk

, получим
1

ck

<
x

|λnk+1
|

= e
1
ρ
−ν′k < 1, или, после логарифмирова-

ния,
1 < ρ ν ′k < 1 + ln cρ

k. (28)
Следующее соотношение выводится так же, как и формула (25), и на этот раз приобретает
вид

Φ(xk) =
nk

|λnk+1
|ρ

eρ ν′k−1 =
N(|λnk+1

|)
|λnk+1

|ρ
eρ ν′k−1

ρ ν ′k
= Φ(|λnk+1

|) eρ ν′k−1

ρ ν ′k
. (29)

Снова используя пункт II леммы (теперь на промежутке (1, +∞), где функция q2(x) воз-
растает), предельным переходом из (28) получаем (22):

∆
∗

= lim
k∈K

Φ(xk) 6 lim
k→∞

Φ(|λnk+1
|) lim

k→∞

eρ ν′k−1

ρ ν ′k
6 ∆̃

eρ ν−1

ρ ν
.

Для доказательства неравенства (23) воспользуемся определением индекса лакунарно-
сти, согласно которому при любом ε > 0 и всех k ≥ k0(ε) выполняется ck < l + ε. Это поз-
воляет для достаточно больших k ∈ K сначала из (28) вывести, что 1 < ρ ν ′k < 1+ln(l+ε)ρ,
а затем из (29) и леммы II получить

Φ(xk) < Φ(|λnk+1
|) eln(l+ε)ρ

ln(l + ε) + 1
< (∆̃ + ε)

(l + ε)ρ

ln(l + ε) + 1
.

Последовательный переход к пределу при k → ∞, k ∈ K, и ε → 0 приводит к нужной
оценке (23).

Неравенство (24) доказывается с использованием аналогичных соображений. Действи-
тельно, из (27) следуют неравенства

1− ln(l + ε)ρ < 1− ln ck < ρ νk < 1, ρ νk > 0,

откуда ρ νk > (1 + ln(l + ε)−ρ)+. Дальнейшее ясно.
Доказательство теоремы 2 завершено.

Отметим, что оценки (21) и (22) теоремы 2 можно записать в виде

∆̃

∆
∗ ≥ ρ νe1−ρ ν = e1−ρ ν ln

e

e1−ρ ν
,

∆̃

∆
∗ ≥ e1−ρ ν ln

e

e1−ρ ν

соответственно. Поскольку функция a ln
e

a
строго возрастает на отрезке [0, 1] и строго

убывает на промежутке [1,∞), то предыдущие неравенства эквивалентны неравенствам

e1−ρ ν ≥ ã2, e1−ρ ν 6 ã1, (30)

где ã1, ã2 − корни уравнения a ln
e

a
=

∆̃

∆
∗ , 0 6 ã1 6 1 6 ã2 6 e. Логарифмируя (30),

приходим к соотношениям

ρ ν ã2 6 ã2 ln
e

ã2

=
∆̃

∆
∗ и ρ ν ã1 ≥ ã1 ln

e

ã1

=
∆̃

∆
∗ .

Таким образом, неравенства (21) и (22) теоремы 2 можно коротко записать в эквивалент-
ном виде

ρ ν ã2 6
∆̃

∆
∗ 6 ρ ν ã1.

Действуя аналогичным образом, запишем неравенства (23) и (24) в виде

∆̃

∆
∗ ≥ l−ρ ln

e

l−ρ
и

∆̃

∆
∗ ≥ lρ ln

e

lρ
, (31)
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что эквивалентно
ã1 ≥ l−ρ, ã2 6 lρ. (32)

Дополним теперь неравенство (21) оценкой снизу через нижние усредненную и относи-
тельную плотности.

Предложение 6. Справедливы неравенства

∆∗ eρ ν−1

ρ ν
6 ∆

∗
6 ∆̃

eρ ν−1

ρ ν
. (33)

Доказательство. В обосновании нуждается лишь левая часть оценки (33) в нетри-
виальном случае, когда 0 < ∆∗ 6 ∆

∗
< +∞. Предположим, рассуждая от противного,

что ∆
∗

< ∆∗ e
ρ ν−1

ρ ν
. Тогда ρ νe1−ρ ν <

∆∗

∆
∗ , или, что равносильно, e1−ρ ν ln

e

e1−ρ ν
<

∆∗

∆
∗ .

Следовательно, e1−ρ ν > a2, где, как и прежде, a2 обозначает больший корень уравнения

a ln
e

a
=

∆∗

∆
∗ . Отсюда с учетом левой части (13) заключаем, что

∆∗

∆
∗ = a2 ln

e

a2

> a2ρ ν ≥ a2ρ
∆∗

∆
.

Из полученного неравенства
∆∗

∆
∗ > a2ρ

∆∗

∆
выводим оценку ∆ > a2ρ ∆

∗
, которая противо-

речит последнему из соотношений (2). Предложение доказано.

Отметим в очередной раз, что в случае дискретно измеримой последовательности, опре-
деляемой условием ∆∗ = ∆̃, знаки неравенств в предложении 6 заменяются равенствами,
подтверждая точность оценок (33).

В работе [11] для корней a1 и a2 уравнения a ln
e

a
=

∆∗

∆
∗ найдено представление

a1 = e q
q

1−q , a2 = e q
1

1−q

через параметр q =
a2

a1

и показано, что в случае дискретно измеримой последовательности

комплексных чисел с индексом лакунарности l выполняется равенство q = lρ. Воспользу-
емся этими фактами для получения следующего результата, который интересно сравнить
с оценками (23), (24) из теоремы 2.

Предложение 7. Для произвольной последовательности комплексных чисел с конеч-
ными положительными усредненными плотностями ∆∗, ∆

∗ и индексом лакунарности
l справедливы неравенства

∆
∗ ≥ ∆∗ l

ρ
lρ−1

lρ − 1

e ln lρ
, (34)

∆∗ lρ − 1

a2 ln lρ
6 ∆

∗
6 ∆∗ lρ − 1

a1 lρ ln lρ
. (35)

Как и ранее, a1 и a2 – корни уравнения a ln
e

a
=

∆∗

∆
∗ . Наличие дискретной измеримости

последовательности обеспечивает в (34), (35) знаки равенств.

Доказательство. Из неравенств (5) и (1) следует, что lρ 6
∆

∆
6

a2

a1

= q, т. е. lρ 6 q.

Привлекая пункт I леммы, видим, что выражение a2(q) = e q
1

1−q возрастает с увеличением
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q. Поэтому a2(q) ≥ a2(l
ρ). Поскольку функция a ln

e

a
убывает на промежутке [1, +∞), то

∆∗

∆
∗ = a2(q) ln

e

a2(q)
6 a2(l

ρ) ln
e

a2(lρ)
= e l

ρ
1−lρ

ln lρ

lρ − 1
,

что дает (34). Неравенства (35) вытекают из аналогичных рассуждений, если заметить
еще, что a1 = a1(q) = e q

q
1−q убывает при возрастании q. Так, например, правая часть (35)

следует из соотношений
∆∗

∆
∗ = a1(q) ln

e

a1(q)
≥ a1 ln

e

a1(lρ)
= a1 lρ

ln lρ

lρ − 1
.

Предложение 7 установлено.

Как уже отмечалось, дискретная измеримость последовательности не влечет её изме-
римости. Интересно, какие дополнительные к дискретной измеримости условия на после-
довательность могут обеспечить её измеримость? Как видно из предложения 1, одним
из таких условий является слабая лакунарность последовательности. Действительно, при
l = 1 из (6) вытекает ∆∗ 6 ∆

∗
6 ∆̃ = ∆∗, т. е. ∆∗ = ∆

∗
. Другим условием служит внут-

ренняя измеримость последовательности, которая, согласно неравенству (8) предложения
1, влечет её слабую лакунарность. Однако, из теоремы 2 можно вывести более сильное
утверждение.

Предложение 8. Пусть Λ — дискретно измеримая последовательность комплексных
чисел. Тогда выполнение любого из условий ν = 1

ρ
или ν = 1

ρ
влечет измеримость этой

последовательности.
Доказательство. Дискретная измеримость означает, что ∆̃ = ∆∗. Выполнение же лю-

бого из условий предложения приводит, согласно формулам (21) и (22), к неравенствам
∆∗ 6 ∆

∗
6 ∆̃ 6 ∆∗, влекущим измеримость.

Возникают естественные вопросы: влечет ли только слабая лакунарность или только
внутренняя измеримость последовательности (без дискретной) её измеримость? На оба
вопроса мы дадим отрицательные ответы, используя понятие уточненного порядка (по
Валирону). Напомним, что так называется дифференцируемая на R+ функция ρ(x), удо-
влетворяющая двум условиям lim

x→+∞
ρ(x) = ρ > 0 и lim

x→+∞
ρ′(x) x ln x = 0, которые экви-

валентны одному условию lim
x→+∞

x h′(x)

h(x)
= ρ для функции h(x) = xρ(x), или, что наиболее

удобно для наших целей, условию

lim
x→+∞

x L′(x)

L(x)
= 0 (36)

для функции L(x) = h(x) x−ρ.

Предложение 9. Для наперед заданных чисел ρ > 0, β > 0 и α ∈ [0, β] существуют
внутренне измеримые, слабо лакунарные последовательности с ρ-плотностями ∆ = α
и ∆ = β.

Доказательство. Пусть числа ρ, β и α удовлетворяют условиям предложения. Если
α > 0, то для построения заявленной последовательности возьмем функцию α(x) ≡ α.
Если же α = 0, то полагаем α(x) = ln−γ x, где γ ∈ (0, 1). Выберем затем в качестве L(x)
функцию

L(x) =
1

ρ

√
α(x)β

(√
β

α(x)

)sin lnγ x

,
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которая, как несложно проверить, удовлетворяет условию (36). Определим далее функцию
n(x) = [x h′(x)], а последовательность Λ возьмем так, чтобы ее считающая функция сов-
падала с n(x). Здесь h(x) = xρ L(x), а [x] обозначает целую часть числа x. Из результатов
монографии [7] следует, что при x → +∞ условия N(x) ∼ h(x) и n(x) ∼ x h′(x) на счи-
тающие функции Λ эквивалентны. Последовательность Λ является внутренне измеримой,
так как для нее по построению выполнено

lim
x→+∞

N(x)

n(x)
= lim

x→+∞

h(x)

x h′(x)
=

1

ρ
.

С другой стороны,

ρ ∆ ∗ = ρ lim
x→+∞

N(x)

xρ
= ρ lim

x→+∞

h(x)

xρ
= ρ lim

x→+∞
L(x) =

= lim
x→+∞

√
α(x)β

(√
β

α(x)

)sin lnγ x

= lim
x→+∞

√
α2(x) = lim

x→+∞
α(x) = α

и

ρ ∆
∗

= ρ lim
x→+∞

N(x)

xρ
= ρ lim

x→+∞
L(x) = lim

x→+∞

√
α(x)β

(√
β

α(x)

)sin lnγ x

= β.

Применяя следствие из предложения 2, получаем

∆ = ρ ∆ ∗ = α и ∆ = ρ ∆
∗

= β.

Итак, построенная последовательность имеет заданные ρ-плотности, внутренне измери-
ма, а её слабая лакунарность вытекает из неравенства (8) предложения 1. Доказательство
завершено.

Подытоживая предыдущие рассуждения, можно сформулировать cледующее утвержде-
ние.

Предложение 10. Произвольная последовательность Λ = {λn}∞n=1 комплексных чисел
с показателем сходимости ρ > 0 и 0 < ∆ < ∞ измерима тогда и только тогда, когда
она дискретно измерима и выполнено хотя бы одно из условий:

a) последовательность Λ слабо лакунарна, т. е. lΛ = lim
n→∞

|λn+1|
|λn|

= 1,

b) выполняется условие ν = lim
x→+∞

N(x)

n(x)
=

1

ρ
,

c) выполняется условие ν = lim
x→+∞

N(x)

n(x)
=

1

ρ
,

d) последовательность Λ внутренне измерима, т. е. существует предел

lim
x→+∞

N(x)

n(x)

(
=

1

ρ

)
.

Доказательство. Достаточность дискретной измеримости последовательности Λ с лю-
бым из условий a) или d) для её измеримости уже обсуждалась перед предложением 8, а
с условиями b), c) — в самом предложении 8.

Пусть теперь последовательность Λ измерима, т. е. ∆ = ∆ = ∆. Её дискретная изме-
римость следует прямо из определения. Слабая лакунарность вытекает из неравенства
(5) предложения 1, а внутренняя измеримость – из неравенств (1) и того, что существует
предел

ν = lim
x→+∞

N(x)

n(x)
= lim

x→+∞

N(x)/xρ

n(x)/xρ
=

∆/ρ

∆
=

1

ρ
.
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Все доказано.
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