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ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА НЕЙМАНА

НА НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ

В.В. ВОЛЧКОВ, ВИТ. В. ВОЛЧКОВ

Аннотация. Изучение переопределенных граничных задач для эллиптических диф-
ференциальных уравнений в частных производных было инициировано Д. Серрином
в 1971 г. В своей работе он установил свойство радиальной симметрии для решений
некоторой переопределенной задачи Пуассона. Помимо значительного самостоятельно-
го интереса, задачи такого типа имеют важные приложения в теории потенциала, ин-
тегральной геометрии, гидродинамике, электростатике и теории капиллярности. Как
правило, их решение основано на принципе максимума, лемме Хопфа об угловой гра-
ничной точке и методе движения гиперплоскостей, введенным А.Д. Александровым
для изучения некоторых геометрических проблем, связанных с характеризацией сфер.
Среди других, более современных методов, не использующих принцип максимума в
рассматриваемых задачах, отметим метод двойственности, метод объемной производ-
ной, а также интегральный метод.
В данной статье рассматривается переопределенная задача Неймана для уравнения

Лапласа ∆𝑓 = 0 на плоских неограниченных областях. Показано, что при определен-
ных условиях (см. теорему 2.1 в § 1) такая задача разрешима только для внешности
круга. Отличительной особенностью теоремы 2.1 является то, что в ней впервые в по-
добных задачах получено точное условие на рост 𝑓 на бесконечности. Кроме того, как
видно из теоремы 2.2 в § 2, другие условия в теореме 2.1 также необходимы. В отличие
от работ предшественников, доказательство теоремы 2.1 использует некоторые гранич-
ные свойства конформных отображений, теорему В.И. Смирнова о функциях класса
𝐻𝑝 и теорему Фейера-Рисса о неотрицательных тригонометрических полиномах.

Ключевые слова: переопределенные задачи, задача Неймана, гармонические функ-
ции, граничное поведение.
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1. Введение

В 1971 г. Д. Серрин инициировал [1] изучение переопределенных граничных задач для
эллиптических дифференциальных уравнений в частных производных. Впоследствии вы-
яснилось, что, помимо значительного самостоятельного интереса, такие задачи имеют
важные приложения в теории потенциала [2], интегральной геометрии [3], [4], гидроди-
намике [5], электростатике [6], [7] и теории капиллярности [8], [9]. Например, известная
проблема Помпейю, до сих пор не решенная в полном объеме, при достаточно общих усло-
виях сводится к переопределенной граничной задаче для уравнения Гельмгольца [4], [10],
[11]. Более того, именно изучение подобных задач позволило получить наиболее глубокие
результаты о регулярности границы множеств, рассматриваемых в проблеме Помпейю [3],
[12], [13]. По поводу результатов, связанных с примыкающей к данному кругу вопросов
старой гипотезы Шиффера, см. [14], [15] и библиографию к этим работам.

V.V. Volchkov, Vit.V. Volchkov,Overdetermined Neumann boundary value problem in

unbounded domains.
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Классический результат Д. Серрина [1] устанавливает свойство радиальной симметрии
для решений следующей переопределенной задачи Пуассона.
Пусть Ω – ограниченная область в R𝑛, 𝑛 > 2 с границей 𝜕Ω класса 𝐶2, для которой

существует функция 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω), удовлетворяющая уравнению Пуассона

∆𝑓 = −1 в Ω (1.1)

и граничным условиям

𝑓 = 0,
𝜕𝑓

𝜕𝑛
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на 𝜕Ω. (1.2)

Тогда, как показано в [1], Ω – шар и 𝑓 радиально симметрична. В [1] также отмечено,
что подобное утверждение сохраняет силу и для некоторых других уравнений, обобщаю-
щих (1.1), если вместе с (1.2) выполняется условие

𝑓 > 0 в Ω. (1.3)

Теорема Д. Серрина получила дальнейшее развитие и уточнение в разных направлениях
(см. обзор [16] с обширной библиографией).
Во-первых, в ряде работ уточнялись условия теоремы Д. Серрина, связанные с гладко-

стью границы Ω и решения 𝑓 .
Во-вторых, рассматривались подобные задачи для других уравнений (в том числе и

нелинейных) и других граничных условий.
В-третьих, изучались аналоги теоремы Д. Серрина для других типов областей (проко-

лотых, кольцевых, неограниченных). При этом в случае неограниченной области к услови-
ям (1.2), (1.3) добавлялось условие на поведение функции 𝑓 на бесконечности. Например,
в работе [17] требуется, чтобы 𝑓 стремилась к нулю на бесконечности, а в [8], [18] допол-
нительно предполагается, что этому же условию удовлетворяют все частные производные
от 𝑓 первого порядка.
Доказательство основных результатов в большинстве из цитированных выше работ ос-

новано на принципе максимума, лемме Хопфа об угловой граничной точке и методе дви-
жения гиперплоскостей, введенным А.Д. Александровым для решения некоторых геомет-
рических проблем, связанных с характеризацией сфер (см. [16], [19], [20]). Среди других,
более современных методов, не использующих принцип максимума в рассматриваемых
задачах, отметим метод двойственности [21], метод объемной производной [22], а также
интегральный метод [23].
В данной статье рассматривается переопределенная задача Неймана для уравнения Ла-

пласа ∆𝑓 = 0 на плоских неограниченных областях. Показано, что при определенных
условиях (см. теорему 2.1 в § 1) такая задача разрешима только для внешности круга.
Отличительной особенностью теоремы 2.1 является то, что в ней впервые в подобных за-
дачах получено точное условие на рост 𝑓 на бесконечности. Кроме того, как видно из
теоремы 2.2 в § 2, другие условия в теореме 2.1 также необходимы. В отличие от работ
предшественников, доказательство теоремы 2.1 использует некоторые граничные свой-
ства конформных отображений, теорему В.И. Смирнова о функциях класса 𝐻𝑝 и теорему
Фейера-Рисса о неотрицательных тригонометрических полиномах.

2. Формулировки основных результатов

Пусть Γ – замкнутая гладкая жорданова кривая в комплексной плоскости C, 𝐺 – огра-

ниченная область в C с границей Γ, 𝐺 = 𝐺∪Γ. Как обычно, символом
𝜕

𝜕𝑛
будем обозначать

оператор дифференцирования в направлении внешней (по отношению к 𝐺) нормали к Γ.
Сформулируем основные результаты данной работы.
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Теорема 2.1. Предположим, что существует функция 𝑓 , непрерывная в C ∖𝐺 и гар-
моническая в C ∖𝐺, удовлетворяющая следующим условиям:

1. 𝑓 = 0 на Γ;

2.
𝜕𝑓

𝜕𝑛
= 1 на Γ;

3. 𝑓(𝑧) = 𝑜 (|𝑧|2) при 𝑧 → ∞.

Тогда область 𝐺 является кругом, и при этом

𝑓(𝑧) = 𝑅 ln
|𝑧 − 𝑧0|
𝑅

,

где 𝑧0, 𝑅 – центр и радиус круга 𝐺.

Доказательство теоремы 2.1 приводится в §3. Оно основано на применении конформного
отображения внешности единичного круга на область C ∖𝐺. Это отображение позволяет
свести исходную задачу для области C ∖𝐺 к переопределенной краевой задаче для внеш-
ности круга, в которой основной трудностью является неоднородность граничного усло-
вия для нормальной производной. Для изучения этого условия потребовались некоторые
тонкие результаты о граничных свойствах функции, осуществляющей указанное выше
конформное отображение, а также некоторые свойства классов Харди 𝐻𝑝 в единичном
круге (см. [24, гл. 9, 10]). Соответствующие вспомогательные конструкции и утверждения
содержатся в §2. Отметим, что отсутствие подобной теории конформных отображений в
многомерном случае оставляет открытым вопрос о существовании аналога теоремы 2.1 в
пространстве R𝑛 при 𝑛 > 2.
Следующий результат показывает необходимость условий 1, 2 и точность условия 3 в

теореме 2.1.

Теорема 2.2. Существуют отличная от круга ограниченная область 𝐺 ⊂ C с жор-
дановой границей Γ класса 𝐶∞ и функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, принадлежащие 𝐶∞(C ∖𝐺) и гармо-
нические в C ∖𝐺, такие что:
1. 𝑓1 удовлетворяет условиям 1 и 3 теоремы 2.1;
2. 𝑓2 удовлетворяет условиям 2 и 3 теоремы 2.1;
3. 𝑓3 удовлетворяет условиям 1, 2 теоремы 2.1, и при этом

𝑓3(𝑧) = 𝑂
(︀
|𝑧|2

)︀
при 𝑧 → ∞.

Доказательство теоремы 2.2 содержится в § 4.

3. Вспомогательные конструкции

Пусть 𝐴 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| > 1} и функция 𝑢 непрерывна в 𝐴 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| > 1}. При
любом фиксированном 𝜌 > 1 функции 𝑢 (𝜌𝑒𝑖𝜙) соответствует ряд Фурье

𝑢
(︀
𝜌𝑒𝑖𝜙

)︀
=

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜙, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], (3.1)

где

𝑢𝑛(𝜌) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢
(︀
𝜌𝑒𝑖𝜙

)︀
𝑒−𝑖𝑛𝜙𝑑𝜙. (3.2)

Из (3.2) следует, что
|𝑢𝑛(𝜌)| 6 max

𝜙∈[0,2𝜋]

⃒⃒
𝑢
(︀
𝜌𝑒𝑖𝜙

)︀⃒⃒
(3.3)

для любых 𝑛 ∈ Z, 𝜌 > 1. Пусть ∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
– оператор Лапласа. Если 𝑢 ∈ 𝐶2(𝐴), то

простые вычисления с использованием (3.2) показывают, что при любых 𝜌 > 1, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋],
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𝑛 ∈ Z выполнено равенство

∆
(︀
𝑢𝑛(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜙

)︀
=

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(∆𝑢)(𝜌𝑒𝑖𝑡)𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝑡)𝑑𝑡. (3.4)

Кроме того,

∆
(︀
𝑢𝑛(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜙

)︀
=

(︂
𝑢′′𝑛(𝜌) +

𝑢′𝑛(𝜌)

𝜌
− 𝑛2

𝜌2
𝑢𝑛(𝜌)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜙. (3.5)

По теореме Римана о конформном отображении существует единственная голоморфная
в области 𝐴 функция 𝑤 = 𝜓(𝑧), которая отображает 𝐴 конформно на область C ∖ 𝐺 при
условиях

𝜓(∞) = ∞, 𝜓′(∞) = 𝑎 > 0. (3.6)

Первое условие в (3.6) показывает, что функция 𝑤 = 𝜓(𝑧) точку 𝑧 = ∞ переводит в точку
𝑤 = ∞, а второе условие означает, что

lim
𝑧→∞

𝜓(𝑧)

𝑧
= 𝑎 > 0. (3.7)

Из условий (3.6) и (3.7) следует, что функция 𝜓, являясь голоморфной в области 𝐴,
имеет в точке 𝑧 = ∞ простой полюс, и поэтому ее лорановское разложение в 𝐴 имеет вид

𝜓(𝑧) = 𝑎𝑧 +
∞∑︁
0

𝜓𝑛𝑧
−𝑛, 𝑎 > 0. (3.8)

Согласно принципу соответствия границ при конформных отображениях функция 𝜓
может быть продолжена по непрерывности на множество 𝐴. Для этого продолжения мы
сохраним обозначение 𝑤 = 𝜓(𝑧).
Пусть D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}, T = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1}. Как обычно, обозначим через 𝐻𝑝(D),

𝑝 > 0, класс функций 𝑓 , голоморфных в D и таких, что для каждой из них интеграл∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒𝑝
𝑑𝜙 (3.9)

ограничен при 0 6 𝑟 < 1. При 𝑧 ∈ D положим

ℎ(𝑧) = 𝑎−
∞∑︁
0

𝑛𝜓𝑛𝑧
−𝑛−1 = 𝜓′

(︂
1

𝑧

)︂
. (3.10)

Отметим, что в силу однолистности 𝜓 функция ℎ не имеет нулей в D. Далее нам потре-
буются некоторые вспомогательные утверждения о свойствах функций ℎ и 𝜓.

Лемма 3.1. Функции ℎ и 1/ℎ принадлежат классу 𝐻𝑝(D) при всех 𝑝 > 0.

Доказательство. Пусть 𝑏 ∈ 𝐺. Обозначим через 𝑑(𝑏) расстояние от точки 𝑏 до Γ. Тогда
при любом 𝑧 ∈ D имеем ⃒⃒⃒⃒

𝜓

(︂
1

𝑧

)︂
− 𝑏

⃒⃒⃒⃒
> 𝑑(𝑏) > 0.

Из этого неравенства и (3.8) следует, что существует постоянная 𝑐1 > 0, такая что⃒⃒⃒⃒
𝑧

(︂
𝜓

(︂
1

𝑧

)︂
− 𝑏

)︂⃒⃒⃒⃒
> 𝑐1 (3.11)

при всех 𝑧 ∈ D. Кроме того, из (3.8) и определения 𝜓 получаем, что⃒⃒⃒⃒
𝑧

(︂
𝜓

(︂
1

𝑧

)︂
− 𝑏

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝑐2, 𝑧 ∈ D, (3.12)
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где 𝑐2 > 0 не зависит от 𝑧. Далее, при 𝑧 ∈ D из (3.10) находим

ℎ(𝑧) = −𝑧2
(︂
𝜓

(︂
1

𝑧

)︂
− 𝑏

)︂2

𝜆′(𝑧), (3.13)

где

𝜆(𝑧) =

(︂
𝜓

(︂
1

𝑧

)︂
− 𝑏

)︂−1

.

Учитывая оценки (3.11) и (3.12), при любых 𝑝 > 0, 𝑟 ∈ [0, 1) из (3.13) получаем∫︁ 2𝜋

0

(︀
|ℎ(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝 + |ℎ(𝑟𝑒𝑖𝜙)|−𝑝

)︀
𝑑𝜙 <

< 𝑐2𝑝2

∫︁ 2𝜋

0

|𝜆′(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝜙+ 𝑐−2𝑝
1

∫︁ 2𝜋

0

|𝜆′(𝑟𝑒𝑖𝜙)|−𝑝𝑑𝜙. (3.14)

Функция 𝜆 отображает круг D конформно и однолистно на некоторую ограниченную
область с гладкой жордановой границей. По теореме Линделёфа (см. [24, гл. 10, § 1,
теорема 4]), при надлежащем выборе ветви аргумента функции arg 𝜆′(𝑧) и arg 1/𝜆′(𝑧) мо-
гут быть продолжены до непрерывных функций на D. Отсюда следует (см. [24, гл. 10, § 1,
теорема 5]), что функции 𝜆 и 1/𝜆 принадлежит классу 𝐻𝑝(D) при любом 𝑝 > 0. Таким
образом, интегралы в правой части неравенства (3.14) ограничены по 𝑟. Отсюда и из (3.14)
получаем утверждение леммы 3.1.

Следствие 3.1. Функция ℎ имеет почти всюду на T конечные предельные значения
по некасательным путям, образующие граничную функцию ℎ(𝑒𝑖𝜙), 𝜙 ∈ (0, 2𝜋). При этом
ℎ(𝑒𝑖𝜙) ∈ 𝐿𝑝(0, 2𝜋) для любого 𝑝 > 0 и

ℎ(𝑒𝑖𝜙) ̸= 0 для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋). (3.15)

Доказательство. Утверждение о существовании указанной предельной функции ℎ(𝑒𝑖𝜙) и
ее принадлежности классу 𝐿𝑝(0, 2𝜋) следует из леммы 3.1 и хорошо известного аналогич-
ного свойства для любой функции класса 𝐻𝑝(D) (см., например, [24, гл. 9, § 4]). Применяя
данное свойство к функции 1/ℎ и используя лемму 3.1, получим (3.15).

Следствие 3.2. Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ C и |𝛼| > |𝛽| > 0. Тогда функция

ℎ1(𝑧) =
ℎ(𝑧)

(𝛼 + 𝛽𝑧)2

принадлежит классу 𝐻𝑝(D) при всех 0 < 𝑝 < 1
4
.

Доказательство. Сначала предположим, что |𝛽| = |𝛼|. В этом случае 𝛼+ 𝛽𝑧 = 𝛽(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)
при некотором 𝛾 ∈ [0, 2𝜋]. Пусть 0 < 𝑝 < 1

4
. Выберем 𝑞 > 1 так, чтобы 𝑞𝑝 < 1

4
. Используя

неравенство Гельдера и лемму 3.1, для любого 𝑟 ∈ [0, 1) имеем∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
ℎ1(𝑟𝑒

𝑖𝜙)
⃒⃒𝑝
𝑑𝜙 =

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
ℎ(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒𝑝 ⃒⃒
𝛽(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑒𝑖𝛾)

⃒⃒−2𝑝
𝑑𝜙 6

6

(︂∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
ℎ(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒ 𝑝𝑞
𝑞−1 𝑑𝜙

)︂ 𝑞−1
𝑞

(︂∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝛽(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑒𝑖𝛾)

⃒⃒−2𝑝𝑞
𝑑𝜙

)︂ 1
𝑞

6

6 𝑐

(︂∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
1 − 𝑟𝑒𝑖(𝜙−𝛾)

⃒⃒−2𝑝𝑞
𝑑𝜙

)︂ 1
𝑞

, (3.16)

где постоянная 𝑐 > 0 не зависит от 𝑟. Поскольку⃒⃒
1 − 𝑟𝑒𝑖(𝜙−𝛾)

⃒⃒
> 1 − cos(𝜙− 𝛾)
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и 𝑝𝑞 < 1
4
, из (3.16) получаем требуемое утверждение. В случае |𝛼| > |𝛽| > 0 утверждение

очевидно в силу леммы 3.1 и неравенства

|𝛼 + 𝛽𝑧| > |𝛼| − |𝛽|, 𝑧 ∈ D.

Лемма 3.2. Для почти всех (по мере Лебега) 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] имеет место равенство

lim
𝜀→+0

𝜓′((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) = lim
𝜀→+0

𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) − 𝜓(𝑒𝑖𝜙)

𝜀𝑒𝑖𝜙
, (3.17)

где оба предела существуют и конечны.

Доказательство. Из соотношения (3.10) имеем

𝜓′ (︀(1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙
)︀

= ℎ
(︀
(1 + 𝜀)−1𝑒−𝑖𝜙

)︀
для любых 𝜀 > 0, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Отсюда и из следствия 3.1 вытекает существование конечного
предела в левой части равенства (3.17) для почти всех 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. По теореме о среднем
для таких 𝜙 выполнено равенство∫︁ 1+𝜀

1

𝜓′(𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜌 = 𝜀𝜓′(𝜉𝑒𝑖𝜙)

для любого 𝜀 > 0 и некоторого 𝜉 ∈ (1, 1 + 𝜀), зависящего от 𝜀. Следовательно, существует
конечный предел

lim
𝜀→+0

1

𝜀

∫︁ 1+𝜀

1

𝜓′(𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜌,

который равен пределу в левой части равенства (3.17). Поскольку∫︁ 1+𝜀

1

𝜓′(𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜌 =
𝜓 ((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) − 𝜓(𝑒𝑖𝜙)

𝑒𝑖𝜙
,

отсюда получаем утверждение леммы 3.2.

Лемма 3.3. Для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋) существует 𝛿 = 𝛿(𝜙) > 0, такое что при
любом 𝜀 ∈ (0, 𝛿(𝜙)) круг

𝐾𝜀,𝜙 =
{︁
𝑧 ∈ C :

⃒⃒
𝑧 − 𝜓(𝑒𝑖𝜙) − 𝜀𝑒𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
6
𝜀

2

⃒⃒
𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒}︁
(3.18)

не пересекается с Γ.

Доказательство. Предположим, что для некоторого 𝜙 ∈ (0, 2𝜋) существует последова-
тельность {𝜀𝑗}∞𝑗=1 положительных чисел такая, что lim

𝑗→∞
𝜀𝑗 = 0 и при любом 𝑗 круг 𝐾𝜀𝑗 ,𝜙

пересекается с Γ. Обозначим через 𝜙𝑗 одну из точек полуинтервала [0, 2𝜋), для которой
𝜓(𝑒𝑖𝜙𝑗) ∈ 𝐾𝜀𝑗 ,𝜙 ∩ Γ. Тогда имеем⃒⃒

𝜓(𝑒𝑖𝜙𝑗) − 𝜓(𝑒𝑖𝜙) − 𝜀𝑗𝑒
𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
6
𝜀𝑗
2

⃒⃒
𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
. (3.19)

Из этого неравенства и однолистности 𝜓 заключаем, что 𝜙𝑗 → 𝜙 при 𝑗 → ∞.
Далее, функция 𝜓(𝑒𝑖𝑡) абсолютно непрерывна на [0, 2𝜋] и для почти всех 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

выполнено равенство
𝑑

𝑑𝑡
𝜓(𝑒𝑖𝑡) = 𝑖𝑒𝑖𝑡𝜓′(𝑒𝑖𝑡) (3.20)

(см. [24, гл. 10, § 1, теорема 1]).
Предположим теперь, что 𝜓′(𝑒𝑖𝜙) ̸= 0 и

𝜓(𝑒𝑖𝜙) − 𝜓(𝑒𝑖𝜙𝑗) = 𝑖𝜓′(𝑒𝑖𝜙)𝑒𝑖𝜙(𝜙− 𝜙𝑗) + 𝑜(𝜙− 𝜙𝑗) при 𝑗 → ∞. (3.21)
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Из следствия 3.1 и равенства (3.20) следует, что эти требования выполняются для почти
всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋). Сопоставляя (3.21) и (3.19) и учитывая, что 𝜓′(𝑒𝑖𝜙) ̸= 0, приходим к
неравенству

|𝜀𝑗 + 𝑖(𝜙− 𝜙𝑗) + 𝑜(𝜙− 𝜙𝑗)| 6
𝜀𝑗
2

при 𝑗 → ∞.

При достаточно больших 𝑗 последнее неравенство противоречиво, откуда следует утвер-
ждение леммы 3.3.

Лемма 3.4. Пусть функция 𝑓 гармонична в круге 𝐾 = {𝜁 ∈ C : |𝜁 − 𝜁0| < 𝑟} и

𝑀 = sup
𝜁∈𝐾

|𝑓(𝜁)| < +∞. (3.22)

Тогда при любом 𝜁 ∈ 𝐾 имеет место оценка

|𝑓(𝜁) − 𝑓(𝜁0)| 6
2𝑀 |𝜁 − 𝜁0|
𝑟 − |𝜁 − 𝜁0|

. (3.23)

Доказательство. Из условия леммы получаем, что функция 𝑤(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑧 + 𝜁0) гармонич-
на в D и |𝑤(𝑧)| 6 𝑀 для любого 𝑧 ∈ D. Отсюда следует (см., например, [24, гл. 9, § 2,
следствие 2]), что почти всюду на T функция 𝑤 имеет некасательные конечные предель-
ные значения. Как обычно, сохраним обозначение 𝑤(𝑒𝑖𝑡) для соответствующей предельной
функции, определенной почти всюду на T. Тогда из (3.22) имеем |𝑤(𝑒𝑖𝑡)| 6𝑀 . Кроме того,
для любого 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜙, 0 6 𝜌 < 1 выполнена формула Пуассона

𝑤(𝑧) − 𝑤(0) =
1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑤(𝑒𝑖𝑡)
∞∑︁
𝑛=1

𝜌𝑛 cos(𝑛(𝜙− 𝑡))𝑑𝑡 (3.24)

(см. [24, гл. 9, § 2, теорема 3]). Интеграл справа не превосходит выражения

1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑤(𝑒𝑖𝑡)|
∞∑︁
𝑛=1

𝜌𝑛𝑑𝑡 6
2𝑀𝜌

1 − 𝜌
,

поэтому оценка (3.23) следует из (3.24).

Лемма 3.5. Для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋) выполнено следующее утверждение: если 𝑓
гармонична в C∖𝐺, непрерывна в C∖𝐺, и существует производная 𝜕𝑓

𝜕𝑛
(𝜓(𝑒𝑖𝜙)), то

lim
𝜀→+0

𝑓(𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙)) − 𝑓(𝜓(𝑒𝑖𝜙))

𝜀
=
𝜕𝑓

𝜕𝑛

(︀
𝜓(𝑒𝑖𝜙)

)︀ ⃒⃒
𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
.

Доказательство. Из следствия 3.1 и леммы 3.2 вытекает, что для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋)
существует отличный от нуля конечный предел в левой части равенства (3.17) и

𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) = 𝜓(𝑒𝑖𝜙) + 𝜀𝑒𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙) + 𝑜(𝜀) при 𝜀→ +0. (3.25)

Следовательно, для таких 𝜙 точка 𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) содержится в круге 𝐾𝜀,𝜙 (см. (3.18)) при
всех достаточно малых 𝜀 > 0. Применим теперь лемму 3.4, полагая

𝜁0 = 𝜓(𝑒𝑖𝜙) + 𝜀𝑒𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙), 𝑟 =
𝜀

2

⃒⃒
𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
,

𝜁 = 𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙),

где 𝜀 ∈ (0, 𝛿(𝜙)) – достаточно мало. Поскольку круг 𝐾𝜀,𝜙 содержится в круге{︂
𝑧 ∈ C : |𝑧| 6

⃒⃒
𝜓(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
+

3

2
𝛿(𝜙)

⃒⃒
𝜓′(𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒}︂
,

существует константа 𝑀𝜙, не зависящая от 𝜀, такая что

sup
𝐾𝜀,𝜙

|𝑓 | 6𝑀𝜙 для всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿(𝜙)).
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Тогда из (3.25) и леммы 3.4 получаем

𝑓
(︀
𝜓((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙)

)︀
− 𝑓(𝜓(𝑒𝑖𝜙) + 𝜀𝑒𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙)) = 𝑜(𝜀) при 𝜀→ +0. (3.26)

Далее, из определения нормальной производной имеем

𝜕𝑓

𝜕𝑛

(︀
𝜓(𝑒𝑖𝜙)

)︀
= lim

𝜀→+0

𝑓(𝜓(𝑒𝑖𝜙) + 𝜀𝑒𝑖𝜙𝜓′(𝑒𝑖𝜙)) − 𝑓(𝜓(𝑒𝑖𝜙))

𝜀 |𝜓′(𝑒𝑖𝜙)|
.

Из этого равенства и соотношения (3.26) следует утверждение леммы 3.5.

4. Доказательство теоремы 1

Пусть функция 𝑓 удовлетворяет условиям теоремы 1. Докажем, что 𝐺 – круг и

𝑓(𝑧) = 𝑅 ln
|𝑧 − 𝑧0|
𝑅

,

где 𝑧0, 𝑅 – центр и радиус круга 𝐺.
Рассмотрим функцию 𝑢(𝑧) = 𝑓(𝜓(𝑧)), где 𝜓 – функция, определенная в § 2. Из условия

теоремы 1 получаем, что 𝑢 гармонична в области 𝐴 и непрерывна в 𝐴, при этом

𝑢(𝑒𝑖𝜙) = 0 для любого 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. (4.1)

Кроме того, из условия 3 теоремы 1 и равенства (3.8) следует, что

𝑢(𝑧) = 𝑜
(︀
|𝑧|2

)︀
при 𝑧 → +∞. (4.2)

При любом фиксированном 𝜌 > 1 функции 𝑢(𝜌𝑒𝑖𝜙) соответствует ряд Фурье (3.1), в
котором функции 𝑢𝑛(𝜌) являются непрерывными на [1,+∞) (см. (3.2)). Из гармоничности
𝑢 и соотношения (3.4) получаем, что функции 𝑢𝑛(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜙 являются гармоническими в 𝐴 при
всех 𝑛. В силу (3.5), это означает, что

𝑢0(𝜌) = 𝑎0 + 𝑏0 ln 𝜌, 𝑢𝑛(𝜌) = 𝑎𝑛𝜌
𝑛 + 𝑏𝑛𝜌

−𝑛 при 𝑛 ̸= 0,

где 𝜌 > 1 и 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 – комплексные постоянные. Из равенств (4.1) и (3.2) следует, что
𝑢𝑛(1) = 0, откуда

𝑎0 = 0 и 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0 при 𝑛 ̸= 0. (4.3)

Далее, из (3.3) и (4.2) получаем

𝑢𝑛(𝜌) = 𝑜(𝜌2) при 𝜌→ +∞.

Последнее равенство означает, что 𝑎𝑛 = 0 и 𝑏−𝑛 = 0 при 𝑛 > 2. Сопоставляя это с (4.3),
приходим к выводу, что при |𝑧| > 1

𝑢(𝑧) = 𝑏0 ln |𝑧| + 𝑎1

(︂
𝑧 − 1

𝑧

)︂
+ 𝑎−1

(︂
1

𝑧
− 𝑧

)︂
, (4.4)

где черта означает знак комплексного сопряжения. Из этого равенства находим

lim
𝜀→+0

𝑢 ((1 + 𝜀)𝑒𝑖𝜙) − 𝑢 (𝑒𝑖𝜙)

𝜀
= 𝑏0 + 2𝑎1𝑒

𝑖𝜙 − 2𝑎−1𝑒
−𝑖𝜙

для любого 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Отсюда и из леммы 3.5 заключаем, что

𝑏0 + 2𝑎1𝑒
−𝑖𝜙 − 2𝑎−1𝑒

𝑖𝜙 = |ℎ(𝑒𝑖𝜙)| (4.5)

для почти всех 𝜙 ∈ [0, 2𝜋].
По теореме Фейера-Рисса (см. [25, приложение 5]) неотрицательный тригонометриче-

ский полином в левой части равенства (4.5) можно представить в виде

𝑏0 + 2𝑎1𝑒
−𝑖𝜙 − 2𝑎−1𝑒

𝑖𝜙 = |𝛼 + 𝛽𝑒𝑖𝜙|2, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], (4.6)

где комплексные постоянные 𝛼, 𝛽 таковы, что

𝛼 + 𝛽𝑧 ̸= 0 при 𝑧 ∈ D. (4.7)
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Докажем, что 𝛽 = 0. Предположим противное, тогда из (4.7) имеем |𝛼| > |𝛽| > 0. Приме-
няя лемму 3.1 и следствие 3.2, отсюда заключаем, что функции

ℎ1(𝑧) =
ℎ(𝑧)

(𝛼 + 𝛽𝑧)2
, ℎ2(𝑧) =

1

ℎ1(𝑧)

принадлежат классу 𝐻𝑝(D) при 𝑝 ∈ (0, 1/4). Кроме того, из (4.5) и (4.7) следует, что

|ℎ1(𝑒𝑖𝜙)| = |ℎ2(𝑒𝑖𝜙)| = 1

для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋). В силу теоремы В.И. Смирнова (см. [24, гл. 9, § 4, теорема
4]), это означает, что |ℎ1(𝑧)| = 1 при всех 𝑧 ∈ D. Следовательно, ℎ(𝑧) = 𝛾(𝛼2 + 2𝛼𝛽𝑧 +
𝛽2𝑧2), где 𝛾 ∈ C, |𝛾| = 1. Учитывая (3.10), отсюда получаем 𝛽 = 0, что противоречит
нашему предположению. Данное рассуждение и формулы (4.5) и (4.6) показывают, что
𝛽 = 𝑎1 = 𝑎−1 = 0 и |ℎ(𝑒𝑖𝜙)| = 𝑏0 для почти всех 𝜙 ∈ (0, 2𝜋). Как и выше, отсюда и из
теоремы В.И. Смирнова заключаем, что ℎ – тождественная константа. Учитывая (3.10)
и (3.8), имеем ℎ(𝑧) = 𝑎 в D и 𝜓(𝑧) = 𝑎𝑧 +𝜓0 в 𝐴. Таким образом, полагая 𝑅 = 𝑎 и 𝑧0 = 𝜓0,
приходим к утверждению теоремы 2.1.

5. Доказательство теоремы 2

Очевидно, при любом достаточно малом 𝜀 ∈ (0, 1) выполнено неравенство

2

3
+

1

9(1 − 𝜀)2
< (1 − 𝜀)2. (5.1)

Для таких 𝜀 обозначим
𝐴𝜀 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| > 1 − 𝜀}.

Рассмотрим функцию

Φ(𝑧) = 𝑧 − 2

3𝑧
− 1

27𝑧3
, 𝑧 ∈ 𝐴𝜀. (5.2)

Для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐴𝜀 имеем оценки

|𝑧1𝑧2| > (1 − 𝜀)2,
⃒⃒
𝑧−2
1 + (𝑧1𝑧2)

−1 + 𝑧−2
2

⃒⃒
<

3

(1 − 𝜀)2
. (5.3)

Кроме того, из (5.2) находим

Φ(𝑧1) − Φ(𝑧2) = (𝑧1 − 𝑧2)

(︂
1 +

1

𝑧1𝑧2

(︂
2

3
+

1

27

(︀
𝑧−2
1 + (𝑧2𝑧2)

−1 + 𝑧−2
2

)︀)︂)︂
.

Учитывая неравенства (5.1) и (5.3), из последнего соотношения заключаем, что
Φ(𝑧1) ̸= Φ(𝑧2) при 𝑧1 ̸= 𝑧2. Таким образом, Φ однолистна в области 𝐴𝜀. Положим

Φ(𝐴𝜀) = {𝑧 ∈ C : 𝑧 = Φ(𝜁), 𝜁 ∈ 𝐴𝜀},
и обозначим через 𝑔 обратную к Φ функцию, действующую из Φ(𝐴𝜀) на 𝐴𝜀. Из форму-
лы (5.2) следует, что при любом 𝑧 ∈ 𝐴𝜀 выполнены неравенства

|𝑧| − 2

3(1 − 𝜀)
− 1

27(1 − 𝜀)3
< |Φ(𝑧)| < |𝑧| +

2

3(1 − 𝜀)
+

1

27(1 − 𝜀)3
.

Отсюда и из определения 𝑔 получаем, что

|𝑧| − 2

3(1 − 𝜀)
− 1

27(1 − 𝜀)3
< |𝑔(𝑧)| < |𝑧| +

2

3(1 − 𝜀)
+

1

27(1 − 𝜀)3
(5.4)

при всех 𝑧 ∈ Φ(𝐴𝜀).
Положим теперь

𝐺 = C ∖ Φ(𝐴), где Φ(𝐴) = {𝑧 ∈ C : 𝑧 = Φ(𝜁), 𝜁 ∈ 𝐴}.
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В силу однолистности Φ множество 𝐺 является ограниченной областью с гладкой жорда-
новой границей Γ = {𝑧 ∈ C : 𝑧 = Φ(𝜁), 𝜁 ∈ T}. Кроме того, поскольку

Φ(1) = −Φ(−1) =
8

27
и Φ(𝑖) = −Φ(−𝑖) =

44

27
𝑖,

область 𝐺 не является кругом.
Рассмотрим функции

𝑓1 = ln |𝑔|, 𝑓2 =
10

9
ln |𝑔| − 1

3
Re

(︂
1

𝑔2

)︂
,

𝑓3 =
10

9
ln |𝑔| +

1

6
Re

(︂
𝑔2 − 1

𝑔2

)︂
.

Из определения 𝑔 следует, что 𝑔 голоморфна в Φ(𝐴𝜀) и не обращается в нуль. Отсюда
получаем, что функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 являются гармоническими в C ∖𝐺 и принадлежат классу
𝐶∞(C ∖ 𝐺). Используя также (5.4), приходим к выводу, что функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 удовлетво-
ряют всем требованиям теоремы 2.2.
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