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ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ОДНОЙ СПИНОВОЙ СИСТЕМЫ

И ДВУХКОМПОНЕНТНОГО УРАВНЕНИЯ

КАМАССЫ-ХОЛМА
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Аннотация. Работа посвящена исследованию эквивалентности двухкомпонентного
уравнения Камассы-Холма (УКХ) и спиновой системы, являющееся обобщением урав-
нения ферромагнетика Гейзенберга. Известно, что эквивалентность между нелинейны-
ми интегрируемыми уравнениями дает возможность расширенного поиска их различ-
ных точных решений. Для УКХ применим метод обратной задачи рассеяния через си-
стему линейных дифференциальных уравнений в частных призводных со скалярными
коэффициентами. В отличие от УКХ, коэффициенты линейных систем, соответствую-
щих спиновым уравнениям, связаны с симметричными матричными представлениями
Лакса. Поэтому при установлении эквивалентности между выше упомянутыми урав-
нениями возникают дополнительные сложности. Исходя из этого, нами предлагается
матричное представление Лакса для УКХ в симметрическом пространстве. Используя
этот результат, установлена калибровочная эквивалентность между двухкомпонент-
ным УКХ и спиновой системой. Показана связь между их решениями.
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1. Введение

Теория многокомпонентных интегрируемых нелинейных эволюционных уравнений при-
влекла в последнее время немалое количество исследователей в области теории солитонов
[1]-[2]. Одним из таких моделей является двухкомпонентное УКХ, которое берет начало с
классического интегрируемого УКХ вида [3]

𝑢𝑡 + 𝜅𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 3𝑢𝑢𝑥 = 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥, (1.1)

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) — скорость волны на мелководье в направлении 𝑥, а 𝜅 — константа связи.
В работах [4]–[6] показаны, что УКХ (1.1) обладает большинством важных свойств,

характерных интегрируемым уравнениям.

2. Двухкомпонентное УКХ

Объектом нашего исследования является двухкомпонентное УКХ, которое приведено в
работе [7]. Оно выглядит следующим образом:

𝑚𝑡 + 𝑢𝑚𝑥 + 2𝑚𝑢𝑥 − 𝜌𝜌𝑥 = 0, (2.1)

𝜌𝑡 + (𝜌𝑢)𝑥 = 0, (2.2)
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где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜌 = 𝜌(𝑥, 𝑡) and 𝑚 = 𝑚(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢− 𝑢𝑥𝑥 + 𝑘2 – действительные функции от 𝑥
и 𝑡.
УКМ (2.1)–(2.2) разрешимо методом обратной задачи рассеяния через представление

Лакса [7]

Φ𝑥𝑥 =

(︂
1

4
−𝑚𝜆 + 𝜌2𝜆2

)︂
Φ, (2.3)

Φ𝑡 = −
(︂

1

2𝜆
+ 𝑢

)︂
Φ𝑥 +

𝑢𝑥

2
Φ, (2.4)

где 𝜆 — спектральный параметр, Φ(𝜆;𝑥, 𝑡) = (𝜑1, 𝜑2)
𝑇 .

3. Матричное представление Лакса двухкомпонентного УКХ

Основной результат данного пункта сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 3.1. Представление Лакса для двухкомпонентного УКХ (2.1)–(2.2) в сим-
метрическом пространстве su(𝑛 + 1)/s(u(1) ⊕ u(𝑛)) при 𝑛 = 2 задается в виде

Φ𝑥 = 𝑈1Φ, (3.1)

Φ𝑡 = 𝑉1Φ, (3.2)

где

𝑈1 =

(︂
−1

2
𝜆

𝑚𝜆 + 𝜌2𝜆3 1
2

)︂
, (3.3)

𝑉1 =

(︂ 𝑢+𝑢𝑥

2
− 1

4𝜆2
1
2𝜆

− 𝑢𝜆
𝑚+𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2𝜆
− 𝑢𝑚𝜆 + 𝜆𝜌2

2
− 𝜆3𝑢𝜌2 1

4𝜆2 − 𝑢+𝑢𝑥

2

)︂
. (3.4)

Доказательство. Из условий совместности системы (3.1)–(3.2), матрицы 𝑈1(𝑥, 𝑡, 𝜆) и
𝑉1(𝑥, 𝑡, 𝜆) удовлетворяют условию нулевой кривизны

𝑈1𝑡 − 𝑉1𝑥 + [𝑈1, 𝑉1] = 0. (3.5)

Перепишем уравнение (3.5) в компонентах 𝑈1, 𝑉1 пары:(︂
−1

2
𝜆

𝑚𝜆 + 𝜌2𝜆3 1
2

)︂
𝑡

−
(︂ 𝑢+𝑢𝑥

2
− 1

4𝜆2
1
2𝜆

− 𝑢𝜆
𝑚+𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2𝜆
− 𝑢𝑚𝜆 + 𝜆𝜌2

2
− 𝜆3𝑢𝜌2 1

4𝜆2 − 𝑢+𝑢𝑥

2

)︂
𝑥

−

−
(︂

0 1
2𝜆

− 𝑢𝜆

−𝑚+𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2𝜆
+ 𝑢𝑚𝜆− 𝜆𝜌2

2
+ 𝜆3𝑢𝜌2 0

)︂
− (3.6)

−
(︂
𝑢 + 𝑢𝑥 −

1

2𝜆2

)︂(︂
0 𝜆

−𝜆𝑚− 𝜆3𝜌2 0

)︂
−
(︂

𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2
0

0 −𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2

)︂
= 0.

Приравнивая соответствующие элементы вторых строк и первых столбцов матриц в урав-
нении (3.6), получим

𝜆𝑚𝑡 + 2𝜆3𝜌𝜌𝑡 −
𝑚𝑥 + 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥

2𝜆
+ (𝑢𝑚)𝑥𝜆− 𝜆𝜌𝜌𝑥+

+ 2𝑢𝜌𝜌𝑥𝜆
3 + 𝑢𝑥𝜌

2𝜆3 +
𝑚 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥

2𝜆
− 𝑢𝑚𝜆+ (3.7)

+
𝜆𝜌2

2
− 𝜆3𝑢𝜌2 +

(︂
𝑢 + 𝑢𝑥 −

1

2𝜆2

)︂(︀
𝜆𝑚 + 𝜆3𝜌2

)︀
= 0.

Остальные элементы будут тождественно равны нулю.
Коэффициенты при 𝜆 в уравнении (3.7) будут такими же, как первое уравнение двух-

компонентного УКХ – уравнение (2.1)

𝑚𝑡 + 2𝑢𝑥𝑚 + 𝑢𝑚𝑥 − 𝜌𝜌𝑥 = 0,
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коэффициенты при степени 𝜆3 эквивалентны второму уравнению двухкомпонентного
УКХ – уравнению (2.2)

𝜌𝑡 + (𝑢𝜌)𝑥 = 0,

а коэффиценты при степени 𝜆−1 эквивалентны уравнению

𝑚 = 𝑢− 𝑢𝑥𝑥 + 𝐶,

где 𝐶 — интегральная постоянная.

4. Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга

В данном пункте приведем один из интегрируемых обобщенных уравнений ферромаг-
нетика Гейзенберга (спиновую систему), который имеет вид

[𝐴,𝐴𝑥𝑡 + (𝑢𝐴𝑥)𝑥] − 1

𝛽2
𝐴𝑥 − 4𝛽𝜌𝜌𝑥𝑍 = 0. (4.1)

Здесь действительные функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝜌(𝑥, 𝑡) выражаются через 2× 2 матричную функ-
цию 𝐴(𝑥, 𝑡) следующим образом:

𝑢 = 0.25𝛽−2(1 − 𝜕2
𝑥)−1 det (𝐴2

𝑥), (4.2)

𝜌2 = −𝑡𝑟(𝐴2
𝑥) + 2𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑥)

8𝛽4
, (4.3)

где 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и

𝑍 =
0.5𝛽

𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥

[𝐴,𝐴𝑡 + (𝑢− 0.5𝛽−2)𝐴𝑥]. (4.4)

Здесь 𝐴 =

(︂
𝐴3 𝐴−

𝐴+ −𝐴3

)︂
является матричным аналогом трехкомпонентного спинового

вектора (или вектора намагниченности) A = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) с единичной длиной A2 = 1. А в
терминах элементов матрицы 𝐴 : 𝐴± = 𝐴1 ± 𝑖𝐴2, 𝐴2 = 𝐼, где 𝐼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1).
Обобщенное уравнение ферромагнетика Гейзенберга (4.1) вкратце назовем уравнением

Мырзакулова-CVI (УM-CVI) (в честь его автора), по аналогии работ [8]-[9].
Представление Лакса, соответствующее уравнению M-CVI, выглядит следующим обра-

зом

Ψ𝑥 = 𝑈2Ψ, (4.5)

Ψ𝑠 = 𝑉2Ψ, (4.6)

где

𝑈2 =

(︂
𝜆

4𝛽
− 1

4

)︂
[𝐴,𝐴𝑥] + (𝜆3 − 𝛽2𝜆)𝜌2𝑍, (4.7)

𝑉2 =

(︂
1

4𝛽2
− 1

4𝜆2

)︂
𝐴 +

𝑢

4

(︂
𝛽

𝜆
− 𝜆

𝛽

)︂
[𝐴,𝐴𝑥] +

(︂
𝛽

4𝜆
− 1

4

)︂
[𝐴,𝐴𝑡] + 𝑣𝜌2𝑍, (4.8)

здесь 𝑣 = 𝜆(0.5 + 𝛽2𝑢) − 𝜆3𝑢− 0.5𝛽2𝜆−1.
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5. Калибровочная эквивалентность двухкомпонентного УКХ и УМ-CVI

В данном пункте установлена калибровочная связь между двухкомпонентным УКХ и
УМ-CVI.

Теорема 5.1. Двухкомпонентное УКХ (2.1)–(2.2) с матричным представлением Лак-
са (3.1)–(3.2) и спиновая система (4.1) с представлением Лакса (4.5)–(4.6) являются
калибровочно эквивиалентными между собой.

Доказательство. Исходя из классической теории калибровочной эквивалентности
(см. например [10]), доказательство теоремы 5.1 начнем с преобразования

Ψ = 𝑔−1Φ, 𝑔 = Φ|𝜆=𝛽,

где Ψ(𝜆;𝑥, 𝑡) является решением системы, соответствущей УМ-CVI (4.1), Φ(𝜆;𝑥, 𝑡) – ре-
шением системы, соответствущей двухкомпонентному УКХ (2.1)–(2.2) , а 𝑔(𝑥, 𝑡) – произ-
вольная 2 × 2 матричная функция, которая является решением системы (3.1)–(3.2) при
𝜆 = 𝛽.
Производная от вектор-функции Ψ по 𝑥 равна

Ψ𝑥 =
(︀
𝑔−1Φ

)︀
𝑥

= 𝑔−1Φ𝑥 − 𝑔−1𝑔𝑥𝑔
−1Φ = 𝑔−1

(︀
𝑈1 − 𝑔𝑥𝑔

−1
)︀

Φ =

=

[︂
(𝜆− 𝛽) 𝑔−1

(︂
0 1
𝑚 0

)︂
𝑔 +

(︀
𝜆3 − 𝛽3

)︀
𝜌2𝑔−1

(︂
0 0
1 0

)︂
𝑔

]︂
Ψ. (5.1)

Введем обозначение [10]

𝐴 = 𝑔−1𝜎3𝑔, (5.2)

где 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
– матрица Паули. Из (5.2) получим, что

𝐴𝑥 =
(︀
𝑔−1𝜎3𝑔

)︀
𝑥

= 𝑔−1
[︀
𝜎3, 𝑔𝑥𝑔

−1
]︀
𝑔 = 2𝑔−1

(︂
0 𝛽

−𝛽𝑚− 𝛽3𝜌2 0

)︂
𝑔. (5.3)

Также имеем

[𝐴,𝐴𝑥] = 4𝑔−1

(︂
0 𝛽

𝛽𝑚 + 𝛽3𝜌2 0

)︂
𝑔, (5.4)

и

𝑔−1

(︂
0 1
𝑚 0

)︂
𝑔 =

1

4𝛽
[𝐴,𝐴𝑥] − 𝛽2𝜌2𝑍. (5.5)

С учетом (5.4) и (5.5), из (5.1) находим, что

𝑈2 =

(︂
𝜆

4𝛽
− 1

4

)︂
[𝐴,𝐴𝑥] +

(︀
𝜆3 − 𝛽2𝜆

)︀
𝜌2𝑍, (5.6)

где 𝑍 = 𝑔−1

(︂
0 0
1 0

)︂
𝑔.

Таким образом, мы выразили через спиновую матрицу 𝐴 искомую 2 × 2-матрицу 𝑈2,
которая является коэффициентом уравнения (4.5).
Далее, чтобы восстановить коэффициент уравнения (4.5), берем производную от Ψ по

𝑡:

Ψ𝑡 =
(︀
𝑔−1Φ

)︀
𝑡

= 𝑔−1Φ𝑡 − 𝑔−1𝑔𝑡𝑔
−1Φ = 𝑔−1

(︀
𝑉1 − 𝑔𝑡𝑔

−1
)︀

Φ =

=

(︂
1

4𝛽2
− 1

4𝜆2

)︂
𝐴 +

[︂
1

8𝛽𝜆
− 1

8𝛽2
+

(︂
1

4
− 𝜆

4𝛽

)︂
𝑢

]︂
[𝐴,𝐴𝑥] + (5.7)

+

[︂
−𝛽2𝜌2

2𝜆
+ 𝜆𝑢𝛽2𝜌2 +

(︂
1

2𝜆
− 1

2𝛽

)︂
(𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥) +

𝜆𝜌2

2
− 𝜆3𝑢𝜌2

]︂
𝑍.
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Также имеем, что

𝐴𝑡 = 𝑔−1
[︀
𝜎3, 𝑔𝑡𝑔

−1
]︀
𝑔 = 2𝑔−1

(︃
0 1

2𝛽
− 𝑢𝛽

−𝑚+𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥

2𝛽
+ 𝑢𝑚𝛽 − 𝜌2𝛽

2
+ 𝛽3𝑢𝜌2 0

)︃
𝑔, (5.8)

и

[𝐴,𝐴𝑡] =

(︂
1

2𝛽2
− 𝑢

)︂
[𝐴,𝐴𝑥] +

2

𝛽
(𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥)𝑍. (5.9)

С учетом (5.8) и (5.9), из (5.7) находим, что 𝑉2 выражается через 𝐴 в виде

𝑉2 =

(︂
1

4𝛽2
− 1

4𝜆2

)︂
𝐴 +

[︂(︂
𝛽

4𝜆
− 𝜆

4𝛽

)︂
𝑢− 1

8𝛽𝜆
+

1

8𝛽2

]︂
[𝐴,𝐴𝑥] +

+

(︂
𝛽

4𝜆
− 1

4

)︂
[𝐴,𝐴𝑡] + 𝜌2𝜗𝑍, (5.10)

где 𝜗 = 𝜆
2
−𝜆3𝑢− 𝛽2

2𝜆
+𝜆𝛽2𝑢. Таким образом, получен коэффициент уравнения (4.6). Теперь

нетрудно убедиться, что условие нулевой кривизны

𝑈2𝑡 − 𝑉2𝑥 + [𝑈2, 𝑉2] = 0

с 𝑈2, 𝑉2 парами, определенными как (5.6) и (5.10), эквивалентно УМ-CVI (4.1).

Следствие 5.1. Если функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝜌(𝑥, 𝑡) являются решениями двухкомпонент-
ного УКХ (2.1)–(2.2), а матричная функция 𝐴 является решением УМ-CVI (4.1), тогда
их связь выражается в виде (4.2) и (4.3).

6. Заключение

В данной работе предложена матричная форма представления Лакса для двухкомпо-
нентного УКХ в симметрическом пространстве su(𝑛 + 1)/s(u(1) ⊕ u(𝑛)) для случая 𝑛 = 2.
Такого вида представление Лакса расширяет возможности исследования рассматривае-
мого нами уравнения. В частности, используя матричный вид представления Лакса для
УКХ, нами установлена калибровочная эквивалентность этого уравнения к УМ-CVI, и
представлена связь между их решениями.
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