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КРИТЕРИЙ КОМПАКТНОСТИ ОПЕРАТОРА ДРОБНОГО
ИНТЕГРИРОВАНИЯ БЕСКОНЕЧНО МАЛОГО ПОРЯДКА

А.М. АБЫЛАЕВА, А.О. БАЙАРЫСТАНОВ

Аннотация. В работе получены необходимые и достаточные условия компактности
оператора

Kf(x) =

x∫
0

ln
x

x− s

f(s)
s

ds

из Lp,v в Lq,u при 1 < p 6 q < ∞ и v(x) = x−γ , γ > 0, где Lq,u — совокупность всех
измеримых на (0,∞) функции f, для которых конечна норма ‖uf‖q.

Ключевые слова: компактность, оператор дробного интегрирования бесконечно ма-
лого порядка, оператор Римана-Лиувилля, сингулярный оператор, сопряженный опе-
ратор, неравенство Гельдера, весовые неравенства.

1. Введение

Пусть 1 < p 6 q < ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, R+ = (0,∞), u, v : R+ → R весовые функции, т.е.
неотрицательные измеримые на R+ функции.

Начиная 70-х годов прошлого века, в мировой математической литературе интенсивно
исследуется весовая оценка вида

‖uKf‖q 6 C‖vf‖p (1)

для различных классов операторов K, где ‖·‖p — обычная норма пространства Lp ≡ Lp(R).
Далее через Lp,v обозначим совокупность функции f : R+ → R с конечной нормы
‖f‖p,v = ‖vf‖p. Обзор исследований оценок вида (1) с 1970 по 1982 гг. можно найти в
[1]. Некоторые направления исследований оценок вида (1), сделанных для интегральных
операторов до 2003 года, даны в монографии [2]. В работе [3] указана последовательность
классов неотрицательных функции K(·, ·) и дано полное описание весов u и v, при которых
для интегрального оператора

Kf(x) =

x∫
0

K(x, s)f(s)ds (2)

справедлива оценка (1) при принадлежности его ядра к этим классам. Однако эти резуль-
таты не охватывают оператора вида (2) в случае, когда ядро K(·, ·) имеет сингулярность,
например, оператор Римана-Лиувилля

Rαf(x) =

x∫
0

f(s)ds

(x− s)1−α
, (3)

А.М. Аbylayeva, А.О. Baiarystanov, Compactness criterion for fractional integration
operator of infinitesimal order.
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при 0 < α < 1. Оценка вида (1) для оператора (3) в общем случае остается открытой. Но
исследованы следующие случаи: u ≡ v в [4], v ≡ 1 в [5, 6] и случай невозрастания одной
из весовых функций u, v в [7].

Оператор вида

Kf(x) =

x∫
0

ln
x

x− s

f(s)

s
ds (4)

называется оператором дробного интегрирования бесконечно малого порядка (см. [8],
стр. 34).

В [9] исследована оценка (1) для оператора (4) в случае, когда v(x) = x−γ, γ > 0. Эта
оценка равносильна оценке

‖uTγf‖q 6 C‖f‖p (5)

для оператора

Tγf(x) =

x∫
0

sγ−1 ln
x

x− s
f(s)ds.

Так как

ln
x

x− s
=

s∫
0

dt

x− t
при x > s ≥ 0,

то имеет место неравенство
s

x− s
> ln

x

x− s
>

s

x
, x > s > 0. (6)

Функция ln x
x−s

убывает по x и возрастает по s при x > s ≥ 0, а функции x ln x
x−s

, 1
s
ln x

x−s

убывают по x и возрастают по s при x > s > 0. Действительно,

∂

∂x

(
x ln

x

x− s

)
= ln

x

x− s
− s

x− s
< 0,

∂

∂s

(
1

s
ln

x

x− s

)
=

1

s2

(
s

x− s
− ln

x

x− s

)
> 0

при x > s > 0. Отметим, что для дифференцируемой функции f оценка (1) для оператора
(4) эквивалентна неравенству ∞∫

0

∣∣∣∣∣∣u(x)

x∫
0

f(x)− f(s)

x− s
ds

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

6 C

 ∞∫
0

|f ′(x)x1−γ|pdx

 1
p

. (7)

В работе принимаются следующие соглашения. Неопределенности вида 0 · ∞, 0
0
, ∞∞ по-

лагаются равными нулю. Неравенство вида A 6 βB, где положительная постоянная β,
быть может, зависит от параметров p, q и γ, будем писать в виде A � B, а соотношение
A ≈ B будет означать A � B � A.

χ(a,b)(·) — характеристическая функция интервала (a, b), Z — множества целых чисел.
В работе [9] получены критерии ограниченности оператора Tγ и сопряженного к нему

оператора

T ∗γ g(s) = sγ−1

∞∫
s

g(x) ln
x

x− s
dx, (8)

из Lp в Lq,u.
В частности доказаны следующие теоремы.
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Т е о р ем а A. Пусть 1 < p 6 q < ∞, γ > 1
p
. Оператор Tγ ограничен из Lp в Lq,u

тогда и только тогда, когда

Dγ = sup
x>0

Dγ(x) < ∞, где Dγ(x) = x
γ+ 1

p′

 ∞∫
x

t−qu(t)dt

 1
q

.

При этом ‖Tγ‖ ≈ Dγ.

Т е о р ем а В. Пусть 1 < p 6 q < ∞, γ > 1− 1
q
. Тогда оператор T ∗γ ограничен из Lp,v

в Lq тогда и только тогда, когда

D∗
γ = sup

x>0
D∗

γ(x) ≡ sup
x>0

xγ+ 1
q

 ∞∫
x

t−p′v1−p′(t)dt

 1
p′

< ∞.

При этом ‖T ∗γ ‖ ≈ D∗
γ.

В настоящей работе мы исследуем вопросы компактности оператора Tγ из Lp в Lq,u.

2. Основной результат

Теорема 1. Пусть 1 < p 6 q < ∞, γ > 1
p
. Оператор Tγ компактен из Lp в Lq,u тогда

и только тогда, когда Dγ < ∞ и

lim
x→0

Dγ(x) = lim
x→∞

Dγ(x) = 0. (9)

Доказательство. Необходимость. Пусть Tγ есть компактный оператор из Lp в Lq,u.
На основании теоремы А, Dγ < ∞.

Теперь докажем выполнение условий (9). Для 0 < s < ∞ рассмотрим семейство функ-
ций

fs(x) = χ(0,s)(x)s−
1
p , x > 0, (10)

с нормой

‖f‖Lp =

 ∞∫
0

|fs(x)|pdx

 1
p

=

 s∫
0

s−1dx

 1
p

= s−
1
p

 s∫
0

dx

 1
p

= 1. (11)

Покажем, что семейство функции (10) слабо сходится к нулю в Lp. В силу теоремы [10]
об общем виде линейных непрерывных функционалов в лебеговом пространстве, линейный
непрерывный функционал в Lp имеет вид:

∞∫
0

f(x)g(x)dx, где g ∈ Lp′ .

Используя неравенство Гельдера, выводим:
∞∫

0

fs(x)g(x)dx =

s∫
0

s−
1
p g(x)dx 6

6 s−
1
p

 s∫
0

dx

 1
p
 s∫

0

|g(x)|p′dx

 1
p′

=

 s∫
0

|g(x)|p′dx

 1
p′

. (12)
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Для любого g ∈ Lp′ последний интеграл в (12) стремится к нулю при s → 0, что означает
слабую сходимость fs → 0 в Lp при s → 0. Тогда по свойству компактных операторов в
банаховом пространстве

lim
s→0

‖Tγfs‖q,u = 0. (13)

Поскольку, ln x
x−t

≥ t
x

при 0 < t < x, то

‖Tγfs‖q,u =

 ∞∫
0

u(x)

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

tγ−1 ln
x

x− t
fs(t)dt

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

≥

≥

 ∞∫
s

u(x)

∣∣∣∣∣∣
s∫

0

tγ−1s−
1
p ln

x

x− t
dt

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

≥

≥ s−
1
p

 s∫
0

tγdt

  ∞∫
s

x−qu(x)

 1
q

=
1

γ + 1
Dγ(s). (14)

Из (13) и (14) следует, что lim
s→0

Dγ(s) = 0, т.е. выполнено первое соотношение (9). Пока-
жем второе соотношение (9). Из компактности оператора Tγ следует компактность сопря-
женного оператора T ∗γ (8) из Lq′,u1−q′ в Lp′ . Для 0 < s < ∞ введем семейство функций

gs(x) = χ(s,∞)(x)

 ∞∫
s

t−qu(t)dt

− 1
q′

u(x)x1−q. (15)

Из условия Dγ < ∞ следует сходимость интеграла в (15). Покажем, что для любого
s > 0 функция gs ∈ Lq′,u1−q′ .

Действительно,

‖gs‖q′,u1−q′ =

 ∞∫
0

|gsx|q
′
u1−q′(x)dx

 1
q′

=

=

 ∞∫
s

t−qu(t)dt

− 1
q′

 ∞∫
s

(
u(x)x1−q

)q′
u1−q′(x)dx

 1
q′

= 1. (16)

Для всех f ∈ Lq,u, в силу (16)

∞∫
0

gs(x)f(x)dx =

∞∫
s

gs(x)f(x)dx 6

 ∞∫
s

|gs(x)|q′u1−q′(x)dx

 1
q′

×

×

 ∞∫
s

|f(x)|qu(x)dx

 1
q

=

 ∞∫
s

|f(x)|qu(x)dx

 1
q

.

Предельный переход в последнем неравенстве при s →∞ показывает, что gs → 0, слабо
в Lq′,u1−q′ при s → ∞. Тогда T ∗γ gs (в силу компактности T ∗γ ) сходится к нулю при s → ∞
по норме Lp′ , т.е.

lim
s→∞

‖T ∗γ gs‖p′ = 0. (17)
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Из оценки

‖T ∗γ gs‖p′ =

 ∞∫
0

∣∣∣∣∣∣tγ−1

∞∫
t

gs(x) ln
x

x− t
dx

∣∣∣∣∣∣
p′

dt


1
p′

≥

≥

 s∫
0

tp
′(γ−1)

 ∞∫
s

u(x)

xq−1
ln

x

x− t
dx

p′

dt


1
p′  ∞∫

s

x−qu(x)dx

− 1
q′

≥

(опять используем неравенство ln x
x−t

≥ t
x
)

≥

 ∞∫
s

x−qu(x)dx

 1
q
 s∫

0

tp
′(γ−1)tp

′
dt

 1
p′

=

(
1

p′γ + 1

) 1
p′

Dγ(s).

Откуда и из (17) получаем справедливость второго соотношения в (9). Утверждение
теоремы в необходимую сторону доказано полностью.

Достаточность. Пусть 0 < a < b < ∞ и

Paf = χ(0,a)f, Pabf = χ[a,b)f, Qbf = χ[b,∞)f.

Тогда для оператора Tγ

Tγf = PabTγPab + PaTγPaf + PabTγPaf + QbTγf. (18)

Покажем, что оператор PabTγPab компактен из Lp в Lq,u. Так как
PabTγPabf(x) = PabTγχ[ab)(x)f(x) = 0, при x /∈ [a, b), то достаточно показать, что опе-
ратор PabTγPab компактен из Lp(a, b) в Lq,u(a, b), а это, в свою очередь, эквивалент-

но компактности из Lp(a, b) в Lq(a, b) оператора Tf(x) =
b∫

a

K(x, s)f(s)ds с ядром

K(x, s) = u
1
q (x)χ(a,b)(x− s)sγ−1 ln x

x−s
, который, в силу локальной суммируемости функции

u, удовлетворяет условию
b∫

a

 b∫
a

|K(x, s)|p
′
ds


q
p′

dx =

b∫
a

u(x)

 x∫
a

(
sγ−1 ln

x

x− s

)p′

ds


q
p′

6

(используем неравенство s
x−s

≥ ln x
x−s

при x > s > 0)

6

b∫
a

u(x)

 x∫
a

sp′γ

(
1

x− s

)p′

ds


q
p′

6

 b∫
a

sp′γds


q
p′ b∫

a

u(x)x−qdx < ∞.

Следовательно, по признаку Кантаровича [10], оператор Tγ компактен из Lp(a, b) в
Lq(a, b), что равносильно компактности из Lp в Lq,u оператора PabTγPab. Из (18) имеем

‖Tγ − PabTγPab‖ 6 ‖PaTγPa‖+ ‖PabTγPa‖+ ‖QbTγ‖. (19)

Покажем, что правая часть (19) стремится к нулю при a → 0 и b →∞, тогда оператор
Tγ как равномерный предел компактных операторов ([11], VI.12) будет компактным из Lp

в Lq,u.
Пусть ua = Pau, тогда на основании Теоремы A имеем:

‖PaTγPaf‖q,ua 6 ‖PaTγf‖q,ua =

 ∞∫
0

ua(x)

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sγ−1 ln
x

x− s
f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

�
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� sup
z>0

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

ua(x)x−qdx

 1
q

‖f‖p.

Следовательно,

‖PaTγPa‖ � sup
z>0

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

ua(x)x−qdx

 1
q

= sup
0<z<a

z
γ+ 1

p′

 a∫
z

u(x)x−qdx

 1
q

6

6 sup
0<z<a

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

u(x)x−qdx

 1
q

= sup
0<z<a

Dγ(z).

Откуда
lim
a→0

‖PaTγPa‖ � lim
z→0

Dγ(z) = lim
z→0

Dγ(z) = 0. (20)

Оценка ‖PabTγPa‖:

‖PabTγPaf‖q,u =

 b∫
a

u(x)

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sγ−1 ln
x

x− s
(Paf)(s)ds

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

6

6

 ∞∫
a

u(x)

 a∫
0

sγ−1 ln
x

x− s
|f(s)|ds

q

dx


1
q

6

(используем неравенство Гельдера и свойство функции x ln x
x−s

)

6

 ∞∫
a

u(x)

 a∫
0

∣∣∣∣sγ−1 ln
x

x− s

∣∣∣∣p′ ds


q
p′

dx


1
q  a∫

0

|f(s)|pds

 1
p

6

6

 ∞∫
a

u(x)x−q

 a∫
0

∣∣∣∣sγ−1x ln
x

x− s

∣∣∣∣p′ ds


q
p′

dx


1
q

‖f‖p 6

6

 ∞∫
a

u(x)x−qdx

 1
q
 a∫

0

∣∣∣∣sγ−1a ln
a

a− s

∣∣∣∣p′ ds

 1
p′

‖f‖p 6

6 (βp)
1
p′ a

γ+ 1
p′

 ∞∫
a

u(x)x−qdx

 1
q

‖f‖p 6 (βp)
1
p′ Dγ(a)‖f‖p,

где βp =
1∫
0

∣∣sγ−1 ln 1
1−s

∣∣p′ ds 6 lnp′ 2

1
2∫
0

sp′(γ−1)ds + max
{
1, 2−p′(γ−1)

} ∞∫
ln 2

tp
′
e−tdt.

Откуда ‖PabTγPa‖ � Dγ(a). Следовательно,

lim
b→∞

lim
a→0

‖PabTγPa‖ � lim
a→0

Dγ(a) = 0. (21)
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Пусть ub = Qbu, тогда на основании Теоремы A получим

‖QbTγf‖q,u =

 ∞∫
0

ub(x)

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sγ−1 ln
x

x− s
f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1
q

�

� sup
z>0

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

ub(x)x−qdx

 1
q

‖f‖p.

Откуда

‖QbTγ‖ � sup
z>0

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

ub(x)x−qdx

 1
q

=

= sup
z≥b

z
γ+ 1

p′

 ∞∫
z

u(x)x−qdx

 1
q

= sup
z≥b

Dγ(z).

Следовательно,

lim
b→∞

‖QbTγ‖ � lim
z→∞

Dγ(z) = lim
z→∞

Dγ(z) = 0. (22)

Из (19), (20), (21) и (22) следует, что правая часть (19) стремится к нулю при a → 0 и
b →∞. Теорема 1 доказана.

Переходя к сопряженному оператору и применяя теорему 1, имеем
Теорема 2. Пусть 1 < p 6 q < ∞, γ > 1− 1

q
. Тогда оператор (8) компактен из Lp,v в

Lq тогда и только тогда, когда

D∗
γ < ∞, и lim

x→0
D∗

γ(x) = lim
x→∞

D∗
γ(x) = 0.

Из теоремы 1 непосредственно следует
Теорема 3. Пусть 1 < p 6 q < ∞, и v(x) = x−γ. Оператор дробного интегрирова-

ния бесконечно малого порядка (4) компактен из Lp,v в Lq,u тогда и только тогда, когда
Dγ < ∞ и выполнено (9).

В случае q < p имеет место
Теорема 4. Пусть 1 < q < p < ∞, v(x) = x−γ, γ > 1

p
. Оператор дробного интегри-

рования бесконечно малого порядка (4) компактен из Lp,v в Lq,u тогда и только тогда,
когда

Eγ =


∞∫

0


 ∞∫

x

u(t)

tq
dt

 1
q

x
γ+ 1

p′


pq

p−q

dx


p−q
pq

< ∞.

Справедливость утверждения Теоремы 2 непосредственно следует из Теоремы 2 рабо-
ты [9], так как по теореме Андо ([12], § 5), при 1 < q < p < ∞ всякий ограниченный
интегральный оператор из Lp в Lq,u является компактным.
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