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Аннотация. В работе построены две новые модификации классической формулы
Фаа-ди-Бруно. Рассмотрены приложения этих формул в теории интегрируемости нели-
нейных уравнений с частными производными. Обсуждается задача об интегрирование
по частям в формальном вариационном исчислении Гельфанда-Олвера-Сандерса.
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1. Обобщение формулы Фаа-ди-Бруно

Дифференцирование сложной функции 𝑓 [𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥), ..., 𝑧(𝑥)] приводит к красивой фор-
муле, опубликованной Франческо Фаа-ди-Бруно в 1857 г. Правая часть приведённого ниже
расширенного варианта этой формулы для производной порядка 𝑛 ≥ 1 по независимой
переменной 𝑥 от композиции функций:

𝑓 (𝑛)

𝑛!
=

(︃ ∑︁
𝑘1+2𝑘2+···+𝑛𝑘𝑛=𝑛

𝐵̂𝑘1
1 𝐵̂

𝑘2
2 · · · 𝐵̂𝑘𝑛

𝑛

𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛!

)︃
𝑓(𝑢, 𝑣, ...𝑧), 𝐵̂𝑗

def
=

𝑢𝑗
𝑗!

𝜕

𝜕𝑢
+
𝑣𝑗
𝑗!

𝜕

𝜕𝑣
+ ...+

𝑧𝑗
𝑗!

𝜕

𝜕𝑧
(1.1)

записана нами в виде дифференциального оператора с частными производными, дей-
ствующего на функцию 𝑓 с аргументами 𝑢, 𝑣, . . . , z. Коэффициенты указанного вы-
ше линейного оператора выражены через переменные 𝑢, 𝑣, . . . , z и многочлены от их
𝑥-производных, обозначаемых 𝑢𝑗. Эти так называемые дифференциальные переменные

𝑢𝑗
def
=

𝑑𝑗𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑗
, 𝑣𝑗

def
=

𝑑𝑗𝑣(𝑥)

𝑑𝑥𝑗
, . . . , 𝑧𝑗

def
=

𝑑𝑗𝑧(𝑥)

𝑑𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (1.2)

в формуле (1.1) рассматриваются как независимые переменные, перестановочные друг с
другом и с операторами дифференцирования 𝜕𝑢, 𝜕𝑣, . . . , 𝜕𝑧. В частности, в случае двух
аргументов 𝑢, 𝑣 функции 𝑓 и 𝑛 ≤ 4 формула (1.1) даёт:

𝑓 (1) = (𝐵̂1)𝑓 = (𝑢1𝜕𝑢 + 𝑣1𝜕𝑣) 𝑓(𝑢, 𝑣) =
𝑑𝑓 [𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)]

𝑑𝑥
,

𝑓 (2) =
[︀
𝑢2𝜕𝑢 + 𝑣2𝜕𝑣 + 𝑢21𝜕

2
𝑢 + 2𝑢1𝑣1𝜕𝑢𝜕𝑣 + 𝑣21𝜕

2
𝑣)

2
]︀
𝑓(𝑢, 𝑣) =

[︁
2𝐵̂2 + 𝐵̂2

1

]︁
𝑓

𝑓 (3) =
(︁
6𝐵̂3 + 3𝐵̂2𝐵̂1 + 𝐵̂3

1

)︁
𝑓, 𝑓 (4) =

(︁
4!𝐵̂4 + 4!𝐵̂3𝐵̂1 + 12𝐵̂2

2 + 12𝐵̂2𝐵̂
2
1 + 𝐵̂4

1

)︁
𝑓.

Число различных мономов в этих многочленах от 𝑛 переменных 𝐵̂1, . . . , 𝐵̂𝑛 определяется
диофантовым уравнением

𝑘1 + 2𝑘2 + 3𝑘3 + · · ·+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛, 𝑘𝑗 ≥ 0 (1.3)

A.B. Shabat, M.Kh. Efendiev, On applications of Faa di Bruno.

c○ Шабат А.Б., Эфендиев М.Х. 2017.
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и совпадает с числом 𝑝(𝑛) различных разбиенией (partitions) целого числа 𝑛 ≥ 1. В силу
этого (см. [1]):

1 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑝(𝑛)𝑡𝑛 =
∞∏︁
𝑗=1

(1− 𝑡𝑗)−1 = 1 + 𝑡+ 2𝑡2 + 3𝑡3 + 5𝑡4 + 7𝑡5 + 11𝑡6 + 15𝑡7 + 22𝑡8 + . . .

Доказательство формулы Фаа-ди-Бруно (1.1) в скалярном случае 𝑓 [𝑢(𝑥)] можно извлечь
из цитированной выше монографии [1]. По существу дело сводится к доказательству фор-
мулы 𝑓 (𝑛+1) = 𝐷𝑥(𝑓

(𝑛)), где линейный дифференциальный оператор первого порядка:

𝐷𝑥 = 𝑢1
𝜕

𝜕𝑢
+

∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗+1
𝜕

𝜕𝑢𝑗
: 𝑢 ↦→ 𝑢1 ↦→ 𝑢2 ↦→ · · · ↦→ 𝑢𝑘 ↦→ . . . (1.4)

применяется к слагаемым правой части формулы (1.1), зависящим не только от 𝑢, но и
от дополнительных независимых переменных (1.2).
Для обоснования, указанного в (1.1), обобщения формулы Фаа-ди-Бруно на «век-

торный случай» 𝑓 [𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥), . . . , 𝑧(𝑥)], заметим, что для экспоненциальных функций
𝑓 = 𝑒(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥),...,𝑧(𝑥)) вида

log 𝑓 = 𝑤 = 𝛼𝑢+ 𝛽𝑣+, . . . ,+𝛾𝑧 (1.5)

cкалярная и векторная формы, рассматриваемой формулы (1.1) совпадают. В силу сооб-
ражений линейности это доказывает справедливость общей формулы для линейной ком-
бинации экспоненциальных функций вида (1.5), а значит и в общем случае (см. формулы
прямолинейных вычислений в работе [3]).

2. Цепочки Дарбу

Обсудим кратко примененимость формулы Фаа-ди-Бруно (1.1) к задаче об интегри-
ровании линейного гиперболического уравнения второго порядка относительно функции
𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦):

[𝐷𝑥𝐷𝑦 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝐷𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)]𝜓 = 0, (2.1)

при помощи теории преобразований Дарбу.
Лемма. Пусть 𝑐(𝑛) = 𝑐(𝑛;𝑥, 𝑦), 𝑏(𝑛) = 𝑏(𝑛;𝑥, 𝑦) удовлетворяют нелинейной цепочке свя-
занных друг с другом уравнений:

𝐷𝑥 log 𝑐(𝑛) = 𝑏(𝑛+ 1)− 𝑏(𝑛), 𝐷𝑦𝑏(𝑛) = 𝑐(𝑛)− 𝑐(𝑛− 1), 𝑛 ∈ Z. (2.2)

Тогда
i) выполняются следующие уравнения Дарбу:

[log 𝑐(𝑛)]𝑥𝑦 = 𝑐(𝑛+ 1) + 𝑐(𝑛− 1)− 2𝑐(𝑛), 𝑛 ∈ Z, (2.3)

ii) формулы
(𝐷𝑥 + 𝑏(𝑛))𝜓(𝑛) + 𝜓(𝑛− 1) = 0, 𝐷𝑦𝜓(𝑛) = 𝑐(𝑛)𝜓(𝑛+ 1), (2.4)

переводят решения уравнений (ср. (2.1)) в решения:

[𝐷𝑥𝐷𝑦 + 𝑏(𝑛)𝐷𝑦 + 𝑐(𝑛)]𝜓(𝑛) = 0, 𝑛 ∈ Z (2.5)

и коммутируют друг с другом операторы из (2.4).
J Пусть выполнены уравнения (2.2). Тогда в силу равенства смешанных производных

𝐷𝑥𝐷𝑦(log 𝑐(𝑛)) = 𝐷𝑦𝐷𝑥(log 𝑐(𝑛)) = 𝑏𝑦(𝑛+ 1)− 𝑏𝑦(𝑛) = 𝑐(𝑛+ 1) + 𝑐(𝑛− 1)− 2𝑐(𝑛),

что даёт цепочку уравнений Дарбу. Для доказательства ii) определим операторы «сдвига»
𝑇±1 : 𝜓(𝑛) → 𝜓(𝑛±1). Тогда, используя формулы 𝑇𝑐(𝑛) = 𝑐(𝑛+1)𝑇, 𝑇−1𝑐(𝑛)𝑇 = 𝑐(𝑛−1),
[𝐷𝑥, 𝐷𝑦] = [𝐷𝑥, 𝑇 ] = [𝐷𝑦, 𝑇 ] = 0, получаем:

[𝐷𝑥+𝑏(𝑛)+𝑇
−1, 𝐷𝑦−𝑐(𝑛)𝑇 ] = (−𝑐𝑥(𝑛)+𝑐(𝑛)𝑏(𝑛+1)−𝑏(𝑛)𝑐(𝑛))𝑇+𝑐(𝑛)−𝑐(𝑛−1)−𝑏𝑦(𝑛) = 0. I

(2.6)
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Разрешимость линейных уравнений (2.1)), в теории преобразований Дарбу (см. [6]),
удаётся связать с условиями замыкания цепочки нелинейных уравнений типа (2.3) для
коэффициентов этих линейных уравнений. Для уравнений (2.2) простейшие условия та-
кого рода соответствуют задаче Дирихле и занулению функций 𝑐(𝑛) = 𝑐(𝑛;𝑥, 𝑦) при 𝑛 ≤ 0
и 𝑛 > 𝑁 ≥ 1. В случае 𝑁 = 1 это даёт скалярное уравнениe [log 𝑐(1)]𝑥𝑦 + 2𝑐(1) = 0, экви-
валентное уравнению Лиувилля 𝛼𝑢𝑥𝑦 + 2𝑒𝛼𝑢 = 0, с точностью до замены вида 𝑐(𝑛) = 𝑒𝛼𝑢.
Характерное свойство, свидетельствующее об интегрируемости уравнения Лиувилля, фор-
мулируется при 𝛼 = −2 в виде следующего уравнения:

𝐷𝑦(𝑢2 + 𝑢21) = 0, 𝑢1 = 𝑢𝑥, 𝑢2 = 𝑢𝑥𝑥. (2.7)

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑦)−произвольное решение рассматриваемого уравнения , выполненное с учётом
уравнения Лиувилля и его дифференциальных следствий.
В общем случае экспоненциальных систем вида1

[log 𝑐(𝑛)]𝑥𝑦 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑛,𝑗𝑐(𝑗), 𝑛 ∈ [𝑁 ], det (𝛼𝑛𝑗) ̸= 0, (2.8)

задача об условиях существовании «лиувиллевских многочленов», аналогичных (2.7), бы-
ла решена в препринте 1981 г. [9]. Точнее, в работе было доказано, что наличие достаточ-
ного набора дифференциальных соотношений вида (2.7), с необходимостью приводит нас
к матрицам Картана (𝛼𝑛𝑗), соответствующим полупростым алгебрам Ли. Представляется
интересным, в дополнение к [9] и работе А.Н. Лезнова [10], связать лиувиллевские много-
члены2 для экспоненциальных систем (2.8) с формулой Фаа-ди-Бруно (1.1) и рассмотреть
возможность их некоммутативного обобщения. Ограничимся здесь двумя простыми при-
мерами.
Скалярное уравнение 𝑢𝑥𝑦 = 𝐹 с произвольной функцией 𝐹 = 𝐹 (𝑢) позволяет определить

оператор 𝐷𝑦, действующий на множестве многочленов от дифференциальных переменных
(1.2):

𝐷𝑦 = 𝐹
𝜕

𝜕𝑢1
+𝐷𝑥(𝐹 )

𝜕

𝜕𝑢2
+

∞∑︁
𝑗>2

𝐹 (𝑗−1) 𝜕

𝜕𝑢𝑗
, 𝐹 (𝑛) = 𝐷𝑛

𝑥(𝐹 ∘ 𝑢). (2.9)

Коэффициенты (ср. (1.1)) этого оператора, рассматриваемого на решениях уравнения
𝑢𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑢), однозначно определяются условием коммутирования 𝐷𝑥 ∘𝐷𝑦 = 𝐷𝑦 ∘𝐷𝑥 век-
торных полей (1.4) и (2.9), соответствующих 𝑥 и 𝑦 дифференцированиям, соответственно.
Легко видеть, что условие 𝐷𝑦(𝑢2+𝑢

2
1) = 0 даёт 𝐹 ′+2𝐹 = 0, т.е. приводит нас к уравнению

Лиувилля. Можно проверить (см. [8]), что последнее условие на функцию 𝐹 (𝑢) остаётся
в силе во всех случаях разрешимости уравнения

𝐷𝑦𝑊 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) = 0, (2.10)

и что общее полиномиальное решение уравнения (2.10) в скалярном случае 𝑢𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑢)
порождается многочленом минимального порядка 𝑊2 = 𝑢2 + 𝑢21 и выражается через мно-
гочлены Белла (см. [1]).
Уравнение Лиувилля, как уже говорилось, соответствует задаче Дирихле с 𝑁 = 1 для

цепочки Дарбу (2.3). При 𝑁 = 2 мы находим:

[log 𝑐(1)]𝑥𝑦 = 𝑐(2)− 2𝑐(1), [log 𝑐(2)]𝑥𝑦 = 𝑐(1)− 2𝑐(2), (2.11)

1«проинтегрированных» в известных работах А.Н. Лезнова и М.В. Савельева
2 постоянные при изменяющимся 𝑦



О ПРИЛОЖЕНИЯХ ФОРМУЛЫ ФАА-ДИ-БРУНО 135

что соответствует простейшей из матриц Картана с 𝛼𝑖𝑖 = −2 на главной диагонали. Ука-
занная в Лемме факторизация (2.2) этих уравнений приводит к дополнительным уравне-
ниям для 𝑏(1), 𝑏(2), 𝑏(3):⎧⎪⎨⎪⎩

𝐷𝑦(𝑏(1)) = 𝑐(1), 𝐷𝑦(𝑏(2)) = 𝑐(2)− 𝑐(1), 𝐷𝑦(𝑏(3)) = −𝑐(2);
𝐷𝑥 log 𝑐(1) = 𝑏(2)− 𝑏(1), 𝐷𝑥 log 𝑐(2) = 𝑏(3)− 𝑏(2);

𝐷𝑦(𝑊0) = 0, 𝑊0 = 𝑏(1) + 𝑏(2) + 𝑏(3).

(2.12)

Из этих уравнений, которые выполняются для задачи Дирихле (2.11) и при 𝑁 ≥ 2, видно,
что в качестве дифференциальных переменных 𝑢𝑗 при построении лиувиллевских много-
членов 𝑊𝑚 из формулы (2.10) можно выбирать

𝑏𝑗(𝑛) = 𝐷𝑗
𝑥𝑏(𝑛), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ∈ [𝑁 + 1]. (2.13)

В частности, при 𝑁 = 2, определив при помощи уравнений из верхней строчки форму-
лы (2.12) оператор 𝐷𝑦, действующий на множестве многочленов от дифференциальных
переменных (2.13), мы находим решения 𝑊𝑚 уравнения (2.10) при 𝑚 = 0, 1:

𝑊0 = 𝑏(3) + 𝑏(2) + 𝑏(1), 𝑊1 = 𝑏2(1) + 𝑏2(2) + 𝑏2(3) + 2𝑏1(2) + 4𝑏1(1),

и при 𝑊0 = 0 находим следующий лиувиллевский многочлен 𝑊2:

𝐷𝑦𝑏2(1) = 𝑐(1)
[︀
𝑏1(2)− 𝑏1(1) + (𝑏(2)− 𝑏(1))2

]︀
,

𝐷𝑦[𝑏2(1) + 𝑏1(1)𝑏(1)− 𝑏1(2)𝑏(1)] = 𝑐(1)
[︀
𝑏2(2)− 𝑏2(1)

]︀
− 𝑐(2) [𝑏(1)𝑏(3)− 𝑏(1)𝑏(2)] ,

𝑊2 = 𝑏2(1) + 𝑏1(1)𝑏(1)− 𝑏1(2)𝑏(1) +
1

3
[𝑏3(1) + 𝑏3(2) + 𝑏3(3)].

Отметим, что указанное выше дополнительное условие 𝑊0 = 0 позволяет избавиться от
«лишней» переменной 𝑏(3) и уравнять тем самым число неизвестных 𝑏(𝑗) и 𝑐(𝑗). При 𝑁 = 3
аналогично строятся (при 𝑊0 = 0) три независимых решения (2.10) порядков 𝑚 = 1, 2, 3
и т.д.

3. Условия интегрируемости и задача Гельфанда-Сандерса

Пусть 𝑛′ =
⌈︀
𝑛
2

⌉︀
— наименьшее целое≥ 𝑛/2. Собирая в скалярной формуле Фаа-ди-Бруно

члены с 𝑢𝑗, 𝑗 ∈ [𝑛′], мы получаем

𝑓 (𝑛) = 𝑢𝑛𝑓𝑢+

(︂
𝑛
1

)︂
𝑢𝑛−1𝑓𝑢𝑓

(1)+

(︂
𝑛
2

)︂
𝑢𝑛−2𝑓𝑢𝑓

(2) . . .+

(︂
𝑛
𝑛′

)︂
𝑢𝑛′𝑓𝑢[𝑓

(𝑛′)−𝜀(𝑛)𝑢𝑛′𝑓𝑢]+ . . . , 𝜀(𝑛) =

(3.1)

=
1

2

{︃
0, 𝑛− нечетный

1, 𝑛− четный
,

где многоточие в конце формулы (3.1) обозначает cлагаемые формулы (1.1), которые со-
ответствуют урезанному диофантовому уравнению (1.3):

𝑘1 + 2𝑘2 + · · ·+ 𝑛′′𝑘𝑛′′ = 𝑛, 𝑛′′ =
⌊︁𝑛
2

⌋︁
≤ 𝑛

2

и содержат только дифференциальные переменные (1.2) с номерами 𝑗 ∈ [𝑛′′]. Например,
при 𝑛 = 5 мы имеем 𝑛′ = 3, 𝑛′′ = 2, и формула (3.1) записывается в виде

𝑓 (5) =

(︂
𝑢5 +

(︂
5

1

)︂
𝑢4𝑓

(1) +

(︂
5

2

)︂
𝑢3𝑓

(2)

)︂
𝑓𝑢 + 5!

(︃ ∑︁
𝑘1+2𝑘2=5

𝐵̂𝑘1
1 𝐵̂

𝑘2
2

𝑘1!𝑘2!

)︃
𝑓(𝑢).

Мы не останавливаемся на обобщении формулы (3.1) на векторный случай, но от-
метим очевидную аналогию с биномиальными коэффициентами формулы Лейбница:
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(𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 +
(︀
𝑛
1

)︀
𝑢(𝑛−1)𝑣(1) +

(︀
𝑛
2

)︀
𝑢(𝑛−2)𝑣(2) + · · ·+ 𝑢𝑣(𝑛)для дифференцирования произве-

дения двух функций 𝑢 и 𝑣.

Ниже речь идёт о примененимости формул типа (3.1) к задаче об интегрировании по
частям произвольных функций 𝑓 [𝑢], где [𝑢] обозначает конечный набор дифференциаль-
ных переменных (1.2). Для этого выделяется линейная по старшим производным часть
функции 𝑓 [𝑢] и сравнивается с приведённой выше формулой (3.1). Теоретической вопрос
о представимости функции 𝑓 [𝑢] в виде производной 𝑓 [𝑢] = 𝐷𝑥𝑔[𝑢] эквиволентно равенства
нулю «вариационной производной»:

𝛿𝑓

𝛿𝑢
=
𝜕𝑓

𝜕𝑢
−𝐷𝑥

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢1

)︂
+𝐷2

𝑥

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢2

)︂
−𝐷3

𝑥

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢3

)︂
+ · · · = 0. (3.2)

Однако в приложениях требуется находить первообразную 𝑔[𝑢] от 𝑓 [𝑢] = 𝐷𝑥𝑔[𝑢] и опре-
делять препятствия к интегрированию. Задача о препятствиях для интегрирования по
частям, основанная на обобщённой формуле Лейбница (3.1), лежит в основе развитого в
80-е гг. в Уфе [7]), [11] симметрийного подхода к проблеме интегрируемости нелинейных
уравнений с двумя независимыми переменными. Простейшим из них является уравнение
Лиувилля из предыдущего раздела, к которому следует добавить, как было указано в
пионерской работе [8], ещё два уравнения:

𝑢𝑥,𝑦 = 𝐹 (𝑢), 𝐹 (𝑢) = 𝑒𝑢 + 𝛽𝑒𝛾𝑢, 𝛾 = −1, 𝛾 = −2. (3.3)

Задача об эволюционных уравнений третьего порядка 𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), интегри-
руемых в том же смысле, что и известное уравнение Кортевега—де Фриза, относится к
задачам, для которых препятствия к интегрируемости, о которых говорилось выше, выде-
лены в явном виде. Некоторое представление о многообразии этих обобщённых уравнений
Кортевега—де Фриза даёт приведённый ниже список:

Уравнения типа Кортевега—де Фриза

𝑢𝑡 = 𝑢3 + 𝑃 (𝑢)𝑢1, 𝑃 ′′′ = 0, (3.4)

𝑢𝑡 = 𝑢3 −
1

2
𝑢31 + (𝛼𝑒2𝑢 + 𝛽𝑒−2𝑢)𝑢1. (3.5)

𝑢𝑡 = 𝑢3 −
3

2

𝑢22
𝑢1

+
𝑟(𝑢)

𝑢1
,

𝑑5𝑟(𝑢)

𝑑𝑢5
= 0. (3.6)

Общая задача о полиномиальных уравнениях 𝑢𝑡 = 𝐹 ([𝑢]) произвольного порядка, обла-
дающих высшими симметриями, была исследована в работе [5], в которой для интегриро-
вания по частям использовался альтернативный подход, предложенный И.М. Гельфандом.
Существенную роль при этом играли свойства однородности рассматриваемых многочле-
нов 𝐹 ([𝑢]) и теоремы о делимости, связанные с теорией чисел.
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