
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 9. № 1 (2017). С. 18-28.

УДК 517.984

ОБ ИНДЕКСЕ ДЕФЕКТА НЕКОТОРЫХ ВЕКТОРНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

И.Н. БРОЙТИГАМ, К.А. МИРЗОЕВ, Т.А. САФОНОВА

Аннотация. В работе изучаются операторы, порожденные на луче [1,+∞) линей-
ным матричным симметрическим квазидифференциальным выражением второго по-
рядка 𝑙[𝑦] = −(𝑃 (𝑦′ − 𝑅𝑦))′ − 𝑅*𝑃 (𝑦′ − 𝑅𝑦) + 𝑄𝑦, где эрмитовы матриц-функции
𝑃−1(𝑥) и 𝑄(𝑥) и комплекснозначная матричная функция 𝑅(𝑥) порядка 𝑛 с элементами
𝑝𝑖𝑗(𝑥), 𝑞𝑖𝑗(𝑥), 𝑟𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐[1,+∞) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛). Построен минимальный замкнутый
симметрический оператор 𝐿0, порожденный этим выражением, в гильбертовом про-
странстве ℒ2

𝑛[1,+∞), и для него установлен аналог теоремы С.А. Орлова об индексе
дефекта линейных скалярных дифференциальных операторов.
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1. Введение

В работе [1] С.А. Орловым был найден класс линейных симметрических дифференци-
альных операторов с вещественными аналитическими коэффициентами, дефектные числа
которых определяются как число корней некоторого явно выписываемого полинома, ле-
жащих в левой полуплоскости, а именно была приведена следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функции 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 определены на множестве [1,+∞) и удовле-
творяют условиям:
(I) 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 измеримы, принимают вещественные значения и при любом 𝑏 ∈ (1,+∞)

𝑏∫︁
1

|𝑝𝑚|−1 < +∞,

𝑏∫︁
1

|𝑝𝑘| < +∞ (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1),

(II) 𝑝0(𝑧), 𝑝1(𝑧), . . . , 𝑝𝑚(𝑧) — аналитические функции при |𝑧| ≥ 𝑥0 ≥ 1 и

𝑝𝑘(𝑧) = 𝑧2𝑘+𝜈

[︃
𝑎𝑘 +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑎
(𝑘)
𝑗 𝑧−𝑗

]︃
(𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚; |𝑧| ≥ 𝑥0 ≥ 1),
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где 𝑎𝑚 ̸= 0, а 𝜈 ≥ 0 — целое число.
Тогда максимальное число линейно - независимых решений уравнения

𝑙2𝑚[𝑦](𝑥) := 𝑝0(𝑥)𝑦 +
𝑑

𝑑𝑥

{︂
𝑝1(𝑥)𝑦′ +

𝑑

𝑑𝑥
[𝑝2(𝑥)𝑦′′ + . . .

. . . +
𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝𝑚−1(𝑥)𝑦(𝑚−1) +

𝑑

𝑑𝑥
(𝑝𝑚(𝑥)𝑦(𝑚))

)︂
...

]︂}︂
= 𝜆𝑦,

принадлежащих ℒ2[1,+∞), равно:
1) при 𝜈 > 0 числу корней полинома

𝐹2𝑚(𝑧, 𝜈) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=0

[︃(︁
𝑧 +

𝜈

2

)︁2

−
(︂
𝜈 + 1

2
+ 𝑗

)︂2
]︃

+ 𝑎0,

лежащих в области ℜ𝑧 < 0, и не зависит от 𝜆. При этом спектр любого самосопря-
женного расширения соответствующего оператора дискретный.
2) при 𝜈 = 0 числу корней полинома 𝐹2𝑚(𝑧, 0) − 𝜆, лежащих в области ℜ𝑧 < 0, и при
невещественном 𝜆 равно 𝑚.

Пусть далее, функции 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), . . . , 𝑝𝑚(𝑥) представляются в виде

𝑝𝑘(𝑥) = 𝑥2𝑘+𝜈(𝑎𝑘 + 𝑟𝑘(𝑥)) (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1), 𝑝𝑚(𝑥) =
𝑥2𝑚+𝜈

1
𝑎𝑚

+ 𝑟𝑚(𝑥)
,

где 𝜈 — неотрицательное (необязательно целое) число; 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 — вещественные числа,
𝑎𝑚 ̸= 0; а 𝑟0, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 — вещественные функции на [1,+∞), такие, что

i) при некотором 𝑥0(≥ 1)
+∞∫︁
𝑥0

|𝑟𝑘(𝑥)|𝑑𝑥
𝑥

< +∞ (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚);

ii) все корни полинома 𝐹2𝑚(𝑧, 𝜈) при 𝜈 > 0 и полинома 𝐹2𝑚(𝑧, 0) − 𝜆 различны.
Ф.А. Неймарк в работе [2], в частности, установила, что утверждения 1) и 2) теоремы

1 остаются справедливыми, если в ней условие (I) оставить без изменений, а условие (II)
заменить условиями i) и ii).

Позднее в совместной работе Р.Б. Периса и А.Д. Вуда [3] была заново открыта теорема
1 для частного случая 𝑝𝑘(𝑥) = 𝑎𝑘𝑥

2𝑘+𝜈 (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚), где 𝜈 — неотрицательное целое
число, и подробно изучен полином 𝐹2𝑚(𝑧, 𝜈). Этим методом они, в частности, установили,
что существуют положительные числа 𝐾 и 𝜈 такие, что индекс дефекта минимального
замкнутого симметрического оператора, порожденного выражением

𝑙6[𝑦] = −(𝑥6+𝜈𝑦(3))(3) + 𝐾𝑥𝜈𝑦,

равен (5, 5), тем самым уточнив результат Р.М. Кауффмана (cм. [4]) о том, что индекс
дефекта этого оператора не (3, 3).

Позже результаты работы [3] вошли в книгу [5], в которой также были рассмотрены и
некоторые дифференциальные операторы, порожденные выражениями нечетного порядка
частного вида, и исследованы соответствующие им полиномы. По-видимому, работы [1] и
[2] так и остались незамечанными авторами работы [3] и книги [5].

В работе К.А. Мирзоева [6] исследуются задачи об индексе дефекта и характере спектра
минимального замкнутого симметрического оператора, порожденного квазидифференци-
альным выражением 𝑙𝑛 произвольного (четного или нечетного) порядка 𝑛 с комплексно-
значными коэффициентами на множестве [1; +∞). Полученные результаты аналогичны
утверждениям теоремы Орлова, при этом условия, налагаемые на коэффициенты выра-
жения 𝑙𝑛, того же характера, что и условие (I) теоремы 1, а условие 𝑖) видоизменено так,
что выполнение условия 𝑖𝑖) не требуется.
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В совместной работе И.Н. Долгих (И.Н. Бройтигам) и К.А. Мирзоева [7] была рассмот-
рена аналогичная задача как на полуоси, так и на интервале (0, 1], т.е. был существенно
расширен класс операторов, для которых утверждения теоремы С.А. Орлова остаются
справедливыми.

Наша цель — построение спектральной теории дифференциальных операторов, порож-
денных в пространстве ℒ2

𝑛[1,+∞) симметрическими (формально самосопряженными) вы-
ражениями вида

𝑙[𝑦] = −(𝑃 (𝑦′ −𝑅𝑦))′ −𝑅*𝑃 (𝑦′ −𝑅𝑦) + 𝑄𝑦,

где 𝑃,𝑄,𝑅 — комплекснозначные матриц-функции порядка 𝑛 (𝑛 ∈ N), определенные на
луче [1,+∞), такие, что 𝑃 — невырожденная, 𝑃 и 𝑄 — эрмитовы матрицы, а элементы
матриц-функций 𝑃−1, 𝑄 и 𝑅 измеримы на [1,+∞) и суммируемы на каждом ее замкнутом
конечном подынтервале. Также нашей целью является установление аналога теоремы Ор-
лова и построение примеров реализации случаев предельной точки и предельного круга
для таких операторов

𝑙[𝑦] = −(𝒫0𝑦
′)′ + 𝑖((𝒬0𝑦)′ + 𝒬0𝑦

′) + 𝒫 ′
1𝑦,

где всюду производные понимаются в смысле теории распределений, а 𝒫0,𝒬0 и 𝒫1 —
эрмитовы матриц-функции порядка 𝑛 с измеримыми по Лебегу элементами, такие что
𝒫−1

0 существует и ||𝒫0||, ||𝒫−1
0 ||, ||𝒫−1

0 ||||𝒫1||2, ||𝒫−1
0 ||||𝒬0||2 ∈ ℒ1

𝑙𝑜𝑐[1,+∞).
Корректное определение выражения 𝑙, а также минимального замкнутого симметриче-

ского оператора, порожденного им, приводятся в параграфе 2.
Часть результатов данной работы без доказательств была опубликована в [8].

2. Квазипроизводные и квазидифференциальные операторы.
Индексы дефекта

2.1. Пусть 𝐼 := [1,+∞) и пусть 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) и 𝑅(𝑥) — квадратные матриц-функции порядка
𝑛 (𝑛 ∈ N) определены на множестве 𝐼, при этом 𝑃 (𝑥) — невырожденная, 𝑃 (𝑥) и 𝑄(𝑥) —
эрмитовы матрицы при 𝑥 ∈ 𝐼 и таковы, что выполнено
Условие A. Комплекснозначные функции 𝑝𝑖𝑗, 𝑞𝑖𝑗 и 𝑟𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛) — элементы
матриц 𝑃−1, 𝑄 и 𝑅 соответственно — определены, измеримы на множестве 𝐼 и сум-
мируемы на каждом его замкнутом конечном интервале, т.е. 𝑝𝑖𝑗, 𝑞𝑖𝑗, 𝑟𝑖𝑗 ∈ ℒ1

𝑙𝑜𝑐(𝐼).
Обозначим символом 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐(𝐼) – множество вектор-функций 𝑦(𝑥) = (𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝑛(𝑥))𝑡

(𝑡 — символ транспонирования) c локально абсолютно непрерывными компонентами на 𝐼
и определим первую квазипроизводную заданной вектор-функции 𝑦 ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐(𝐼), полагая

𝑦[1] := 𝑃 (𝑦′ −𝑅𝑦).

Далее считая, что вектор-функция 𝑦[1] уже определена и 𝑦[1] ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐(𝐼), определим
вторую квазипроизводную вектор-функции 𝑦, полагая

𝑦[2] := (𝑦[1])′ + 𝑅*𝑦[1] −𝑄𝑦,

где * — символ сопряжения, и квазидифференциальное выражение, полагая

𝑙[𝑦](𝑥) := −𝑦[2](𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼.

Таким образом,
𝑙[𝑦] = −(𝑃 (𝑦′ −𝑅𝑦))′ −𝑅*𝑃 (𝑦′ −𝑅𝑦) + 𝑄𝑦, (1)

а множество вектор-функций 𝒟 := {𝑦(𝑥)| 𝑦(𝑥), 𝑦[1](𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐(𝐼)}, очевидно, является
областью определения этого выражения. Из условия (A) следует, что для любой вектор-
функции 𝑦(𝑥) ∈ 𝒟 выражение 𝑙[𝑦](𝑥) существует п.в. на 𝐼, а координаты 𝑙[𝑦] локально
интегрируемы. Кроме того, для любых двух вектор-функций 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒟 справедлива следу-
ющая лемма — векторный аналог тождества Грина.
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Лемма 1. Пусть 𝑃 , 𝑄 и 𝑅 - квадратные матриц-функции порядка 𝑛, удовлетворяю-
щие перечисленным выше условиям на 𝐼. Тогда для любых двух вектор-функций 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟
и для любых двух чисел 𝛼 и 𝛽 таких, что 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 < ∞, справедлива формула

𝛽∫︁
𝛼

{(𝑙[𝑢](𝑥), 𝑣(𝑥)) − (𝑢(𝑥), 𝑙[𝑣](𝑥))}𝑑𝑥 = [𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)](𝛽) − [𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)](𝛼), (2)

где (𝑔, ℎ) =
𝑛∑︀

𝑠=1

𝑔𝑠ℎ𝑠 — скалярное произведение векторов 𝑔 и ℎ, а форма [𝑢, 𝑣] определена

равенством: [𝑢, 𝑣](𝑥) := (𝑢[1](𝑥), 𝑣(𝑥)) − (𝑢(𝑥), 𝑣[1](𝑥)).

Справедливость леммы 1 для частного случая выражения 𝑙, когда 𝑃 (𝑥) = 𝐼𝑛 (𝐼𝑛 –
единичная матрицы порядка 𝑛), 𝑅(𝑥) = 𝜎(𝑥), 𝑄(𝑥) = −𝜎2(𝑥), где 𝜎(𝑥) — заданная симмет-
рическая матриц-функция порядка 𝑛 с вещественными элементами такая, что элементы
матрицы 𝜎2(𝑥) локально интегрируемы на 𝐼, установлена в [9]. Доказательство, приведен-
ное там, без существенных изменений переносится на случай выражения 𝑙 вида (1).

Пусть далее ℒ2
𝑛(𝐼) – пространство классов эквивалентности всех комплекснозначных из-

меримых вектор-функций 𝑦, у которых сумма квадратов модулей компонент интегрируема
по Лебегу на 𝐼. В литературе, посвященной спектральной теории обыкновенных диффе-
ренциальных операторов, хорошо известна процедура, с помощью которой определяется
минимальный оператор 𝐿0, порожденный выражением 𝑙[𝑦] в гильбертовом пространстве
ℒ2

𝑛(𝐼). А именно, обозначая через 𝐷′
0 множество всех комплекснозначных финитных на

𝐼 вектор-функций из 𝒟 таких, что 𝑙[𝑦] ∈ ℒ2
𝑛(𝐼), с помощью таких же рассуждений, как

в скалярном случае (см., например, [10], стр. 133), и с использованием формулы Грина
(2) устанавливается, что множество 𝐷′

0 является всюду плотным в ℒ2
𝑛(𝐼), а формулой

𝐿′
0𝑦 = 𝑙[𝑦] на множестве 𝐷′

0 выражение 𝑙 определяет симметрический (незамкнутый) опе-
ратор в ℒ2

𝑛(𝐼) с областью определения 𝐷′
0. Символами 𝐿0 и 𝐷0 обозначим замыкание этого

оператора и его область определения соответственно. Благодаря этому, по аналогии с об-
щей концепцией симметрических скалярных квазидифференциальных выражений, везде
далее выражение 𝑙 будем называть симметрическим (формально-самосопряженным) ква-
зидифференциальным выражением, порожденным посредством матриц 𝑃 , 𝑄 и 𝑅.

Пусть далее 𝜆 — комплексное число и ℑ𝜆 ̸= 0. Через 𝑅𝜆 и 𝑅𝜆 обозначим области зна-
чений операторов 𝐿0 − 𝜆ℐ и 𝐿0 − 𝜆ℐ соответственно, а через 𝒩𝜆 и 𝒩𝜆 — ортогональные
дополнения пространств 𝑅𝜆 и 𝑅𝜆 в ℒ2

𝑛(𝐼). Пространства 𝒩𝜆 и 𝒩𝜆 называются дефектными
пространствами, числа 𝑛+ и 𝑛−, равные их размерностям (𝑛+ = dim 𝒩𝜆, 𝑛− = dim 𝒩𝜆) —
дефектными числами оператора 𝐿0 в верхней и нижней открытой комплексной полуплос-
кости соответственно, а пара (𝑛+, 𝑛−) — индексом дефекта оператора 𝐿0.

Рассуждениями, аналогичными работам [11] и [12], можно установить, что числа 𝑛+ и
𝑛− совпадают с максимальным числом линейно независимых решений уравнения

𝑙[𝑦] = 𝜆𝑦, (3)

принадлежащих пространству ℒ2
𝑛(𝐼), когда параметр 𝜆 берется из верхней (ℑ𝜆 > 0) или

нижней (ℑ𝜆 < 0) полуплоскости соответственно, удовлетворяют двойному неравенству
𝑛 ≤ 𝑛+, 𝑛− ≤ 2𝑛 и 𝑛+ = 2𝑛 тогда и только тогда, когда 𝑛− = 2𝑛. Кроме того, случай
𝑛+ = 𝑛− = 2𝑛 реализуется тогда и только тогда, когда все решения уравнения (3) при всех
𝜆 ∈ 𝐶 принадлежат пространству ℒ2

𝑛(𝐼). Используя аналогию со спектральной теорией
скалярных операторов Штурма-Лиувилля на полуоси, иногда говорят, что для выражения
𝑙[𝑦] (оператора 𝐿0) имеет место случай предельной точки, если 𝑛+ = 𝑛− = 𝑛, если же
𝑛+ = 𝑛− = 2𝑛, то говорят, что для выражения 𝑙[𝑦] (оператора 𝐿0) имеет место случай
предельного круга (см., например, [11]).

Уравнение (3) равносильно системе дифференциальных уравнений 1-го порядка

y′ = (𝐹 − Λ)y, (4)
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где y =

(︂
𝑦
𝑦[1]

)︂
, матрицы 𝐹 и Λ порядка 2𝑛 имеют вид

𝐹 =

(︂
𝑅 𝑃−1

𝑄 −𝑅*

)︂
, Λ =

(︂
𝑂 𝑂
𝜆𝐼𝑛 𝑂

)︂
,

а 𝑂 и 𝐼𝑛, как обычно, — нулевая и единичная матрицы порядка 𝑛 соответственно.
Равносильность уравнений (3) и (4) понимается в том смысле, что если 𝑦(𝑥) является

векторным решением системы (3), то вектор-столбец y является решением (4) и наоборот,
если 2𝑛-компонентный вектор-столбец y — решение системы (4), то вектор 𝑦, составленный
из первых 𝑛 компонент вектора y — решение уравнения (3).

Замечание 1. Условия на элементы матриц 𝑃, 𝑄 и 𝑅 обеспечивают справедливость
теоремы существования и единственности решения задачи Коши для системы (4), по-
ставленной в произвольной точке множества 𝐼, и являются самыми общими, обеспечи-
вающими это (см. [13], Ch. 1, Th. 1.2.3). А из равносильности систем (3) и (4) следует
ее справедливость и для системы (3).

Используя терминологию из теории операторов, порожденных линейными дифферен-
циальными выражениями с негладкими коэффициентами, иногда говорят, что квазипро-
изводные 𝑦[0](:= 𝑦), 𝑦[1], 𝑦[2] и квазидифференциальное выражение 𝑙[𝑦] порождены матри-
цей 𝐹 .

2.2. Пусть 𝒫0,𝒬0 и 𝒫1 — эрмитовы матриц-функции порядка 𝑛 с измеримыми элементами
такие, что 𝒫−1

0 существует и ||𝒫−1
0 ||, ||𝒫−1

0 ||||𝒫1||2, ||𝒫−1
0 ||||𝒬0||2 локально интегрируемы по

Лебегу. Пусть далее 𝜙 := 𝒫1 + 𝑖𝒬0 и 𝜙* := 𝒫1 − 𝑖𝒬0. Рассмотрим блочную матрицу

ℱ =

(︂
𝒫−1

0 𝜙 𝒫−1
0

−𝜙*𝒫−1
0 𝜙 −𝜙*𝒫−1

0

)︂
.

Используя свойства матричных норм и эрмитовость матриц-функций 𝒫0, 𝒬0 и 𝒫1, легко
установить, что все элементы матрицы ℱ принадлежат пространству ℒ1

𝑙𝑜𝑐(𝐼).
Посредством матрицы ℱ определим квазипроизводные 𝑦[0], 𝑦[1], 𝑦[2], полагая, как и ра-

нее,
𝑦[0] = 𝑦, 𝑦[1] = 𝒫0𝑦

′ − 𝜙𝑦, 𝑦[2] = (𝑦[1])′ + 𝜙*𝒫−1
0 𝑦[1] + 𝜙*𝒫−1

0 𝜙𝑦.

Далее, применяя замечание 1, заключаем, что для уравнения

−𝑦[2] = 𝜆𝑦

справедлива теорема существования и единственности решения задачи Коши, поставлен-
ной в произвольной точке 𝐼.

Если предположить, что элементы матрицы 𝒫0 также принадлежат ℒ1
𝑙𝑜𝑐(𝐼)

(||𝒫0|| ∈ ℒ1
𝑙𝑜𝑐(𝐼)), то легко заметить, что и элементы матрицы 𝜙 будут локально интегри-

руемы на 𝐼. Исходя из этих предположений, можно доказать, что если ′ трактовать как
операцию взятия производной в смысле теории распределений, то в выражении 𝑦[2] можно
раскрыть все скобки, и для него получим формулу

𝑦[2] = (𝒫0𝑦
′)′ − 𝑖((𝒬0𝑦)′ + 𝒬0𝑦

′) − 𝒫 ′
1𝑦.

Таким образом, выражение 𝑙[𝑦] (см. (1)) в терминах обобщенных функций записывается
в виде

𝑙[𝑦] = −(𝒫0𝑦
′)′ + 𝑖((𝒬0𝑦)′ + 𝒬0𝑦

′) + 𝒫 ′
1𝑦, (5)

а оператор 𝐿0, определенный ранее, можно трактовать как оператор, порожденный
этим выражением в гильбертовом пространстве ℒ2

𝑛(𝐼). Такая трактовка оператора с
коэффициентами-распределениями позволяет включить его в класс операторов, порож-
денных квазидифференциальными выражениями с локально суммируемыми коэффици-
ентами в пространстве ℒ2

𝑛(𝐼), и строить спектральную теорию этого оператора.
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Отметим, что корректное определение оператора Штурма-Лиувилля со скалярным
потенциалом-распределением первого порядка, т.е. оператора, порожденного в простран-
стве ℒ2(𝑎, 𝑏) выражением вида

𝑙[𝑦] = −𝑦′′ + 𝜎′(𝑥)𝑦,

где 𝜎 — комплекснозначная функция такая, что 𝜎2 ∈ ℒ1
𝑙𝑜𝑐(𝑎, 𝑏), впервые, по-видимому,

было дано в нескольких работах А.М. Савчука и А.А. Шкаликова (см. [14], [15]), а для
векторного аналога этого выражения, когда 𝜎(𝑥) является квадратной симметрической
матриц-функцией порядка 𝑛 с вещественными элементами такой, что элементы матрицы
𝜎2 локально интегрируемы на полуоси в [9].

В частности, если 𝒬0(𝑥) = 𝑂, то векторное квазидифференциальное выражение (5)
примет вид

𝑙[𝑦] = −(𝒫0𝑦
′)′ + 𝒫 ′

1𝑦.

3. Аналог теоремы С.А. Орлова

3.1. Далее нам понадобится следующая лемма (см. [16], [17, гл. III, задача 35, стр. 120]).

Лемма 2. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

𝑈 ′ = (𝐴 + 𝐺(𝑡))𝑈, (6)

где 𝐴 — постоянная матрица, каноническая форма которой имеет жордановы клетки
𝐽𝑘, 𝑘 ≥ 1, а максимальное число строк для всех клеток 𝐽𝑘 равно 𝑟 + 1. Предположим,
что

∞∫︁
1

𝑡𝑟||𝐺(𝑡)||𝑑𝑡 < ∞. (7)

Пусть 𝑧𝑗 — характеристический корень матрицы 𝐴 и пусть уравнение 𝑦′ = 𝐴𝑦 имеет
решения вида

𝑒𝑧𝑗𝑡𝑡𝑘𝑐 + 𝑂(𝑒𝑧𝑗𝑡𝑡𝑘−1),

где 𝑐 — постоянный вектор. Тогда уравнение (6) имеет решение 𝜑, такое, что

𝜑(𝑡) = 𝑒𝑧𝑗𝑡𝑡𝑘(𝑐 + 𝑜(1)), при 𝑡 → +∞.

3.2. В дальнейшем предполагается, что матриц-функции 𝑃−1, 𝑄 и 𝑅 — коэффициенты
выражения 𝑙[𝑦] (см. (1)) удовлетворяют следующему условию
Условие B. При всех 𝑥 ≥ 1 и некотором вещественном 𝜈 ≥ 0

𝑃−1(𝑥) = 𝑥−𝜈−2(𝑃0 + 𝑃1(𝑥)), 𝑄(𝑥) = 𝑥𝜈(𝑄0 + 𝑄1(𝑥)), 𝑅(𝑥) = 𝑥−1(𝑅0 + 𝑅1(𝑥)),

где 𝑃0, 𝑄0, 𝑅0 и 𝑃1(𝑥), 𝑄1(𝑥), 𝑅1(𝑥) — эрмитовы постоянные матрицы и матричные
функции порядка 𝑛 соответственно. Пусть det𝑃0 ̸= 0 и, кроме того,

+∞∫︁
1

ln𝑟𝑥

𝑥
(||𝑃1(𝑥)|| + ||𝑄1(𝑥)|| + ||𝑅1(𝑥)||)𝑑𝑥 < +∞,

где 𝑟 + 1 — максимальное число строк для всех жордановых клеток 𝐽𝑘, 𝑘 ≥ 1, канониче-
ской формы матрицы

𝐴𝜈 :=

(︂
𝑅0 + 1

2
𝐼𝑛 𝑃0

𝑄0 − 𝜆𝜒(𝜈)𝐼𝑛 −𝑅*
0 − (𝜈 + 1

2
)𝐼𝑛

)︂
,

где 𝜒(𝜈) = 0 при 𝜈 > 0 и 𝜒(0) = 1.
Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть элементы 𝑃−1, 𝑄 и 𝑅 матрицы 𝐹 удовлетворяют условию (В) и
пусть 𝑙 — квазидифференциальное выражение, порожденное этой матрицей (см. (1)).
Тогда максимальное число линейно независимых решений уравнения (3), принадлежащих
пространству ℒ2

𝑛(𝐼), равно
1) при 𝜈 > 0 числу корней полинома ℱ(𝑧, 𝜈) := det(𝐴𝜈 − 𝑧𝐼2𝑛) (с учетом их кратности),
лежащих в области ℜ𝑧 < 0, и не зависит от 𝜆;
2) при 𝜈 = 0 числу корней полинома ℱ(𝑧, 0) := det(𝐴0 − 𝑧𝐼2𝑛) (с учетом их кратности),
лежащих в области ℜ𝑧 < 0, и при невещественном 𝜆 равно 𝑛.
При этом в случае 𝜈 > 0 спектр любого самосопряженного расширения оператора 𝐿0

является дискретным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (В) следует, что элементы матрицы 𝐹 удовлетво-
ряют условию (А) п. 2.1. Поэтому по формуле (1) корректно определено квазидифферен-
циальное выражение 𝑙[𝑦], порожденное этой матрицей, а также минимальный замкнутый
симметрический оператор 𝐿0, а в утверждениях 1 и 2 теоремы 2, очевидно, речь идет об
индексах дефекта этого оператора.

Пусть 𝜈 > 0. Обозначим через 𝐷 блочно-диагональную матрицу

𝐷 =

(︂
𝑥−1/2𝐼𝑛 𝑂

𝑂 𝑥𝜈+1/2𝐼𝑛

)︂
.

В системе (4) сделаем замену y = 𝐷𝑌 , где 𝑌 — новая неизвестная 2𝑛-компонентная вектор-
функция. В результате система (4) примет вид

𝑌 ′ = (𝐷−1𝐹𝐷 −𝐷−1Λ𝐷 −𝐷−1𝐷′)𝑌.

Простые вычисления показывают, что матриц-функции 𝐷−1𝐹𝐷, 𝐷−1Λ𝐷 и 𝐷−1𝐷′ в блоч-
ном представлении имеют вид:

𝐷−1𝐷′ = 𝑥−1

(︂
−1/2𝐼𝑛 𝑂

𝑂 (𝜈 + 1/2)𝐼𝑛

)︂
, 𝐷−1Λ𝐷 = 𝑥−1

(︂
𝑂 𝑂

𝜆𝑥−𝜈𝐼𝑛 𝑂

)︂
,

𝐷−1𝐹𝐷 = 𝑥−1

(︂
𝑥𝑅 𝑥𝜈+2𝑃−1

𝑥−𝜈𝑄 −𝑥𝑅*

)︂
.

Таким образом, неизвестная вектор-функция 𝑌 удовлетворяет системе дифференциаль-
ных уравнений

𝑥𝑌 ′ = (𝐴𝜈 + 𝐵(𝑥))𝑌, (8)
где 𝐴𝜈 — числовая матрица, определенная выше, а 𝐵(𝑥) — матриц-функция

𝐵(𝑥) =

(︂
𝑅1(𝑥) 𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥) − 𝜆
𝑥𝜈 𝐼𝑛 −𝑅*

1(𝑥)

)︂
.

Полагая далее 𝑥 = 𝑒𝑡, заметим, что система (8) приобретает вид (6), где 𝑈(𝑡) = 𝑌 (𝑒𝑡),
𝐴 = 𝐴𝜈 и 𝐺(𝑡) = 𝐵(𝑒𝑡).

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

𝑈 ′ = 𝐴𝜈𝑈(𝑡).

Фундаментальная матрица решений этой системы имеет вид Φ = 𝑒𝐴𝜈𝑡.
Пусть теперь 𝑧 — характеристический корень матрицы 𝐴𝜈 алгебраической кратности

𝑟0 и геометрической кратности 𝑙. Обозначим через 𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 2 . . . 𝑙) размерность жорда-
новых клеток, соответствующих числу 𝑧. Отметим, что 2𝑛-компонентные вектор-столбцы
фундаментальной матрицы Φ, соответствующие 𝑖-й жордановой клетке имеют вид

𝑒𝑧𝑡𝑐𝑘𝑖 , 𝑡𝑗𝑒𝑧𝑡𝑐𝑘𝑖 + 𝑂(𝑡𝑗−1𝑒𝑧𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘𝑖 − 1, (9)

где 𝑐𝑘𝑖 — собственный вектор матрицы 𝐴, соответствующий этой жордановой клетке (более
подробно см. [17, Гл. III, §4]).
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Пусть
(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
, где 𝑋𝑖(𝑖 = 1, 2) — вектор-столбцы размерности 𝑛, является собственным

вектором, соответствующим собственному значению 𝑧 матрицы 𝐴𝜈 , т.е.

(𝐴𝜈 − 𝑧𝐼2𝑛)

(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
= 𝑂.

Таким образом, вектора 𝑋1 и 𝑋2 удовлетворяют системе уравнений{︃
(𝑅0 + (1

2
− 𝑧)𝐼𝑛)𝑋1 + 𝑃0𝑋2 = 𝑂

(−𝑅*
0 − (𝜈 + 1

2
+ 𝑧)𝐼𝑛)𝑋1 + 𝑄0𝑋2 = 𝑂.

Учитывая, что det𝑃0 ̸= 0 и исключив из этой системы неизвестный вектор 𝑋2, получим,
что вектор 𝑋1 удовлетворяет уравнению

(−𝑅*
0 − (𝜈 +

1

2
+ 𝑧)𝐼𝑛 −𝑄0𝑃

−1
0 (𝑅0 + (

1

2
− 𝑧)𝐼𝑛)𝑋1 = 𝑂. (10)

Вектор 𝑋1, очевидно, ненулевой, кроме того, по предположению, геометрическая крат-
ность корня 𝑧 равна 𝑙, поэтому ранг матрицы-коэффициента системы (10) равен 𝑛 − 𝑙
(𝑙 ∈ {1, 2 . . . , 𝑛 − 1}). Таким образом, эта система имеет 𝑙 линейно-независимых реше-

ний, т.е. характеристическому корню 𝑧 соответствует 𝑙 собственных векторов вида
(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
,

причем первые 𝑛 координат этих векторов одновременно не равны нулю.
Учитывая (B), заметим, что система (8) сводится к системе (6) и при этом выполнено

(7), т.е. все условия леммы 2. Далее, применяя эту лемму для каждой функции из списка
(9), получаем, что система (6) имеет фундаментальную матрицу решений, состоящую из
вектор-столбцов, представимых при 𝑡 → ∞ в виде

𝑡𝑘𝑒𝑧𝑡(𝑐𝑘𝑖 + 𝑜(1)) (𝑘 = 0, 1, . . . 𝑘𝑖 − 1).

Выполняя обратную замену 𝑥 = 𝑒𝑡 и учитывая, что y = 𝐷𝑌 , получаем, что вектор-
столбцы фундаментальной матрицы уравнения (3), соответствующие характеристиче-
скому корню 𝑧 матрицы 𝐴, имеют вид

𝑥𝑧− 1
2 ln𝑘 𝑥(̃︀𝑐𝑘𝑖 + 𝑜(1)), (11)

где ̃︀𝑐𝑘𝑖 — ненулевые вектора, состоящие из первых 𝑛 компонент векторов 𝑐𝑘𝑖 .
Функции, представимые в виде (11), принадлежат пространству ℒ2

𝑛(𝐼) тогда и только
тогда, когда

+∞∫︁
1

| 𝑥2𝑧−1| (ln𝑥)2𝑘 𝑑𝑥 < ∞,

а это справедливо тогда и только тогда, когда ℜ𝑧 < 0. Кроме того, при 𝜈 > 0 многочлен
ℱ(𝑧, 𝜈) не зависит от 𝜆. Таким образом, дефектные числа оператора 𝐿0 совпадают и равны
числу корней уравнения ℱ(𝑧, 𝜈) = 0, удовлетворяющих условию ℜ𝑧 < 0.

Далее можно показать, что функция Грина любого самосопряженного расширения опе-
ратора 𝐿0 является ядром Гильберта-Шмидта и мероморфной функцией от 𝜆. Из этого
следует дискретность спектра любого самосопряженного расширения оператора 𝐿0.

Пусть теперь 𝜈 = 0. Покажем, что

det (𝐴0(𝜆) − (−𝑧)𝐼2𝑛) = det
(︀
𝐴0(𝜆) − 𝑧𝐼2𝑛

)︀
. (12)

Действительно, справедливо равенство

det
(︀
𝐴0(𝜆) − 𝑧𝐼2𝑛

)︀
=

= det(−𝑅*
0 − (1/2 + 𝑧)𝐼𝑛) × det(𝑅0 + (1/2 − 𝑧)𝐼𝑛 − 𝑃0(−𝑅*

0 − (1/2 + 𝑧)𝐼𝑛)−1(𝑄0 − 𝜆𝐼𝑛)).
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С другой стороны, используя свойства 𝑃0, 𝑄0, 𝑅0, транспонированных к ним матриц и их
определителей, несложно заметить, что и для

det (𝐴0(𝜆) − (−𝑧)𝐼2𝑛)

также справедлива приведенная выше формула. Таким образом, выполняется равенство
(12).

Пусть 𝜆 невещественное число и число корней уравнения

det
(︀
𝐴0(𝜆) − 𝑧𝐼2𝑛

)︀
= 0, (13)

удовлетворяющие условию ℜ𝑧 < 0, с учетом их кратности, равно 𝑘. Из тождества (12)
следует, что число корней уравнения

det (𝐴0(𝜆) − (−𝑧)𝐼2𝑛) = 0 (14)

таких, что ℜ𝑧 ≤ 0 с учетом их кратности равно 2𝑛− 𝑘, т.е., для дефектных чисел 𝑛+ и 𝑛−
выполняется неравенство 𝑛+ + 𝑛− ≤ 2𝑛. Учитывая теперь, что 𝑛+ ≥ 𝑛, 𝑛− ≥ 𝑛, получаем
𝑛+ = 𝑛− = 𝑛. Теорема 2 доказана.

3.3. Пусть теперь выражение 𝑙[𝑦] определяется равенством

𝑙[𝑦] = −(𝒫0𝑦
′)′ + 𝑖((𝒬0𝑦)′ + 𝒬0𝑦

′) + 𝒫 ′
1𝑦,

(см. (5) во введении) и предположим, что коэффициенты 𝒫0(𝑥),𝒫1(𝑥),𝒬0(𝑥) этого выра-
жения удовлетворяют следующему условию.

Условие B′. При всех 𝑥 ≥ 1 и некотором вещественном 𝜈 ≥ 0

𝒫−1
0 (𝑥) = 𝑥−𝜈−2(𝑃 0

0 + 𝑃 1
0 (𝑥)), 𝒫1(𝑥) = 𝑥𝜈+1(𝑃 0

1 + 𝑃 1
1 (𝑥)), 𝒬0(𝑥) = 𝑥𝜈+1(𝑄0

0 + 𝑄1
0(𝑥)),

где 𝑃 0
0 , 𝑃 0

1 , 𝑄0
0 и 𝑃 1

0 (𝑥), 𝑃 1
1 (𝑥), 𝑄1

0(𝑥) — постоянные эрмитовы матрицы и эрмитовы
матричные функции порядка 𝑛 соответственно. Пусть det𝑃 0

0 ̸= 0 и, кроме того,

+∞∫︁
1

ln𝑟𝑥

𝑥
(||𝑃 1

𝑖 (𝑥)|| + ||𝑃 1
𝑖 (𝑥)||2)𝑑𝑥 < +∞, 𝑖 = 0, 1,

+∞∫︁
1

ln𝑟𝑥

𝑥
(||𝑄1

0(𝑥)|| + ||𝑄1
0(𝑥)||2)𝑑𝑥 < +∞,

где 𝑟 + 1 — максимальное число строк для всех жордановых клеток 𝐽𝑘, 𝑘 ≥ 1, канониче-
ской формы матрицы

𝐴𝜈 :=

(︂
𝑃 0
0 𝜑0 + 1

2
𝐼𝑛 𝑃 0

0

−𝜑*
0𝑃

0
0 𝜑0 − 𝜆𝜒(𝜈)𝐼𝑛 −𝜑*

0𝑃
0
0 − (𝜈 + 1

2
)𝐼𝑛

)︂
,

где 𝜒(𝜈) = 0 при 𝜈 > 0 и 𝜒(0) = 1 , а 𝜑0 = 𝑃 0
1 + 𝑖𝑄0

0, 𝜑*
0 = 𝑃 0

1 − 𝑖𝑄0
0.

Из условия (B′) следует, что коэффициенты 𝑃 = 𝒫0, 𝑄 = −𝜙*𝒫−1
0 𝜙 и 𝑅 = 𝒫−1

0 𝜙 в
выражении (1) в данной ситуации удовлетворяют условию (B) пункта 3.2 и, таким образом,
и здесь теорема 2 остается в силе. Применяя ее, получаем, что справедлива следующая
теорема.

Теорема 3. Пусть матричные коэффициенты 𝒫−1
0 , 𝒫1 и 𝒬0 выражения 𝑙[𝑦] (см. (5))

удовлетворяют условию (𝐵′). Тогда для уравнения 𝑙[𝑦] = 𝜆𝑦 справедливы утверждения 1
и 2 теоремы 2.
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4. Примеры

4.1. В ходе доказательства теоремы 2 мы фактически получили асимптотические форму-
лы для некоторой фундаментальной системы решений уравнения (3) при 𝑥 → ∞, причем
эти асимптотические формулы справедливы и без предположения об эрмитовости коэф-
фициентов выражения 𝑙[𝑦], и они, несомненно, представляют и самостоятельный интерес.
Ниже мы приводим формулировку соответствующего результата для одного простейшего
случая выражения (5), а именно, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть 𝜈 > 0, 𝑃0 — постоянная матрица такая, что det𝑃0 ̸= 0, матриц-
функция 𝑃1(𝑥) удовлетворяет условию 𝑥−1(‖𝑃1(𝑥)‖ + ‖𝑃1(𝑥)‖2) ∈ ℒ1(𝐼) и 𝜆 — ненулевое
комплексное число. Тогда векторное уравнение

(𝑥𝜈+2𝑃0𝑦
′)′ + (𝑥𝜈+1𝑃1(𝑥))′𝑦 = 𝜆𝑦

имеет фундаментальную систему решений 𝑦𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑛), которую при 𝑥 → ∞
можно представить в виде

𝑦𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝑜(1),

𝑦𝑛+𝑗 = 𝑥−(𝜈+1)(𝑐𝑛+𝑗 + 𝑜(1)),

где 𝑐𝑗 и 𝑐𝑛+𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛) — линейно независимые системы 𝑛 компонентных векторов.

Особо отметим, что теорема 4 обеспечивает справедливость асимптотических формул,
приведенных выше, для векторного дифференциального уравнения 𝑙[𝑦] = 𝜆𝑦, где

𝑙[𝑦](𝑥) = −(𝑃𝑦′)′ + 𝑄𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼, (15)

𝑃 (𝑥) = 𝑥𝜈+2𝑃0 и 𝑄(𝑥) = (𝑥𝜈+1𝑃1(𝑥))′. Таким образом, коэффициент 𝑄 в выражении (15)
может сильно осциллировать.

4.2. Приведем некоторые конкретные примеры реализации различных дефектных чисел
для оператора 𝐿0. В выражении (1) положим 𝑛 = 2 и 𝑅(𝑥) = 𝑂. Тогда оно запишется в
виде (15), а матриц функции 𝑃 (𝑥) и 𝑄(𝑥) удовлетворяют условию (B) пункта 3.2. Простые
вычисления показывают, что

ℱ(𝑧, 𝜈) =

[︃(︁
𝑧 +

𝜈

2

)︁2

−
(︂
𝜈 + 1

2

)︂2
]︃2

−

[︃(︁
𝑧 +

𝜈

2

)︁2

−
(︂
𝜈 + 1

2

)︂2
]︃
× 𝑠𝑝(𝑃0 ·𝑄0)+

+det(𝑃0 ·𝑄0).

Многочлен ℱ(𝑧, 𝜈), очевидно, является произвольным квадратным трехчленом отно-
сительно

[︁(︀
𝑧 + 𝜈

2

)︀2 − (︀
𝜈+1
2

)︀2]︁, поэтому число корней этого многочлена, лежащих в левой
полуплоскости, за счет выбора элементов постоянных матриц 𝑃0 и 𝑄0 может быть сделано
любым из чисел 2, 3 и 4. Таким образом, легко построить примеры реализации случаев
минимального, не максимального и максимального индекса дефекта для оператора 𝐿0.
Так, например, полагая 𝑠𝑝(𝑃0 ·𝑄0) = 0 и det𝑄0 = 0, получаем, что для оператора 𝐿0 реа-
лизуется случай предельной точки. Пусть теперь 𝑠𝑝(𝑃0 ·𝑄0) = −2 и det(𝑃0 ·𝑄0) = 1, тогда
индекс дефекта оператора 𝐿0 равен (4, 4) при 0 < 𝜈 < 1 и (3, 3) при 𝜈 ≥ 1.
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