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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К АНАЛИЗУ

НЕОДНОРОДНОГО ПУАССОНОВСКОГО ПРОЦЕССА

С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ

А.В. ЗОРИН

Аннотация. В работе рассматриваются вероятностные свойства моментов скачков
неоднородного пуассоновского процесса. В предположении, что мгновенная интенсив-
ность является периодической функцией, отделенной от нуля, «фазы» (дробные доли
по отношению к длине периода) моментов скачков образуют общую цепь Маркова
на отрезке, причем плотность инвариантного распределения вероятностей пропорцио-
нальна функции мгновенной интенсивности.
Обсуждаются возможные применения обнаруженного свойства моментов скачков

для статистических выводов о неоднородном пуассоновском процессе. С применением
центральной предельной теоремы для цепей Маркова доказывается сходимость конеч-
номерных распределений эмпирического процесса к конечномерным распределениям
гауссовского процесса того же типа, что и в случае повторной независимой выборки.
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предельная теорема.

Mathematics Subject Classification: 60G55, 60G17, 62G05, 62G10

1. Введение

В данной работе рассматриваются свойства одного класса точечных процессов на по-
лупрямой R+ = {𝑡; 𝑡 ⩾ 0}. Во многих реальных приложениях считают, что речь идет о
моментах времени {𝜏𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .} появления последовательности некоторых событий. Эк-
вивалентную модель мы получим, если перейдем к изучению интервалов (𝜏𝑖− 𝜏𝑖−1) между
событиями, 𝑖 = 1, 2, . . . , или считающей функции

𝑁(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝐼(𝜏𝑖 < 𝑡)

для числа событий на промежутке [0, 𝑡). В классической монографии Д.Р. Кокса и
П.А. Льюиса [7] содержится один из первых обстоятельных сводов статистических мо-
делей для точечного процесса на полупрямой. К ним относятся модели пуассоновского
процесса и процесса восстановления, модели регрессионного типа для интервалов между
событиями. К важным вариациям пуассоновского процесса относятся упоминаемые в этой
монографии нестационарный пуассоновский процесс с неслучайной, зависящей от времени
мгновенной интенсивностью, и процесс, в котором мгновенная интенсивность сама явля-
ется случайным процессом (так называемые процессы Кокса). Кроме вопросов оценки
числовых характеристик первого и второго порядка в [7] описаны процедуры проверки
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важных статистических гипотез о принадлежности наблюдаемого отрезка точечного про-
цесса семейству пуассоновских процессов с постоянной интенсивностью, а также семейству
процессов восстановления.
Применительно к нестационарным пуассоновским процессам (их также называют неод-

нородными пуассоновскими процессами) естественно возникают следующие группы задач:
разработка критериев для проверки гипотез о постоянной интенсивности против альтерна-
тивы в виде функции времени из заданного класса, а также задача оценки для мгновенной
интенсивности и для математического ожидания числа событий по причине, которую мы
напомним ниже. Проверка гипотезы независимости интенсивности от времени против аль-
тернативы линейной зависимости рассматривалась уже в монографии [7]. В дальнейшем,
альтернативная гипотеза о квадратичной зависимости интенсивности от времени изуча-
лась в статье [1].
Переходя к задаче оценки мгновенной интенсивности нестационарного пуассоновского

процесса, необходимо помнить следующее. Нестационарный пуассоновский процесс мож-
но определять как случайный процесс {𝑁(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, 𝑁(0) = 0, с независимыми прира-
щениями, причем приращение 𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠) имеет распределение Пуассона с параметром
Λ(𝑡) − Λ(𝑠), где Λ(𝑡) = E(𝑁(𝑡)) — неубывающая функция, Λ(0) = 0. Функцию Λ(𝑡) часто
называют ведущей функцией или компенсатором пуассоновского процесса. При дополни-
тельном предположении, что

Λ(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

для некоторой неотрицательной функции 𝜆(𝑠), легко придать этой новой функции 𝜆(𝑠)
простую физическую интерпретацию: вероятность единичного скачка пуассоновского про-
цесса на промежутке [𝑡, 𝑡 + ℎ) равна 𝜆(𝑡)ℎ + 𝑜(ℎ), а вероятность отсутствия скачка равна
1 − 𝜆(𝑡)ℎ + 𝑜(ℎ). Величину 𝜆(𝑡) называют мгновенной интенсивностью в момент 𝑡 ⩾ 0.
Нестационарные пуассоновские процессы находят разнообразные применения в техниче-
ском моделировании, в физике, биологии, социологии, и многих других. Разные подходы
к непараметрическому оцениванию функции мгновенной интенсивности 𝜆(𝑡) предложены
в работах [12], [8] — на основе ядерных функций, в [9] — с помощью Гильбертовых про-
странств c воспроизводящим ядром (Reproducing Kernel Hilbert Space), в [4] — методами
асимптотического анализа.
В недавней монографии [10] богато представлены результаты, относящиеся как к пара-

метрической оценке интенсивности нестационарного процесса Пуассона, так и к методам
оценки функции среднего Λ(𝑡), а также некоторые критерии согласия. При этом изложение
общей теории для нестационарного пуассоновского процесса иллюстрируется примерами с
периодическими интенсивностями, 𝜆(𝑡+𝜏) = 𝜆(𝑡) при всех 𝑡 ⩾ 0 для некоторого 𝜏 > 0. Ос-
новными входными данными в книге считаются либо одна реализация {𝑁(𝑡); 0 ⩽ 𝑡 ⩽ Θ𝑛}
с растущим Θ𝑛 → ∞, либо 𝑛 независимых реализаций {𝑁𝑗(𝑡); 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜏}, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Для случая периодических интенсивностей выбирается Θ𝑛 = 𝑛𝜏 . По-видимому, признавая
всё богатство полученных конкретных практических результатов и разнообразие рассмот-
ренных статистических задач, можно сделать одно замечание о том, когда данный под-
ход может приводит к недостаточному использованию всех наличных данных, хотя бы из
«физических соображений». А именно, если период функции интенсивности сравним с ма-
тематическим ожиданием интервала между событиями, или даже меньше его, то большая
доля реализаций окажется «пустой». Также, разрезание нестационарного пуассоновского
процесса на периоды, пусть даже и статистически независимые, может приводить к потере
важных сведений о функции 𝜆(𝑡) из-за разрывов на несвязанные части одного цельного
промежутка между событиями, попавшими в разные периоды.
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В настоящей статье указано одно неожиданное свойство нестационарного пуассонов-
ского процесса, которое позволяет проводить статистический анализ даже таких «ред-
ких» событий. При этом основными данными будут не независимые реализации процесса
{𝑁(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, а сами моменты 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

2. Одно свойство точечного процесса и его возможные использования.

Сводка новых результатов

Не уменьшая общности, будем считать, что интенсивность 𝜆(𝑡) периодическая с пери-
одом 𝜏 = 1 (этого всегда можно достичь заменой времени), т.е., 𝜆(𝑡 + 1) = 𝜆(𝑡) для всех
𝑡 ⩾ 0. Заметим, что не требуется, чтобы число 1 было наименьшим с таким свойством.
Предположим также, что функция мгновенной интенсивности отделена от нуля, то есть
𝜆(𝑡) ⩾ 𝛿 для некоторого 𝛿 > 0.
Пусть 𝑇0 = 0 и 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .— моменты скачков процесса {𝑁(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Нам потребуют-

ся также следующие две последовательности случайных величин: 𝑋𝑖 = {𝑇𝑖}, 𝑖 = 0, 1, . . . —
последовательность дробных частей и 𝑀𝑖 = [𝑇𝑖 − 𝑇𝑖−1], 𝑖 = 1, 2, . . . — последовательность
целых частей от величин промежутков между скачками.

Теорема 2.1. Последовательность {𝑋𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .} является общей цепью Маркова

на отрезке [0, 1] с переходной плотностью вида

𝑝(𝑢, 𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜆(𝑣)𝑒−(Λ(1+𝑣)−Λ(𝑢))

1− 𝑒−Λ(1)
, 0 ⩽ 𝑣 ⩽ 𝑢 ⩽ 1,

𝜆(𝑣)𝑒−(Λ(𝑣)−Λ(𝑢))

1− 𝑒−Λ(1)
, 0 ⩽ 𝑢 < 𝑣 ⩽ 1.

(2.1)

Соответствующее инвариантное распределение вероятностей задается плотностью

вида 𝜋(𝑢) =
𝜆(𝑢)

Λ(1)
.

Теорема 2.1 связывает мгновенную интенсивность 𝜆(𝑡) на периоде исходного неоднород-
ного пуассоновского процесса со стационарной мерой некоторой цепи Маркова. Причем
нормирующий коэффициент вида Λ(1) тоже определяется по значениям интенсивности
на этом периоде. Данное наблюдение позволяет предложить процедуры статистических
выводов относительно этой, обычно неизвестной, мгновенной интенсивности. Перечислим
некоторые возможные статистические приложения указанного свойства неоднородного
пуассоновского процесса.

1. Оценивание неизвестной интенсивности 𝜆(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 1. Для решения этой задачи до-
статочно по имеющейся реализации (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) случайного вектора (𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛) вы-
бранной заранее длины 𝑛 оценить стационарную плотность распределения 𝜋̂(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 1
цепи Маркова c переходной вероятностью, заданной функцией (2.1) и, кроме того, оценить
нормирующую константу Λ(1). И если в качестве оценок 𝜋̂(𝑡) естественно рассматривать
эмпирическую плотность распределения или ядерную оценку плотности, то оценку для
Λ(1) можно получить на основе следующего утверждения.

Лемма 2.1. Случайные величины 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . независимы и распределены по гео-

метрическому закону:

P(𝑀𝑖 = 𝑚) = 𝑒−𝑚Λ(1)(1− 𝑒−Λ(1)), 𝑚 = 0, 1, . . . . (2.2)

Несложно проверить, что оценка по методу моментов будет иметь вид:̂︂Λ(1) = ln(1 +𝑚)− ln𝑚,
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где

𝑚 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1].

Тогда мгновенную интенсивность можно оценить как 𝜆̂(𝑡) = ̂︂Λ(1)𝜋̂(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 1.

2. Проверка гипотезы о согласии с данной функцией интенсивности 𝜆(𝑡). Функция рас-

пределения, соответствующая стационарной плотности
𝜆(𝑡)

Λ(1)
, есть

Λ(𝑡)

Λ(1)
, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1. Именно

с ней будем сравнивать выборочную функцию распределения, построенную по реализации
(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) случайного вектора (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛).
Введем эмпирический процесс

𝑤𝑛(𝑡) =
√
𝑛

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼(𝑋𝑛 < 𝑡)− Λ(𝑡)

Λ(1)

)︃
, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1.

Эмпирический процесс {𝑤𝑛(𝑡); 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1} является основным при построении таких попу-
лярных критериев согласия как критерий 𝜒2 Пирсона, критерий Колмогорова, критерий
𝜔2 Крамера — фон Мизеса, критерий Андерсона — Дарлинга (см. [2], [5]). В классической
теории, где выборочные значения 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 независимы, доказана слабая сходимость
совместных распределений для приращений эмпирического процесса к гауссовскому рас-
пределению с нулевым вектором средних и ковариационной матрицей известного вида.
Замечательно, что и для введенной выше общей цепи Маркова {𝑋𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .} остается в
силе результат о предельном распределении для эмпирического процесса. Сформулируем
этот результат.
Рассмотрим разбиение

[0, 1] = [𝑧0, 𝑧1) ∪ [𝑧1, 𝑧2) ∪ . . . ∪ [𝑧𝑟−1, 𝑧𝑟], 0 = 𝑧0 < 𝑧1 < . . . < 𝑧𝑟 = 1,

∆𝑗 =
(Λ(𝑧𝑗)− Λ(𝑧𝑗−1))

Λ(1)
.

Здесь величина ∆𝑗 есть вероятность, приписываемая интервалу [𝑧𝑗−1, 𝑧𝑗) стационарным
распределением.

Теорема 2.2. При 𝑛 → ∞ распределение случайного вектора

(𝑤𝑛(𝑧1)− 𝑤𝑛(𝑧0), 𝑤𝑛(𝑧2)− 𝑤𝑛(𝑧1), . . . , 𝑤𝑛(𝑧𝑟)− 𝑤𝑛(𝑧𝑟−1))

слабо сходится к 𝑟-мерному нормальному распределению с нулевым средним и ковариа-

ционной матрицей Σ = (𝜎𝑗,𝑙), где

𝜎𝑗,𝑗 = ∆𝑗(1−∆𝑗), 𝜎𝑗,𝑙 = −∆𝑗∆𝑙, 𝑗 ̸= 𝑙.

Таким образом, предельное распределение для приращений

(𝑤𝑛(𝑧1)− 𝑤𝑛(𝑧0), 𝑤𝑛(𝑧2)− 𝑤𝑛(𝑧1), . . . , 𝑤𝑛(𝑧𝑟)− 𝑤𝑛(𝑧𝑟−1))

при 𝑛 → ∞ такое же, как и в случае повторной независимой выборки с функцией рас-

пределения
Λ(𝑡)

Λ(1)
, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1 (см., напр., [2]). Как говорилось выше, этот факт является

замечательным, так как несложно построить примеры общей цепи Маркова, также со
значениями на промежутке [0, 1], для которых предельное распределение вектора прира-
щений эмпирического процесса будет обладать другой ковариационной матрицей.
Обозначим

𝜈𝑗 =
Λ(1)

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼(𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑋𝑖 < 𝑧𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟. (2.3)
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Теорема 2.3. Статистика

𝑛

Λ(1)

𝑟∑︁
𝑗=1

(𝜈𝑗 − (Λ(𝑧𝑗)− Λ(𝑧𝑗−1)))
2

Λ(𝑧𝑗)− Λ(𝑧𝑗−1)
(2.4)

при 𝑛 → ∞ сходится по распределению к 𝜒2
𝑟−1.

Данная теорема очевидным образом, с точностью до обозначений, выводится из теоре-
мы 2.2, поэтому ее доказательство оставляем читателю.

3. Проверка сложной гипотезы об однородности данного пуассоновского процесса. Дей-
ствительно, пусть 𝜆(𝑡) = 𝜆 = const, тогда стационарное распределение обязано иметь
постоянную плотность на промежутке [0, 1], следовательно, это стандартное равномерное
распределение. Таким образом, задача свелась к проверке простой нулевой гипотезы о
виде стационарного распределения, которая обсуждалась в предыдущем пункте.

Необходимо отметить основное отличие от имеющихся в литературе методов: вместо
наблюдения части считающего процесса {𝑁(𝑡); 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇} при некотором 𝑇 > 0 наблю-
дается фиксированное число 𝑛 моментов скачков {𝑇𝑖; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛}. При этом, выбор
фиксированного 𝑇 дает выборку случайного объема 𝑛 = 𝑁(𝑇 ) для моментов скачков, а
фиксирование 𝑛 дает случайное время наблюдения 𝑇 = 𝑇𝑛.

3. Доказательства теорем

В настоящем разделе будут приведены доказательства теорем 2.1, 2.2 и леммы 2.1, а
также сформулированы и доказаны необходимые вспомогательные предложения. Обозна-
чения раздела 2 полностью сохранены.

Доказательство теоремы 2.1. Марковское свойство следует из того, что распределение
величины 𝑇𝑖+1−𝑇𝑖 при условии 𝑇𝑖 = 𝑡 не зависит от величин 𝑇𝑖−1, 𝑇𝑖−2, . . . , 𝑇1; напомним,
что оно имеет функцию распределения вида

P(𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖 < 𝑠 | 𝑇𝑖 = 𝑡) = 1− exp
{︁
−

𝑠+𝑡∫︁
𝑡

𝜆(𝑢) 𝑑𝑢
}︁
, 𝑠 ⩾ 0.

При 𝑢 < 𝑣 соотношения {𝑇𝑖} = 𝑢 и 𝑣 ⩽ {𝑇𝑖+1} < 𝑣 + 𝑑𝑣 означают, что разность 𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖

может принимать значения только из промежутков

[𝑣 − 𝑢, 𝑣 + 𝑑𝑣 − 𝑢), [1 + 𝑣 − 𝑢, 1 + 𝑣 + 𝑑𝑣 − 𝑢), [2 + 𝑣 − 𝑢, 2 + 𝑣 + 𝑑𝑣 − 𝑢), . . . .

Поэтому,

P (𝑋𝑖+1 ∈ [𝑣, 𝑣 + 𝑑𝑣) | 𝑋𝑖 = 𝑢)

=
∞∑︁

𝑚=0

(︃
exp

(︃
−

𝑢+𝑚+(𝑣−𝑢)∫︁
𝑢

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃
− exp

(︃
−

𝑢+𝑚+(𝑣−𝑢)+𝑑𝑣∫︁
𝑢

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃)︃

=
∞∑︁

𝑚=0

exp(−𝑚Λ(1)) exp

(︃
−

𝑣∫︁
𝑢

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃(︃
1− exp

(︃
−

𝑣+𝑑𝑣∫︁
𝑣

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃)︃

= (1− 𝑒−Λ(1))−1 exp

(︃
−

𝑣∫︁
𝑢

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃(︃
1− exp

(︃
−

𝑣+𝑑𝑣∫︁
𝑣

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠

)︃)︃
.
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При 𝑢 > 𝑣 исключается случай 𝑚 = 0. Остальные вычисления аналогичны. Отсюда
следуют формулы (2.1) для плотности переходной вероятности.
Непосредственной подстановкой легко убедиться, что стационарная плотность вида

𝜋(𝑢) =
𝜆(𝑢)

Λ(1)
, 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, удовлетворяет интегральному уравнению

𝜋(𝑣) =

1∫︁
0

𝜋(𝑢)𝑝(𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢, 0 ⩽ 𝑣 ⩽ 1.

Доказательство завершено.

Для доказательства предельных теорем нам придется применять центральную предель-
ную теорему к цепи Маркова. Используемый в настоящей работе вариант центральной
предельной теоремы предполагает, что цепь Маркова является возвратной по Харрису [6].
Установим это.

Теорема 3.1. В предположении, что 𝜆(𝑡) ⩾ 𝛿 > 0 для некоторого 𝛿 и всех 𝑡 ⩾ 0, цепь
Маркова {𝑋𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .} является возвратной по Харрису.

Доказательство. Воспользуемся следующим признаком возвратности по Харрису: если
любая ограниченная гармоническая функция — константа, то данная цепь либо диссипа-
тивна, либо возвратна по Харрису (см. [6, теорема 3.8 (ii)]). Нам потребуется исключить
диссипативность (см. [6, определение 3.3]).
Пусть ℎ(𝑢), 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1 — ограниченная гармоническая функция. Это значит, примени-

тельно к нашей цепи Маркова, что она удовлетворяет уравнению

ℎ(𝑢) =

1∫︁
0

𝑝(𝑢, 𝑣)ℎ(𝑣) 𝑑𝑣.

Допустим, что эта функция не равна тождественно константе. Она непрерывна, так как
правая часть имеет вид

𝑢∫︁
0

ℎ(𝑣)𝜆(𝑣)
𝑒−(Λ(𝑣)−Λ(𝑢))

1− 𝑒−Λ(1)
𝑑𝑣 +

1∫︁
𝑢

ℎ(𝑣)𝜆(𝑣)
𝑒−(Λ(1+𝑣)−Λ(𝑢))

1− 𝑒−Λ(1)
𝑑𝑣

=
𝑒Λ(𝑢)

1− 𝑒−Λ(1)

(︂ 𝑢∫︁
0

ℎ(𝑣)𝜆(𝑣)𝑒−Λ(𝑣) 𝑑𝑣 +

1∫︁
𝑢

ℎ(𝑣)𝜆(𝑣)𝑒−Λ(1+𝑣) 𝑑𝑣

)︂
и это есть произведение двух непрерывных функций. Пусть

min
0⩽𝑢⩽1

ℎ(𝑢) = ℎ*, 𝐻* = {𝑢 : ℎ(𝑢) = ℎ*},

тогда для любого 𝑢 ∈ 𝐻* имеем неравенство:

ℎ* = ℎ(𝑢) =

(︂∫︁
𝐻*

+

∫︁
[0,1]∖𝐻*

)︂
𝑝(𝑢, 𝑣)ℎ(𝑣) 𝑑𝑣 = ℎ* +

∫︁
[0,1]∖𝐻*

𝑝(𝑢, 𝑣)(ℎ(𝑣)− ℎ*) 𝑑𝑣 > ℎ*.

Здесь учтено, что плотность 𝑝(𝑢, 𝑣) всюду не равна нулю. Получено противоречие вида
ℎ* < ℎ*.
Нам осталось исключить диссипативность. Для этого исследуем свойства потенциала

𝐺(𝑢,𝐴) =
∞∑︁
𝑖=0

P(𝑋𝑖 ∈ 𝐴 | 𝑋0 = 𝑢), 𝐴 ∈ ℬ([0, 1]), 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1,
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где ℬ([0, 1]) — 𝜎-алгебра борелевских подмножеств отрезка [0, 1]. Наша цепь Маркова бы-
ла бы диссипативной, если бы удалось найти такую строго положительную измеримую
функцию 𝑔(𝑢), 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, что

1∫︁
0

𝑔(𝑣)𝐺(𝑢, 𝑑𝑣) < ∞ для всех 𝑢 ∈ [0, 1].

Пусть 𝑝𝑖(𝑢, 𝑣) — плотность вероятности перехода за 𝑖 шагов,

𝑝1(𝑢, 𝑣) = 𝑝(𝑢, 𝑣), 𝑝𝑖+1(𝑢, 𝑣) =

1∫︁
0

𝑝𝑖(𝑢, 𝑡)𝑝(𝑡, 𝑣) 𝑑𝑡.

Тогда, по индукции,

𝑝𝑖+1(𝑢, 𝑣) ⩾

1∫︁
0

𝑝𝑖(𝑢, 𝑡)𝛿 𝑑𝑡 = 𝛿, 𝑖 = 0, 1, . . . .

Значит, для любого множества 𝐴 ∈ ℬ([0, 1]) положительной меры Лебега соответствующий
потенциал 𝐺(𝑢,𝐴) = ∞, т.к.

P(𝑋𝑖 ∈ 𝐴 | 𝑋0 = 𝑢) ⩾ 𝛿

∫︁
𝐴

𝑑𝑢 = const

и ряд расходится.

Допустим, что найдется такая измеримая функция 𝑔(𝑢) > 0, что
1∫︀
0

𝐺(𝑢, 𝑑𝑣)𝑔(𝑣) < ∞.

Обязано существовать такое положительное 𝜀, что 𝑔(𝑢) ⩾ 𝜀 для некоторых 𝑢 и мера Лебега
mes{𝑢 : 𝑔(𝑢) ⩾ 𝜀} > 0. Но тогда

1∫︁
0

𝐺(𝑢, 𝑑𝑣)𝑔(𝑣) ⩾
∫︁

𝑢 : 𝑔(𝑢)⩾𝜀

𝐺(𝑢, 𝑑𝑣)𝑔(𝑣) ⩾ 𝜀𝐺(𝑢, {𝑢 : 𝑔(𝑢) ⩾ 𝜀}) = ∞.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Доказательство теоремы 2.2 состоит в применении многомерного варианта централь-
ной предельной теоремы для марковской случайной последовательности (не обязательно
стационарной). Приведем здесь необходимые обозначения и формулировку результата, по-
скольку многомерный вариант центральной предельной теоремы для цепи Маркова нам в
литературе не встречался, но он легко получается известным приемом Крамера — Уолда
(см., напр., [3, §6, Гл. 8]) из одномерной центральной предельной теоремы [11].

Теорема 3.2. Пусть {Φ𝑛;𝑛 = 0, 1, . . .} — возвратная по Харрису цепь Маркова с пере-

ходным ядром 𝑃 (·, ·) и инвариантной вероятностной мерой 𝜋̃(·), а функции 𝑓1(·), 𝑓2(·),
. . . , 𝑓𝑟(·) из 𝐸 в R таковы, что решения 𝑔𝑗(·) соответствующего уравнения Пуассона

𝑔𝑗(𝑥)−
∫︁
𝐸

𝑔𝑗(𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑓𝑗(𝑥)−
∫︁
𝐸

𝑓𝑗(𝑦)𝜋̃(𝑑𝑦) (3.1)
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существуют и матрица Σ = (𝜎𝑗,𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑟 с элементами

𝜎𝑗,𝑗 =

∫︁
𝐸

(︂
𝑔2𝑗 (𝑥)−

(︂∫︁
𝐸

𝑔𝑗(𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑑𝑦)

)︂2)︂
𝜋̃(𝑑𝑥),

𝜎𝑗,𝑘 =

∫︁
𝐸

(︂
𝑔𝑗(𝑥)𝑔𝑘(𝑥)−

(︂∫︁
𝐸

𝑔𝑗(𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑑𝑦)

)︂(︂∫︁
𝐸

𝑔𝑘(𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑑𝑦)

)︂)︂
𝜋̃(𝑑𝑥), 𝑗 ̸= 𝑘,

положительно определена, тогда

√
𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
𝑛

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝑓1(Φ𝑖)−
∫︀
𝐸

𝑓1(𝑦)𝜋̃(𝑑𝑦)

1
𝑛

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝑓2(Φ𝑖)−
∫︀
𝐸

𝑓2(𝑦)𝜋̃(𝑑𝑦)

...

1
𝑛

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝑓𝑟(Φ𝑖)−
∫︀
𝐸

𝑓𝑟(𝑦)𝜋̃(𝑑𝑦)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑑−→ 𝒩 (0,Σ).

Доказательство теоремы 2.2. Применим многомерную центральную предельную теоре-
му для набора функций

𝑓𝑗(𝑢) = 𝐼(𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟.

Заметим, что

𝑤𝑛(𝑧𝑗)− 𝑤𝑛(𝑧𝑗−1) =
√
𝑛
(︁ 1
𝑛

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑓𝑗(𝑋𝑖)−
1∫︁

0

𝑓𝑗(𝑢)𝜋(𝑢) 𝑑𝑢
)︁
.

В нашем случае,

∆𝑗 =

1∫︁
0

𝑓𝑗(𝑢)𝜋(𝑢) 𝑑𝑢.

Рассмотрим соответствующее уравнение Пуассона (3.1), в нашем случае имеющее вид:

𝑔𝑗(𝑢) =𝐼(𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗)−∆𝑗

+ (1− 𝑒−Λ(1))−1

(︂ 𝑢∫︁
0

𝜆(𝑣)𝑔𝑗(𝑣)𝑒
−(Λ(1+𝑣)−Λ(𝑢)) 𝑑𝑣 +

1∫︁
𝑢

𝜆(𝑣)𝑔𝑗(𝑣)𝑒
−(Λ(𝑣)−Λ(𝑢)) 𝑑𝑣

)︂
.

Поскольку интегралы в правой части суть непрерывные функции от 𝑢, функция 𝑔𝑗(𝑢) в
точках 𝑧𝑗−1 и 𝑧𝑗 испытывает скачок на величину 1 и −1 соответственно. Дифференциро-
ванием по 𝑢 (исключая сумму интегралов с помощью исходного уравнения) получим:

𝑔′𝑗(𝑢) = 𝜆(𝑢)(∆𝑗 − 𝐼(𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗)).

При 𝑗 > 1, с учетом скачка в точке 𝑧𝑗−1 и 𝑧𝑗, имеем

𝑔𝑗(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∆𝑗Λ(𝑢), 0 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗−1,

Λ(𝑢)(∆𝑗 − 1) + 1 + Λ(𝑧𝑗−1), 𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗,

(Λ(𝑢)− Λ(1))∆𝑗, 𝑧𝑗 ⩽ 𝑢 ⩽ 1.
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Второй и третий случаи будем использовать также и для 𝑗 = 1. Имея теперь явный вид
функций 𝑔𝑗(𝑢) и замечая, например, что

1∫︁
0

(︂ 1∫︁
0

𝑝(𝑢, 𝑣)𝑔𝑗(𝑣) 𝑑𝑣
)︁2
𝜋(𝑢) 𝑑𝑢 =

1∫︁
0

(𝑔𝑗(𝑢)− 𝐼(𝑧𝑗−1 ⩽ 𝑢 < 𝑧𝑗) + ∆𝑗)
2𝜋(𝑢) 𝑑𝑢,

после рутинных алгебраических упрощений получим утверждение теоремы.
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