
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 18 № 4 (2026). С. 131-141.

УДК 517.95

РЕДУКЦИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЛАПЛАСА

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО–РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

А.Р. ХАКИМОВА

Аннотация. Метод построения пары Лакса и оператора рекурсии нелинейных инте-
грируемых уравнений типа синус–Гордона, разработанный в работах И.Т. Хабибул-
лина и др. (J. Phys. A, Math. Theor. 49, 035202 (2016)) адаптируется на случай
дифференциально–разностных уравнений солитонного типа. В качестве иллюстрации
метода рассматривается уравнение

𝑢𝑛+1,𝑥 = −𝑢𝑛,𝑥 − (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2,

для которого построены пара Лакса и оператор рекурсии, описывающий иерархию
высших симметрий заданного уравнения.

Ключевые слова: последовательность Лапласа, нелинейное интегрируемое уравне-
ние, уравнение солитонного типа, пара Лакса, высшая симметрия, оператор рекурсии.
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1. Введение

В настоящей работе исследуются редукция последовательности Лапласа дифференци-
ально–разностных уравнений вида

𝑢𝑛+1,𝑥 = 𝑓(𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛), (1.1)

где функция 𝑢𝑛(𝑥) зависит от непрерывной переменной 𝑥 и дискретной переменной 𝑛. Мы
рассматриваем уравнения вида (1.1) обладающие следующими свойствами:

1) допускают высшие симметрии порядка три и выше;

2) допускают представление Лакса;

3) не имеют нетривиальных характеристических интегралов,

т.е. являются уравнениями солитонного типа, которые также называют уравнениями типа
полудискретного уравнения синус–Гордона (см., например, [30], [29], [22]). Список уравне-
ний вида (1.1), обладающих свойствами 1) – 3) можно найти в работах [11], [3].
Построение решений уравнений вида (1.1), как и любых нелинейных уравнений, связано

с определенными трудностями и требует использования вспомогательных объектов таких
как пара Лакса ([24], [7], [8], [13], [31]), высшие симметрии [28], [26], инвариантные мно-
гообразия (дифференциальные связи) [12], [10], обобщенные инвариантные многообразия
[19], [20], [21], уравнения типа Дубровина [5], [21] и др. В работах [18], [15], [16] мы пока-
зали, что для построения пар Лакса, операторов рекурсии и обобщенных инвариантных
многообразий нелинейных интегрируемых уравнений типа синус–Гордона

𝑢𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦), (1.2)
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можно использовать метод каскадного интегрирования Лапласа [23]. Напомним суть кас-
кадного метода Лапласа, который известен как один из классических методов построения
общего решения линейного гиперболического уравнения вида

𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 0. (1.3)

Основная идея этого метода связана с последовательностью инвариантов Лапласа

. . . , ℎ[−2], ℎ[−1], ℎ[0], ℎ[1], ℎ[2], . . . , (1.4)

коэффициенты которых вычисляются по рекуррентной формуле

ℎ[𝑖+1] = 2ℎ[𝑖] − ℎ[𝑖−1] − (ln(ℎ[𝑖]))𝑥𝑦, 𝑖 ∈ Z,

где ℎ[−1] = 𝑏𝑦 + 𝑎𝑏− 𝑐, ℎ[0] = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑏− 𝑐.
Если последовательность инвариантов Лапласа (1.4) обрывается нулем хотя бы с одной

стороны, т.е. если ℎ[𝑘] = 0 или ℎ[−𝑘] = 0, то уравнение (1.3) интегрируется в квадрату-
рах. Если последовательность инвариантов Лапласа обрывается нулем с обеих сторон, то
можно построить общее решение данного уравнения.
Позже каскадный метод Лапласа был адаптирован на случай нелинейных интегрируе-

мых гиперболических уравнений лиувиллевского типа (см., например, [25], [14], [9], [17],
[6], [2]). В работе [6] было доказано, что если последовательность инвариантов Лапласа
ℎ[𝑖], 𝑖 ∈ Z линеаризации нелинейного гиперболического уравнения вида (1.2)

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎𝑣𝑥 + 𝑏𝑣𝑦 + 𝑐𝑣 = 0, (1.5)

где

𝑎 = − 𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥

, 𝑏 = − 𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦

, 𝑐 = −𝜕𝐹

𝜕𝑢
, (1.6)

конечна, то заданное нелинейное уравнение интегрируемо по Дарбу. Кроме того, в дан-
ной работе было показано, что каскадный метод Лапласа может быть использован для
классификации нелинейных уравнений.
В работе [1] метод каскадного интегрирования Лапласа был адаптирован на случай

нелинейных дифференциально–разностных и полностью дискретных уравнений.
В работе [4] преобразования Лапласа используются для построения дискретных анало-

гов интегрируемых систем.
Несмотря на то, что рассматриваемые нами уравнения являются уравнениями другого

типа, в работах [18], [15], [16] мы показали, что последовательности Лапласа могут быть
полезны при построении операторов рекурсии и пар Лакса нелинейных интегрируемых
уравнений гиперболического типа. Отметим также, что недавно рекурсионные операто-
ры, возникающие из преобразований Лапласа линеаризации уравнения синус–Гордона,
получили геометрическую интерпретацию в работе [27].
В работах [18], [15], [16] нами доказано, что последовательности Лапласа всех извест-

ных нелинейных дифференциальных уравнений типа синус–Гордона допускают конечно–
полевые редукции (см. [18], [15], [16]). Другими словами, доказана следующая теорема.

Теорема 1.1 ([18], [15], [16]). Последовательности Лапласа вида(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎[𝑖]

)︂
𝑣[𝑖] = 𝑣[𝑖+1],

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏[0]

)︂
𝑣[𝑖+1] − ℎ[𝑖]𝑣[𝑖] = 0,(︂

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏[−𝑖]

)︂
𝑣[−𝑖] = 𝑣[−𝑖−1],

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎[0]

)︂
𝑣[−𝑖−1] − 𝑘[−𝑖]𝑣[−𝑖] = 0,

(1.7)
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соответствующие линеаризованным уравнениям следующих пяти уравнений

𝑢𝑥𝑦 = sin(𝑢);

𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢)
√︀

1 + 𝑢2
𝑥, 𝑓 ′′ = 𝛾𝑓, 𝛾 = const;

𝑢𝑥𝑦 =
√
𝑢𝑥

√︁
𝑢2
𝑦 + 1;

𝑢𝑥𝑦 =
√︀

𝑢2
𝑥 + 1

√︁
𝑢2
𝑦 + 1;

𝑢𝑥𝑦 =
√︀

℘(𝑢)− 𝜇
√︀

𝑢2
𝑥 + 1

√︁
𝑢2
𝑦 + 𝑎,

(1.8)

допускают редукции вида

𝑣[𝑚+1] = 𝛼[−𝑘]𝑣[−𝑘] + 𝛼[−𝑘+1]𝑣[−𝑘+1] + · · ·+ 𝛼[𝑚]𝑣[𝑚],

𝑣[−𝑘−1] = 𝛽[−𝑘]𝑣[−𝑘] + 𝛽[−𝑘+1]𝑣[−𝑘+1] + · · ·+ 𝛽[𝑚]𝑣[𝑚],
(1.9)

где 𝑚 = 1, 𝑘 = 1.

На основе найденных редукций для всех пяти уравнений (1.8) построены операторы
рекурсии и пары Лакса, некоторые из которых ранее не были известны.
Целью настоящей статьи является адаптирование метода построения пары Лакса и опе-

ратора рекурсии, основанный на редукциях последовательности Лапласа и разработанный
в [18] на случай дифференциально–разностных уравнений вида (1.1). В разделе 2 обсуж-
даются редукции последовательности Лапласа дифференциально–разностных уравнений
и приводятся необходимые формулы. В разделе 3 в качестве иллюстрации метода рас-
сматривается известное дифференциально–разностное уравнение, для которого строятся
соответствующие редукции, операторы рекурсии и пара Лакса.

2. Последовательности Лапласа для дифференциально–разностных

уравнений и их редукции

Приведем необходимые формулы и определения, связанные с каскадным методом Ла-
пласа дифференциально–разностных уравнений вида (1.1) (см. также [1]). Сосредоточим-
ся на линеаризации (или производной Фреше) уравнения (1.1)

𝑣𝑛+1,𝑥 + 𝑎𝑛𝑣𝑛,𝑥 + 𝑏𝑛𝑣𝑛+1 + 𝑐𝑛𝑣𝑛 = 0, (2.1)

где

𝑎𝑛 = − 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑛,𝑥

, 𝑏𝑛 = − 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑛+1

, 𝑐𝑛 = − 𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑛

.

Заметим, что уравнение (2.1) может быть представлено в одном из следующих видов

(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛)(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛−1)𝑣𝑛 +𝐻𝑛,0𝑣𝑛 = 0,

(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛)(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛)𝑣𝑛 +𝐾𝑛,0𝑣𝑛 = 0,

где 𝐷𝑛 — оператор сдвига, действующий по правилу 𝐷𝑛𝑤(𝑛) = 𝑤(𝑛 + 1), 𝐷𝑥 — оператор
полного дифференцирования по 𝑥, функции 𝐻𝑛,0 и 𝐾𝑛,0 вычисляются по формулам

𝐻𝑛,0 = 𝑐𝑛 − 𝑎𝑛𝑏𝑛−1, 𝐾𝑛,0 = 𝑐𝑛 − 𝑎𝑛𝑏𝑛 −𝐷𝑥(𝑎𝑛).

Введем новые переменные 𝑣𝑛,[1], 𝑣𝑛,[−1] следующим образом

(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛−1)𝑣𝑛 = 𝑣𝑛,[1], (𝐷𝑛 + 𝑎𝑛)𝑣𝑛,[1] = −𝐻𝑛,0𝑣𝑛,

(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛)𝑣𝑛 = 𝑣𝑛,[−1], (𝐷𝑥 + 𝑏𝑛)𝑣𝑛,[−1] = −𝐾𝑛,0𝑣𝑛.
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Если функции 𝐻𝑛,0 и 𝐾𝑛,0 не равны нулю, тогда введенные функции 𝑣𝑛,[1], 𝑣𝑛,[−1] будут
удовлетворять следующим уравнениям

𝑣𝑛+1,[1],𝑥 + 𝑎𝑛,[1]𝑣𝑛,[1],𝑥 + 𝑏𝑛,[1]𝑣𝑛+1,[1] + 𝑐𝑛,[1]𝑣𝑛,[1] = 0, (2.2)

𝑣𝑛+1,[−1],𝑥 + 𝑎𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1],𝑥 + 𝑏𝑛,[−1]𝑣𝑛+1,[−1] + 𝑐𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] = 0, (2.3)

где

𝑎𝑛,[1] = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛,[1] = 𝑏𝑛−1 −𝐷𝑥(ln𝐻𝑛,[0]),

𝑐𝑛,[1] = 𝐷𝑥(𝑎𝑛) + 𝑎𝑛𝑏𝑛−1 − 𝑎𝑛𝐷𝑥(ln𝐻𝑛,[0]) +𝐻𝑛,[0],

𝑎𝑛,[−1] =
𝑎𝑛𝐾𝑛+1,[0]

𝐾𝑛,[0]

, 𝑏𝑛,[−1] = 𝑏𝑛+1,

𝑐𝑛,[−1] = 𝑎𝑛𝑏𝑛
𝐾𝑛+1,[0]

𝐾𝑛,[0]

+𝐾𝑛+1,[0].

Преобразования переводящие уравнение (2.1) в уравнения (2.2) называются 𝑥– и соответ-
ственно 𝑛–преобразованиями Лапласа. Многократное повторение описанной процедуры
даёт последовательность преобразований Лапласа

𝑣𝑛+1,[𝑖],𝑥 + 𝑎𝑛,[𝑖]𝑣𝑛,[𝑖],𝑥 + 𝑏𝑛,[𝑖]𝑣𝑛+1,[𝑖] + 𝑐𝑛,[𝑖]𝑣𝑛,[𝑖] = 0, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.4)

𝑣𝑛+1,[−𝑖],𝑥 + 𝑎𝑛,[−𝑖]𝑣𝑛,[−𝑖],𝑥 + 𝑏𝑛,[−𝑖]𝑣𝑛+1,[−𝑖] + 𝑐𝑛,[−𝑖]𝑣𝑛,[−𝑖] = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , (2.5)

где коэффициенты имеют вид

𝑎𝑛,[0] = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛,[0] = 𝑏𝑛, 𝑐𝑛,[0] = 𝑐𝑛,

𝑎𝑛,[𝑖] = 𝑎𝑛,[𝑖−1] = 𝑎𝑛,[0], 𝑏𝑛,[𝑖] = 𝑏𝑛−1,[𝑖−1] −𝐷𝑥(ln𝐻𝑛,[𝑖−1]),

𝑐𝑛,[𝑖] = 𝐷𝑥(𝑎𝑛,[𝑖−1]) + 𝑎𝑛,[𝑖−1]𝑏𝑛−1,[𝑖−1] − 𝑎𝑛,[𝑖−1]𝐷𝑥(ln𝐻𝑛,[𝑖−1]) +𝐻𝑛,[𝑖−1],

𝐻𝑛,[𝑖] = 𝐻𝑛,[𝑖−1] +𝐷𝑥(𝑎𝑛,[0]) + 𝑎𝑛,[0](𝑏𝑛,[𝑖] − 𝑏𝑛−1,[𝑖]),

𝑎𝑛,[−𝑖] =
𝑎𝑛,[−𝑖+1]𝐾𝑛+1,[−𝑖+1]

𝐾𝑛,[−𝑖+1]

, 𝑏𝑛,[−𝑖] = 𝑏𝑛+1,[−𝑖+1] = 𝑏𝑛+𝑖,[0],

𝑐𝑛,[−𝑖] = 𝑎𝑛,[−𝑖+1]𝑏𝑛,[−𝑖+1]

𝐾𝑛+1,[−𝑖+1]

𝐾𝑛,[−𝑖+1]

+𝐾𝑛+1,[−𝑖+1],

𝐾𝑛,[−𝑖] = 𝐾𝑛+1,[−𝑖+1] −𝐷𝑥(𝑎𝑛,[−𝑖])− 𝑎𝑛,[−𝑖](𝑏𝑛+𝑖,[0] − 𝑏𝑛+𝑖−1,[0]).

(2.6)

Уравнения (2.4) могут быть представлены как системы вида

(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛−1,[𝑖])𝑣𝑛,[𝑖] = 𝑣𝑛,[𝑖+1], (𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[𝑖])𝑣𝑛,[𝑖+1] = −𝐻𝑛,[𝑖]𝑣𝑛,[𝑖], (2.7)

(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[−𝑖])𝑣𝑛,[−𝑖] = 𝑣𝑛,[−𝑖−1], (𝐷𝑥 + 𝑏𝑛,[−𝑖])𝑣𝑛,[−𝑖−1] = −𝐾𝑛,[−𝑖]𝑣𝑛,[−𝑖]. (2.8)

Сформулируем гипотезу.

Гипотеза 2.1. Для любого нелинейного интегрируемого уравнения вида (1.1), не име-
ющего нетривиальных интегралов, последовательность преобразований Лапласа ассоци-
ированная с ее линеаризацией допускает конечно–полевую редукцию, т.е. совместна с
ограничением вида

𝑣𝑛,[𝑚+1] = 𝛼𝑛,[−𝑘]𝑣𝑛,[−𝑘] + 𝛼𝑛,[−𝑘+1]𝑣𝑛,[−𝑘+1] + . . .+ 𝛼𝑛,[𝑚]𝑣𝑛,[𝑚], (2.9)

𝑣𝑛,[−𝑘−1] = 𝛽𝑛,[−𝑘]𝑣𝑛,[−𝑘] + 𝛽𝑛,[−𝑘+1]𝑣𝑛,[−𝑘+1] + . . .+ 𝛽𝑛,[𝑚]𝑣𝑛,[𝑚], (2.10)

где 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , коэффициенты 𝛼𝑛,[𝑖], 𝛽𝑛,[𝑖] зависят от динамиче-
ских переменных 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛+2, 𝑢𝑛,𝑥𝑥, . . . и спектрального параметра 𝜆, а также
𝛼𝑛,[−𝑘] ̸= 0, 𝛽𝑛,[−𝑘] ̸= 0.
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Предложение 2.1. Предположим, что функции 𝐻𝑛,[𝑖] и 𝐾𝑛,[−𝑖] не равны нулю для лю-
бого 𝑖 и последовательность преобразований Лапласа (2.7), (2.8) совместна с ограниче-
нием (2.9). Тогда для произвольного 𝑗 функция 𝑣𝑛,[𝑗] может быть представлена в виде

𝑣𝑛,[𝑗] = 𝛼𝑗
𝑛,[−𝑘]𝑣𝑛,[−𝑘] + 𝛼𝑗

𝑛,[−𝑘+1]𝑣𝑛,[−𝑘+1] + . . .+ 𝛼𝑗
𝑛,[𝑚]𝑣𝑛,[𝑚].

Другими словами, ограничение (2.9) определяет редукцию всей последовательности Ла-
пласа.

Доказательство. Применим оператор (𝐷𝑥+ 𝑏𝑛−1,[𝑚+1]) к первому уравнению (2.9) и поль-
зуясь представлением (2.7) найдем

𝑣𝑛,[𝑚+2] = 𝛼̃1
𝑛,[−𝑘]𝑣𝑛,[−𝑘] + 𝛼̃1

𝑛,[−𝑘+1]𝑣𝑛,[−𝑘+1] + . . .+ 𝛼̃1
𝑛,[𝑚+1]𝑣𝑛,[𝑚+1].

В полученном равенстве исключим переменную 𝑣𝑛,[𝑚+1] в силу первого уравнения (2.9) и
в итоге придем к

𝑣𝑛,[𝑚+2] = 𝛼1
𝑛,[−𝑘]𝑣𝑛,[−𝑘] + 𝛼1

𝑛,[−𝑘+1]𝑣𝑛,[−𝑘+1] + . . .+ 𝛼1
𝑛,[𝑚]𝑣𝑛,[𝑚].

Продолжая подобным образом можно получить требуемое представление для любого
𝑣𝑛,[𝑚+𝑠], 𝑠 ⩾ 2. Аналогично доказывается представление в противоположном направлении,
путем применения оператора (𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[−𝑘−1]) ко второму уравнению (2.9).

Как показано в работах [18], [15], [16] редукции вида (2.9) позволяют строить операторы
рекурсии и пару Лакса дифференциального уравнения гиперболического типа. Покажем,
что подход работает и в случае дифференциально–разностных уравнений.

3. Пример

В настоящем разделе мы апробируем метод построения операторов рекурсии и пары
Лакса для дифференциально–разностных уравнений вида (1.1) на примере следующего
уравнения

𝑢𝑛+1,𝑥 = −𝑢𝑛,𝑥 − (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2. (3.1)

Данное уравнение является известным интегрируемым уравнением солитонного типа (см.,
например, [11], [3]). Её высшие симметрии минимального порядка имеют вид

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢2
𝑥,

𝑢𝜏 =
1

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1

.

3.1. Редукция последовательности преобразований Лапласа. Сосредоточимся
на линеаризации уравнения (3.1), которая имеет вид

𝑣𝑛+1,𝑥 + 𝑣𝑛,𝑥 + 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝑣𝑛+1 − 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝑣𝑛 = 0. (3.2)

Рассмотрим конечную систему, полученную из (2.7), (2.8) при 𝑖 = 0, 1

(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛−1,[0])𝑣𝑛,[0] = 𝑣𝑛,[1], (𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[0])𝑣𝑛,[1] = −𝐻𝑛,[0]𝑣𝑛,[0],

(𝐷𝑥 + 𝑏𝑛−1,[1])𝑣𝑛,[1] = 𝑣𝑛,[2], (𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[1])𝑣𝑛,[2] = −𝐻𝑛,[1]𝑣𝑛,[1],

(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[0])𝑣𝑛,[0] = 𝑣𝑛,[−1], (𝐷𝑥 + 𝑏𝑛,[0])𝑣𝑛,[−1] = −𝐾𝑛,[0]𝑣𝑛,[0],

(𝐷𝑛 + 𝑎𝑛,[−1])𝑣𝑛,[−1] = 𝑣𝑛,[−2], (𝐷𝑥 + 𝑏𝑛,[−1])𝑣𝑛,[−2] = −𝐾𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1].

(3.3)
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Теорема 3.1. Последовательности преобразований Лапласа (3.3), соответствующие
уравнению (3.2), допускают редукцию вида (2.9) с параметрами 𝑘 = 1, 𝑚 = 1:

𝑣𝑛,[2] = 𝛼𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] + 𝛼𝑛,[0]𝑣𝑛,[0] + 𝛼𝑛,[1]𝑣𝑛,[1],

𝑣𝑛,[−2] = 𝛽𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] + 𝛽𝑛,[0]𝑣𝑛,[0] + 𝛽𝑛,[1]𝑣𝑛,[1],
(3.4)

где коэффициенты имеют вид

𝛼𝑛,[−1] =
2

𝜆
,

𝛼𝑛,[0] = −2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)
2 − 4

𝜆
,

𝛼𝑛,[1] = 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1) + 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−2,

𝛽𝑛,[−1] = 𝜆(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+2)
2 − 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

,

𝛽𝑛,[0] = 𝜆(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+2)(2𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛+2),

𝛽𝑛,[1] = −𝜆(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+2).

(3.5)

Доказательство. Теорема доказывается непосредственным вычислением, поэтому приве-
дем только схему доказательства.
Подставим представления (3.4) в систему (3.3) и получим следующие шесть уравнений

для нахождения неизвестных функций 𝛼𝑛,[𝑗] и 𝛽𝑛,[𝑗]

𝑣𝑛,[1],𝑥 = 𝑣𝑛,[2] − 𝑏𝑛−1,[1]𝑣𝑛,[1] = 𝛼𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] + 𝛼𝑛,[0]𝑣𝑛,[0] + 𝛼𝑛,[1]𝑣𝑛,[1] − 𝑏𝑛−1,[1]𝑣𝑛,[1],

𝑣𝑛,[0],𝑥 = 𝑣𝑛,[1] − 𝑏𝑛−1,[0]𝑣𝑛,[0],

𝑣𝑛,[−1],𝑥 = −𝑏𝑛,[0]𝑣𝑛,[−1] −𝐾𝑛,[0]𝑣𝑛,[0],

(3.6)

и

𝑣𝑛+1,[1] = −𝑎𝑛,[0]𝑣𝑛,[1] −𝐻𝑛,[0]𝑣𝑛,[0],

𝑣𝑛+1,[0] = 𝑣𝑛,[−1] − 𝑎𝑛,[0]𝑣𝑛,[0],

𝑣𝑛+1,[−1] = 𝑣𝑛,[−2] − 𝑎𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] = 𝛽𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1] + 𝛽𝑛,[0]𝑣𝑛,[0] + 𝛽𝑛,[1]𝑣𝑛,[1] − 𝑎𝑛,[−1]𝑣𝑛,[−1],

(3.7)

где коэффициенты вычисляются при помощи формул (2.6):

𝑎𝑛,[0] = 1, 𝑏𝑛,[0] = −2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛),

𝐻𝑛,[0] = −2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1), 𝐾𝑛,[0] = −4(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛),

𝑎𝑛,[−1] =
𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

, 𝑏𝑛,[1] = 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1.

Мы не приводим явно оставшиеся два уравнения системы (3.3), поскольку они не добав-
ляют условий для определения необходимых коэффициентов.
Условия совместности

𝐷𝑛(𝑣𝑛,[𝑗],𝑥) = 𝐷𝑥(𝑣𝑛+1,[𝑗]), 𝑗 = −1, 0, 1,

приводят к системе нелинейных уравнений на неизвестные функции 𝛼𝑛,[𝑗] и 𝛽𝑛,[𝑗]

1) 𝛼𝑛+1,[0] − 𝛼𝑛,[0] − 𝛼𝑛+1,[−1]𝛽𝑛,[0] − 2𝛼𝑛+1,[1](𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1) = 0,

2) 𝛼𝑛+1,[0] + 𝛼𝑛,[−1] + 𝛼𝑛+1,[−1]𝛽𝑛,[−1] −
𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

𝛼𝑛+1,[−1] = 0,

3) 𝛼𝑛+1,[1] − 𝛼𝑛,[1] − 𝛼𝑛+1,[−1]𝛽𝑛,[1] + 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛−2 = 0,

4) (𝛽𝑛,[0])𝑥 + 𝛼𝑛,[0]𝛽𝑛,[1] + 2(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1)𝛽𝑛,[0] + 4(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝛽𝑛,[−1] = 0,

5) (𝛽𝑛,[−1])𝑥 + 𝛼𝑛,[−1]𝛽𝑛,[1] + 2(𝑢𝑛+2 − 2𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛)
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− 2
𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)2
𝑢𝑛,𝑥 −

(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛)

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

= 0,

6) (𝛽𝑛,[1])𝑥 + 𝛽𝑛,[0] + 𝛼𝑛,[1]𝛽𝑛,[1] + 2𝑢𝑛+2 − 2𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−2 = 0.

Анализ уравнений 1) – 6) убеждает, что неизвестные функции 𝛼𝑛,[𝑗] и 𝛽𝑛,[𝑗] зависят от
динамических переменных следующим образом

𝛼𝑛,[𝑗] = 𝛼𝑛,[𝑗](𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1), 𝛽𝑛,[𝑗] = 𝛽𝑛,[𝑗](𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+2). (3.8)

Более того, из подстановки представлений (3.8) в уравнения 1) – 3) немедленно следует
зависимость функций 𝛼𝑛,[𝑗] от переменной 𝑢𝑛−2, т.е. получим

𝛼𝑛,[1] = −𝑢𝑛−2 + 𝛼̃𝑛,[1](𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1),

𝛼𝑛,[0] = 𝛼̃𝑛,[0](𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1),

𝛼𝑛,[−1] = 𝛼̃𝑛,[−1](𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1).

Продолжая анализ уравнений 1) – 6) аналогичным образом, мы приходим к форму-
лам (3.5).

Перепишем систему уравнений (3.6), (3.7) в виде матричных систем

Ψ𝑛,𝑥 = 𝐴Ψ𝑛, Ψ𝑛+1 = 𝐵Ψ𝑛 (3.9)

для вектора Ψ𝑛 = (𝑣𝑛,[1], 𝑣𝑛,[0], 𝑣𝑛,[−1])
𝑇 , где

𝐴 =

⎛⎝2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)
2
𝜆

− 4
𝜆
− 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)

2

1 −2(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1) 0
0 4(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) −2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)

⎞⎠ ,

𝐵 =

⎛⎝ −1 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1) 0
0 −1 1

(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)𝜆 −(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛+2 + 2𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 − 2𝑢𝑛−1)𝜆 1 + (𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)
2𝜆

⎞⎠ .

Следствие 3.1. Система уравнений (3.9) совместна тогда и только тогда, когда
функция 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝑥) является решением уравнения (3.1).

Отсюда следует, что система (3.9) определяет пару Лакса для уравнения (3.1). Следует
отметить, что данная пара отличается обычной тем, что имеет более высокий порядок.
Однако, система (3.9) при помощи подходящих преобразований сводится к обычной паре
Лакса.

3.2. Пара Лакса и операторы рекурсии уравнения (3.1). Выведем обычную пару
Лакса и оператор рекурсии уравнения (3.1) из системы уравнений (3.9). Начнем с опе-
ратора рекурсии. Для этого перепишем матричные уравнения в (3.9) в виде скалярных
дифференциального и разностного уравнений третьего порядка на неизвестную функ-
цию 𝑣𝑛,[0]:

𝑣𝑛,[0],𝑥𝑥𝑥 +

(︂
8𝑢𝑛,𝑥 +

4

𝜆

)︂
𝑣𝑛,[0],𝑥 + 4𝑢𝑛,𝑥𝑥𝑣𝑛,[0] = 0,

𝑣𝑛+2,[0] +

(︂
𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1

− 𝜆(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)
2

)︂
𝑣𝑛+1,[0]

+ (𝜆(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛)− 1) 𝑣𝑛,[0] −
𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1

𝑣𝑛−1,[0] = 0.

(3.10)



138 А.Р. ХАКИМОВА

Перепишем уравнения (3.10) в операторной форме следующим образом:(︀
𝐷3

𝑥 + 8𝑢𝑛,𝑥𝐷𝑥 + 4𝑢𝑛,𝑥𝑥

)︀
𝑣𝑛,[0] = −4

𝜆
𝐷𝑥

(︀
𝑣𝑛,[0]

)︀
,(︂

𝐷2
𝑛 +

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1

𝐷𝑛 − 1− 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1

𝐷−1
𝑛

)︂
𝑣𝑛,[0] =

𝜆(𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛) (𝐷𝑛 − 1)
(︀
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)𝑣𝑛,[0]

)︀
.

(3.11)

Подействуем оператором 𝐷−1
𝑥 на первое уравнение, и, соответственно, оператором

1
(𝑢𝑛+1−𝑢𝑛−1)

(𝐷𝑛 − 1)−1 1
(𝑢𝑛+2−𝑢𝑛)

на второе уравнение (3.11), тогда получим

𝑅𝑥𝑣𝑛,[0] = −4

𝜆
𝑣𝑛,[0], 𝑅𝑛𝑣𝑛,[0] = 𝜆𝑣𝑛,[0],

где операторы 𝑅𝑥 и 𝑅𝑛 имеют вид

𝑅𝑥 =𝐷2
𝑥 + 8𝑢𝑛,𝑥 − 4𝐷−1

𝑥 𝑢𝑛,𝑥𝑥,

𝑅𝑛 =
1

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)2
(𝐷𝑛 +𝐷−1

𝑛 ) +
2

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−2)

+
2

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)
(𝐷𝑛 − 1)−1

(︂
1

𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−2

− 1

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛

)︂
.

(3.12)

Предложение 3.1. Операторы 𝑅𝑥 и 𝑅𝑛 заданные в (3.12) определяют операторы ре-
курсии описывающие иерархии высших симметрий в направлениях 𝑥 и 𝑛 соответственно
для уравнения (3.1).

Построим теперь пару Лакса для уравнения (3.1). Для этого мы воспользуемся следу-
ющими четырьмя уравнениями: уравнением (3.1), его линеаризацией (3.2), а также двумя
уравнениями, полученными нами в предыдущем разделе – (3.10). Начнем с первого урав-
нения (3.10), которое перепишем в виде

𝑣𝑛,𝑥𝑥𝑥 = −
(︂
8𝑢𝑛,𝑥 −

4

𝜆

)︂
𝑣𝑛,𝑥 − 4𝑢𝑛,𝑥𝑥𝑣𝑛. (3.13)

Сначала нам необходимо понизить порядок данного уравнения. Для этого будем искать
условие связи вида

𝑣𝑛,𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛), (3.14)

которое удовлетворяет условию(︂
8𝑢𝑛,𝑥 −

4

𝜆

)︂
𝑣𝑛,𝑥 + 4𝑢𝑛,𝑥𝑥𝑣𝑛 +𝐷𝑥(𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛))

⃒⃒⃒⃒
(3.13),(3.14)

= 0

или в развернутом виде

(𝐹𝑢𝑛,𝑥 + 4𝑣𝑛)𝑢𝑛,𝑥𝑥 + 𝐹𝑣𝑛,𝑥𝐹 + 𝐹𝑣𝑛𝑣𝑛,𝑥 + 𝐹𝑢𝑛𝑢𝑛,𝑥 + (8𝑢𝑛,𝑥 + 4𝜆−1)𝑣𝑛,𝑥 = 0. (3.15)

Таким образом, для нахождения неизвестной функции 𝐹 = 𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛) мы восполь-
зуемся уравнением (3.15). Заметим, что переменные 𝑢𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑥𝑥, . . . являются независи-
мыми, поэтому задача нахождения функции 𝐹 сводится к решению переопределенной
системы уравнений. Прежде всего, в уравнении (3.15) приравняем коэффициенты при
старшей производной 𝑢𝑛,𝑥𝑥 и найдем:

𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛) = −4𝑢𝑛,𝑥𝑣𝑛 + 𝐹1(𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛). (3.16)

Таким образом, на первом шаге мы определили зависимость функции 𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛)
от переменной 𝑢𝑛,𝑥, поэтому, после подстановки (3.16) в уравнение (3.15), мы можем при-
равнять коэффициенты при этой переменной. Опуская дальнейшие вычисления, приведем
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только ответ. Итак, продолжая анализировать уравнение (3.15) подобным образом мы по-
лучаем, что функция 𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛) имеет вид:

𝐹 (𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛) =
𝑣2𝑛,𝑥
2𝑣𝑛

− 4𝑢𝑛,𝑥𝑣𝑛 − 2𝜆−1𝑣𝑛 +
𝐶

𝑣𝑛
,

где 𝐶 — произвольная постоянная. Тогда, получим следующее условие связи (3.14):

𝑣𝑛,𝑥𝑥 =
𝑣2𝑛,𝑥
2𝑣𝑛

− 4𝑢𝑛,𝑥𝑣𝑛 − 2𝜆−1𝑣𝑛 +
𝐶

𝑣𝑛
. (3.17)

Для построения пары Лакса уравнения (3.1) необходимо вывести еще одно равенство,
связывающее переменные 𝑣𝑛+1, 𝑣𝑛,𝑥, 𝑣𝑛, а также переменную 𝑢𝑛 и ее производные по 𝑥 и
сдвиги по 𝑛. Для этого подействуем оператором сдвига 𝐷𝑛 на уравнение (3.17) и заменим
переменные 𝑣𝑛+1,𝑥 и 𝑣𝑛+1,𝑥𝑥 в силу линеаризованного уравнения (3.2), а переменные 𝑢𝑛+1,𝑥

и 𝑢𝑛+1,𝑥𝑥 в силу уравнения (3.1). В итоге получим требуемое равенство:

𝑣𝑛+1 =
𝜆

4

𝑣2𝑛,𝑥
𝑣𝑛

− 𝜆(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝑣𝑛,𝑥 + 𝜆(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2𝑣𝑛 +

𝐶𝜆

2𝑣𝑛
. (3.18)

Перепишем линеаризованное уравнение (3.2) с учетом найденного:

𝑣𝑛+1,𝑥 =− 1

2
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝜆

𝑣2𝑛,𝑥
𝑣𝑛

+ (2𝜆(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2 − 1)𝑣𝑛,𝑥

+ 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)(1− 𝜆(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2)𝑣𝑛 − (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)

𝐶𝜆

𝑣𝑛
.

(3.19)

Отметим, что полученная тройка уравнений (3.17), (3.18), (3.19) совместна на решениях
заданного уравнения (3.1). Теперь, используя эту совместную тройку уравнений, выве-
дем стандартную пару Лакса для уравнения (3.1). Положим 𝐶 = 0 и выполним в этих
уравнениях следующую замену переменных:

𝑣𝑛 = 𝜆𝑛𝜙2
𝑛.

Тогда получим пару Лакса

𝜙𝑛,𝑥𝑥 = −(2𝑢𝑛,𝑥 + 𝜆−1)𝜙𝑛,

𝜙𝑛+1 = 𝜙𝑛,𝑥 − (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝜙𝑛,

𝜙𝑛+1,𝑥 = −(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)𝜙𝑛,𝑥 + ((𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)
2 − 𝜆−1)𝜙𝑛

(3.20)

или в матричном виде

Φ𝑛,𝑥 = 𝐴Φ𝑛, Φ𝑛+1 = 𝐵̃Φ𝑛, (3.21)

где Φ𝑛 = (𝜙𝑛,𝑥, 𝜙𝑛)
𝑇 ,

𝐴 =

(︂
0 −2𝑢𝑛,𝑥 − 𝜆−1

1 0

)︂
, 𝐵̃ =

(︂
−𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)

2 − 𝜆−1

1 −𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛

)︂
.

Можно проверить, что пара уравнений (3.21) совместна тогда и только тогда, когда функ-
ция 𝑢𝑛 удовлетворяет уравнению (3.1). Следовательно, (3.21) определяет пару Лакса урав-
нения (3.1).
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