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ОБ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНОГО

ГОМОЛОГИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

А.А. ФЕДОТОВ

Аннотация. Исследуются решения разностного уравнения 𝑓(𝑥 + 𝜔) − 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥),
в котором 𝑥 ∈ R — переменная, 𝜔 ∈ (0, 1) — заданное число, а 𝑔 — заданная ана-
литическая 1–периодическая функция. Хорошо известно, что в случае, когда число
𝜔 диофантово (достаточно плохо приближается рациональными числами), то можно
построить 1–периодическое решение, аналитическое в окрестности вещественной оси.
Если 𝜔 рационально, то периодических решений в общем случае нет. Мы построили
квазипериодическое аналитическое решение, которое в случае диофантовых 𝜔 распада-
ется в сумму известного 1–периодического решения и аналитической 𝜔–периодической
функции. Можно сказать, что в случае чисел 𝜔, хорошо приближаемых рациональны-
ми, ряды Фурье каждого из этих двух слагаемых расходятся, но их сумма остается
аналитической.
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1. Введение

Пусть 𝜔 ∈ (0, 1) — заданное положительное число, а 𝜑 — заданная 1–периодическая
функция вещественной или комплексной переменной,

𝜑(𝑥+ 1) = 𝜑(𝑥).

Уравнение
𝜆(𝑥+ 𝜔)− 𝜆(𝑥) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ R, (1.1)

часто называют линейным гомологическим уравнением. Такие уравнения встречается в са-
мых разных задачах математической физики. Возникают они и в спектральной теории при
исследовании одномерных квазипериодических операторов Шредингера с помощью идей
теории КАМ (Колмогорова — Арнольда — Мозера), см. напр. [4], при исследовании раз-
ностных уравнений на вещественной оси с периодическими коэффициентами, см.напр, [1],
при исследовании нетривиальных модельных разностных квазипериодических разностных
операторов Шредингера на целочисленной решетке, см. напр., [3, раздел 10.3]. При этом
требуются 1–периодические решения гомологического уравнения. Они существуют лишь
для частот 𝜔, достаточно плохо приближаемых рациональными числами. Хотя такие ре-
шения не трудно построить в виде рядов Фурье, см. раздел 2, содержательно изучение их
тонких свойств, см., напр., [7]. Наш интерес связан с исследованием свойств (обобщенных)
собственных функций модели Сарнака, см., напр., [5], [6]. Для нас оказалось важным по-
строить аналитические решения гомологического уравнения для всех иррациональных 𝜔,
в том числе, хорошо приближаемых рациональными числами.
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В этой короткой заметке мы построим частное решение (1.1) с помощью контур-
ного интеграла, см. раздел 3. Отметим, что общее решение отличается от него лишь
𝜔–периодическим слагаемым. Затем, мы подробнее обсудим случай, когда 𝜑 — анали-
тическая функция, см. раздел 4, и получим для построенного решения представление
в виде предела суммы подходящим образом выбранных частичных сумм двух вообще
говоря расходящихся рядов Фурье, один из которых является 1–периодическим, а вто-
рой — 𝜔–периодическим, см. раздел 4.3. В случаях, когда существует 1–периодическое
решение гомологического уравнения, построенное нами решение распадается в сумму 1–
периодического решения и 𝜔–периодической функции. В общем же случае можно сказать,
что расходимости двух рядов Фурье (1–периодического и 𝜔–периодического) компенсиру-
ют друг друга. Насколько мы знаем, эти результаты являются новыми. В заключение, в
разделе 5 с помощью интегрального представления мы получим известные решения гомо-
логического уравнения для диофантовых и рациональных 𝜔.
Ниже буква 𝐶 обозначает разные положительные постоянные, не зависящие от 𝜔, дру-

гих параметров и целочисленных индексов.

2. Стандартные решения гомологического уравнения

В двух случаях решения гомологического уравнения хорошо известны. Опишем их кон-
струкцию, следуя [1]. Разложим функцию 𝜑 в ряд Фурье,

𝜑(𝑥) =
∑︁
𝑛∈Z

𝜑𝑛𝑒
2𝜋𝑖𝑛𝑥.

2.1. Случай диофантовых чисел 𝜔. Пусть 𝜔 — диофантово число, т.е. существуют
такие числа 𝑐 > 0 и 𝑁 ∈ N, что

min
𝑝∈Z

⃒⃒⃒⃒
𝜔 − 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩾

𝑐

𝑞𝑁+1
∀𝑞 ∈ N. (2.1)

Тогда для достаточно гладкой функции 𝜑 решение 𝜆 можно построить по формуле

𝜆 =
𝜑0

𝜔
𝑥+

∑︁
𝑛∈Z∖{0}

𝜑𝑛

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜔 − 1
𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥. (2.2)

Оценка (2.1) гарантирует сходимость ряда в (2.2), если
∑︀
𝑛∈N

𝑛𝑁 |𝜑𝑛| < ∞.

2.2. Случай рациональных чисел 𝜔. Пусть 𝜔 — рациональное число, 𝜔 =
𝑝

𝑞
, где

𝑝 и 𝑞 — взаимно простые натуральные числа. Теперь, если ряд Фурье функции 𝜑 сходится
абсолютно, 𝜆 можно построить по формуле

𝜆 =
𝑥

𝜔

∑︁
𝑛∈Z

𝜑𝑛𝑞𝑒
2𝜋𝑖𝑞𝑛𝑥 +

∑︁
𝑛∈Z∖(𝑞Z)

𝜑𝑛

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜔 − 1
𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥. (2.3)

Очевидно, ряды в этой формуле сходятся с той же скоростью, что и ряд Фурье для 𝜑.

2.3. Замечание об общем решении гомологического уравнения. Не трудно ви-
деть, что две функции одновременно являются решениями (1.1) тогда и только тогда,
когда они отличаются на 𝜔–периодическое слагаемое. Поэтому и в случае диофантовых
𝜔, и в случае рациональных 𝜔 общее решение равно сумме построенного выше частного
решения и 𝜔–периодической функции.
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3. Общая конструкция решений

Здесь мы предложим общую конструкцию решений через контурный интеграл.
Пусть для некоторого 𝐾 > 0 функция 𝑘 → 𝛼(𝑘) комплексной переменной 𝑘 аналитична

в полосе −𝐾 < Im 𝑘 < 𝐾, и пусть⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑛

𝛼(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝐶

1 + |𝑛|
, 𝑛 ∈ Z. (3.1)

Положим

Φ𝛼(𝑘) =
∑︁
𝑛∈Z

sin (𝜋(𝑘 − 𝑛))

𝜋(𝑘 − 𝑛)

𝜑𝑛

𝛼(𝑛)
, (3.2)

считая, что
sin(𝜋(𝑘 − 𝑛))

𝜋(𝑘 − 𝑛)
= 1 при 𝑘 = 𝑛. Справедлива

Лемма 3.1. 1. Φ𝛼(𝑘) — целая функция;

2.

Φ𝛼(𝑛) =
𝜑𝑛

𝛼(𝑛)
, ∀𝑛 ∈ Z; (3.3)

3.

|Φ𝛼(𝑘)| ⩽ 𝐶 𝑒𝜋| Im 𝑘| ln
(︀
|Re 𝑘|+ 1

)︀
+ 1

|Re 𝑘|+ 1
. (3.4)

Доказательство. Второе свойство очевидно. Для проверки остальных оценим слагаемые

в (3.2). Пусть | Im 𝑘| < 𝐾, 𝑛0 ∈ Z и |Re 𝑘 − 𝑛0| <
3

4
. Очевидно,⃒⃒⃒⃒

sin (𝜋(𝑘 − 𝑛0))

𝜋(𝑘 − 𝑛0)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶 𝑒𝜋| Im 𝑘|. (3.5)

Пусть 𝑛 ̸= 𝑛0. Поскольку

|Re 𝑘 − 𝑛| = |𝑛− 𝑛0|
⃒⃒⃒⃒
1− Re 𝑘 − 𝑛0

𝑛− 𝑛0

⃒⃒⃒⃒
⩾

1

4
|𝑛− 𝑛0|,

имеем ⃒⃒⃒⃒
sin (𝜋(𝑘 − 𝑛))

𝜋(𝑘 − 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶

𝑒𝜋| Im 𝑘|√︀
(Im 𝑘)2 + (Re 𝑘 − 𝑛)2

⩽ 𝐶
𝑒𝜋| Im 𝑘|

|𝑛− 𝑛0|
. (3.6)

Из оценок (3.5) и (3.6) вытекает равномерная сходимость ряда в (3.2) на компактах, а
значит, и то, что Φ𝛼 — целая функция.
Теперь оценим саму функцию Φ𝛼. Если 𝑛0 = 0, то из (3.6) и (3.1) следует, что

Φ𝛼(𝑘) =
𝜑0

𝛼(0)

sin 𝜋𝑘

𝜋𝑘
+𝑂

(︃
𝑒𝜋| Im 𝑘|

∑︁
𝑛̸=0

1

|𝑛|2

)︃
,

откуда вытекает (3.4).
Рассмотрим случай 𝑛0 ̸= 0. Из (3.5) вытекает оценка слагаемого из (3.2) с 𝑛 = 𝑛0:⃒⃒⃒⃒

sin (𝜋(𝑘 − 𝑛0))

𝜋(𝑘 − 𝑛0)

𝜑𝑛0

𝛼(𝑛0)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶

𝑒𝜋| Im 𝑘|

𝑛0

.

В виду (3.6) и (3.1) для оценки суммы слагаемых с 𝑛 ̸= 𝑛0 достаточно доказать, что∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

1

|𝑛− 𝑛0|
1

1 + |𝑛|
⩽

𝐶

𝑛0

(ln𝑛0 + 1) . (3.7)
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Из этой оценки и вытекает (3.4). Мы докажем (3.7) при условии 𝑛0 > 0. Случай 𝑛0 < 0
сводится к рассматриваемому с помощью замены индекса суммирования 𝑛 на −𝑛. При
𝑛0 > 0 получаем

−2∑︁
𝑛=−∞

1

|𝑛− 𝑛0|
1

1 + |𝑛|
<

∞∑︁
𝑛=2

1

|𝑛+ 𝑛0|
1

|𝑛|
⩽ 𝐶

∞∫︁
1

𝑑𝑛

(𝑛0 + 𝑛)𝑛
=

𝐶

𝑛0

∞∫︁
1
𝑛0

𝑑𝜏

(𝜏 + 1)𝜏

⩽
𝐶

𝑛0

⎛⎜⎜⎝
2∫︁

1
𝑛0

𝑑𝜏

𝜏
+

∞∫︁
2

𝑑𝜏

𝜏 2

⎞⎟⎟⎠ ⩽
𝐶

𝑛0

(ln𝑛0 + 1) ;

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

1

|𝑛− 𝑛0|
1

1 + |𝑛|
⩽

𝐶

𝑛0

+ 𝐶

∞∫︁
𝑛0+1

𝑑𝑛

(𝑛− 𝑛0)𝑛
=

𝐶

𝑛0

⎛⎜⎜⎝1 +

∞∫︁
1+ 1

𝑛0

𝑑𝜏

(𝜏 − 1)𝜏

⎞⎟⎟⎠

⩽
𝐶

𝑛0

⎛⎜⎜⎝1 +

2∫︁
1+ 1

𝑛0

𝑑𝜏

𝜏 − 1
+

∞∫︁
2

𝑑𝜏

𝜏 2

⎞⎟⎟⎠ ⩽
𝐶

𝑛0

(ln𝑛0 + 1) ;

𝑛0−1∑︁
𝑛=−1

1

|𝑛− 𝑛0|
1

1 + |𝑛|
<

2

𝑛0

+

𝑛0−1∑︁
𝑛=1

1

|𝑛− 𝑛0|𝑛

⩽
𝐶

𝑛0

⎛⎜⎝1 +

[𝑛0
2 ]∑︁

𝑛=1

1

𝑛
+

𝑛0−1∑︁
𝑛=[𝑛0

2 ]+1

1

𝑛0 − 𝑛

⎞⎟⎠ ⩽
𝐶

𝑛0

(ln𝑛0 + 1) .

Это завершает доказательство леммы.

Пусть 𝜀 > 0. Предположим, что в полосе −𝐾 < Im 𝑘 < 𝐾

|𝛼(𝑘)| ⩽ 𝐶

1 + |𝑘|𝜀
. (3.8)

Замечание 3.1. Условия, касающиеся 𝛼, неявно накладывают ограничения на 𝜑. Оче-
видно, что можно выбрать 𝛼, удовлетворяющее условиям (3.1) и (3.8), если

|𝜑𝑛| ⩽
𝐶

1 + |𝑛|1+𝜀
.

Отметим также, что условие (3.1) можно заметно ослабить.

Пусть 0 < 𝐾1 < 𝐾, а Γ ⊂ C — контур, состоящий из прямых Im 𝑘 = ±𝐾1. Прямая
Im 𝑘 = −𝐾1 ориентирована от −∞ к ∞, прямая Im 𝑘 = 𝐾1 ориентирована от ∞ к −∞.
Для 𝑥 ∈ R положим

𝜆(𝑥) =
1

2𝑖

∫︁
Γ

𝛼(𝑘) Φ𝛼(𝑘) 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥 ctg 𝜋𝑘

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝜔 − 1
𝑑𝑘. (3.9)

В виду (3.4) и (3.8) интеграл в (3.9) сходится равномерно по 𝑥 на любом конечном ин-
тервале вещественной оси, а значит, определяет непрерывную функцию 𝑥 ∈ R. Имеет
место

Теорема 3.1. Функция 𝑥 ↦→ 𝜆(𝑥) является решением гомологического уравнения.
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Доказательство. Очевидно, что

𝜆(𝑥+ 𝜔)− 𝜆(𝑥) =
1

2𝑖

∫︁
Γ

𝛼(𝑘) Φ𝛼(𝑘) 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥 ctg 𝜋𝑘 𝑑𝑘. (3.10)

Напомним, что согласно лемме 3.1 функция Φ𝛼 аналитична по 𝑘. Применив к (3.10) тео-
рему о вычетах, получим

𝜆(𝑥+ 𝜔)− 𝜆(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁

𝛼(𝑛) Φ𝛼(𝑛) 𝑒
2𝜋𝑖𝑛𝑥 +

1

2𝑖
(𝐼+ + 𝐼−),

где 𝐼± — интегралы oт того же подынтегрального выражения, что и в интеграле в (3.10),
по контурам Γ±, соответствующим рисунку 1. Отметим, что Γ± зависят от 𝑁 , пересекая
вещественную ось в точках ±

(︀
𝑁 + 1

2

)︀
соответственно. Из оценок (3.4) и (3.8) вытекает, что

интегралы 𝐼± стремятся к нулю при 𝑁 → ∞. Учитывая (3.3), получаем, что 𝜆 является
решением гомологического уравнения (1.1).

Рис. 1.

Замечание 3.2. Разность любых двух решений (1.1), а значит, и решений соответ-

ствующих двум разным функциям 𝛼, является 𝜔–периодической функцией.

4. Аналитический случай

В случае аналитической правой части с помощью доказанной теоремы удается постро-
ить аналитическое решение гомологического уравнения.

4.1. Интегральное представление. Справедлива

Теорема 4.1. Пусть 𝑑 > 0, 0 < 𝑑 < 𝑑, а 𝜑 — 1–периодическая функция, аналитическая
в полосе

−𝑑 < Im𝑥 < 𝑑.

Уравнение (1.1) имеет решение 𝜆(𝑥) аналитическое по 𝑥 в полосе −𝑑 < Im𝑥 < 𝑑 и

бесконечно дифференцируемое по 𝜔 > 0.

Доказательство. Выберем 𝑑′ и 𝑑′′ так, что

0 < 𝑑 < 𝑑′′ < 𝑑′ < 𝑑.

Поскольку 𝑑′ < 𝑑, коэффициенты Фурье для 𝜑 удовлетворяют оценке

|𝜑𝑛| ⩽ 𝐶(𝑑′) 𝑒−2𝜋𝑑′ |𝑛|.
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Пусть

𝛼(𝑘) =
1

ch(2𝜋𝑑′′𝑘)
, 0 < 𝐾1 <

1

4𝑑′′
.

Очевидно, 𝛼 аналитична в полосе | Im 𝑘| < 𝐾 c 𝐾 =
1

4𝑑′′
. Благодаря неравенствам 0 <

𝑑′′ < 𝑑′, функция 𝛼 удовлетворяет оценкам (3.1) и (3.8). Следовательно, можно построить

решение гомологического уравнения по формуле (3.9). Поскольку 𝑑 < 𝑑′′, из этой формулы

следует, что 𝜆 аналитична в полосе −𝑑 < Im𝑥 < 𝑑.

4.2. Подходящие дроби. Для дальнейшего анализа нам потребуются элементарные
сведения из теории диофантовых приближений. Доказательство изложенных ниже фактов
можно найти в [2].
Пусть 𝜔 ∈ (0, 1) ∖Q. Тогда 𝜔 раскладывается в бесконечную цепную дробь

𝜔 =
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

. . .

(4.1)

с натуральными элементами 𝑎1, 𝑎2, . . . . Конечную цепную дробь

1

𝑎1 +
1

. . .
+

1

𝑎𝐿

называют подходящей дробью. Представим ее в виде
𝑝𝐿
𝑞𝐿
, где 𝑝𝐿 и 𝑞𝐿 — взаимно простые

натуральные числа. Известно, что последовательно выбирая элементы 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑙, . . .
достаточно большими, можно сделать знаменатели 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑙, . . . соответственно сколь
угодно большими, и что [2, гл. 1, пар. 3, теорем. 9]

|𝜔𝑞𝑙 − 𝑝𝑙| ⩽
1

𝑞𝑙+1

, 𝑙 ∈ N. (4.2)

4.3. Представление в виде регуляризованного ряда Фурье. Опишем построен-
ное при доказательстве теоремы 4.1 решение как предел подпоследовательности регуля-
ризованных частичных сумм ряда Фурье 𝜑. Имеет место

Теорема 4.2. Пусть 𝜔 ̸∈ Q, тогда

𝜆(𝑥) =
𝜑0𝑥

𝜔
+𝜆0+lim

𝑙→∞

(︃ ∑︁
0<|𝑛|⩽𝑞𝑙

𝜑𝑛𝑒
2𝜋𝑖𝑛𝑥

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜔 − 1
+

1

2𝑖𝜔

∑︁
0<|𝑚|⩽𝑝𝑙

𝛼
(︁𝑚
𝜔

)︁
Φ𝛼

(︁𝑚
𝜔

)︁
ctg

𝜋𝑚

𝜔
𝑒

2𝜋𝑖𝑚𝑥
𝜔

)︃
, (4.3)

где 𝑝𝑙 и 𝑞𝑙 — числители и знаменатели подходящих дробей числа 𝜔, а

𝜆0 =
(𝛼Φ𝛼)

′|𝑘=0

2𝜋𝑖𝜔
− 𝜑0

2
— постоянная.

Заметим, что первое слагаемое в скобках в (4.3) — частичная сумма ряда Фурье (2.2)
стандартного решения, см. раздел 2.1, а второе — отрезок ряда Фурье 𝜔–периодической
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функции. Напомним, что ряд (2.2) сходится, если 𝜔 — диофантово число. Но тогда из
теоремы 4.2 вытекает, что предел

𝑆𝜔 =
1

2𝑖𝜔
lim
𝑙→∞

∑︁
0<|𝑚|<𝑝𝑙

𝛼
(︁𝑚
𝜔

)︁
Φ𝛼

(︁𝑚
𝜔

)︁
ctg

𝜋𝑚

𝜔
𝑒

2𝜋𝑖𝑚𝑥
𝜔 , (4.4)

существует и является 𝜔–периодической функцией. Поэтому решение 𝜆 распадается в
сумму стандартного решения и 𝜔–периодической функции 𝜆0 + 𝑆𝜔.
Если ряд Фурье для стандартного решения расходится, то не существует и предел (4.4),

но можно сказать, что в (4.3) расходящиеся последовательности частичных сумм компен-
сируют расходимости друг друга.

Замечание 4.1. Ряд Фурье (2.2) может расходиться. Пусть, например, 𝜑𝑛 = 𝑒−2𝜋𝑑|𝑛|,

для 𝑛 ∈ Z. Соответствующая функция 𝜑 аналитична в полосе | Im𝑥| < 𝑑. В виду (4.2)
𝑞𝑙-й член ряда (2.2) допускает оценку⃒⃒⃒⃒

𝜑𝑞𝑙𝑒
2𝜋𝑖𝑞𝑙𝑥

𝑒2𝜋𝑖𝑞𝑙𝜔 − 1

⃒⃒⃒⃒
⩾ 𝐶𝑞𝑙+1𝑒

−2𝜋𝑑|𝑞𝑙|,

но, за счет подходящего выборе последовательности {𝑎𝑙} элементов цепной дроби (4.1),
можно добиться добиться выполнения цепочки неравенств 𝑞𝑙+1𝑒

−2𝜋𝑑|𝑞𝑙| ⩾ 1, 𝑙 ∈ N.

Доказательство. Доказательство проводится с помощью теоремы о вычетах. Контур ин-
тегрирования Γ в формуле (3.9) деформируется к объединению контуров Γ±, соответству-
ющих рис. 2.
Опишем их подробно. Горизонтальные участки контуров Γ± расположены на таком же

удалении от вещественной оси на плоскости переменной 𝑘, что и при доказательстве теоре-
мы 3.1. Опишем вертикальные участки Γ±. Полюса подынтегрального выражения в (3.9)

расположены в целых точках и точках множества
1

𝜔
· Z. На рис. 2 точки первого множе-

ства изображены кружками большего размера, а точки второго — кружками меньшего
размера соответственно. Поскольку 𝜔 ̸∈ Q, эти два множества полюсов имеют лишь одну

общую точку — точку нуль. В виду (4.2) расстояние между точками 𝑞𝑙 и
𝑝𝑙
𝜔
не превосходит

1

𝜔𝑞𝑙+1

, а значит, стремится к нулю при 𝑙 → ∞. Напомним, что 0 < 𝜔 < 1. Мы считаем 𝑙

достаточно большим и выбираем Γ± так, чтобы они пересекали вещественную ось в в точ-

ках ±
(︂
𝑞𝑙 +

1

2

)︂
. Тогда расстояние от вертикальных участков контуров Γ± до ближайших

к ним полюсов оказывается равно
1

2
+𝑂

(︂
1

𝑞𝑙

)︂
.

Рис. 2.
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Обозначим через 𝑓(𝑥, 𝑘) 𝑑𝑘 подынтегральное выражение в (3.9). В силу оценок (3.4)
и (3.8), при описанном выборе контуров Γ± интегралы по Γ± от 𝑓(𝑥, 𝑘) стремятся к нулю
при 𝑙 → ∞, а значит, по теореме о вычетах

𝜆(𝑥) = 2𝜋 lim
𝑙→∞

(︃
Res
𝑘=0

𝑓(𝑥, 𝑘) +
∑︁

𝑛∈Z, 0<|𝑛|⩽𝑞𝑙

Res
𝑘=𝑛

𝑓(𝑥, 𝑘) +
∑︁

𝑚∈Z, 0<|𝑚|⩽𝑝𝑙

Res
𝑘=𝑚

𝜔

𝑓(𝑥, 𝑘)

)︃
. (4.5)

Вычисления вычетов 𝑓 стандартны, мы отметим лишь, что при вычислениях использует-
ся формула (3.3), и что при вычислении первого слагаемого в скобках в (4.5) возникает
слагаемое, линейное по 𝑥, а вычисления первой и второй сумм вычетов в скобках в (4.5)
дают первую и вторую сумму в скобках в (4.3) соответственно.

5. Построение стандартных решений с помощью интегрального

представления

В заключение мы получим формулы (2.2) и (2.3) из интегрального представления (3.9).
Ниже мы считаем, что 𝜑 аналитично в полосе | Im𝑥| < 𝑑, и 0 < 𝑑′′ < 𝑑′ < 𝑑.

5.1. Диофантовы 𝜔. Пусть 𝜔 — диофантово число, то есть выполнено условие (2.1).
Для построения решения 𝜆 можно выбрать

𝛼(𝑘) =
1

ch(2𝜋𝑘𝑑′′)

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝜔 − 1

𝑘
, 0 < 𝐾1 <

1

4𝑑′′
. (5.1)

Из оценки (2.1) следует, что 𝛼 удовлетворяет условию (3.1) :⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑙

𝛼(𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶

|𝑙| 𝑒−2𝜋(𝑑′−𝑑′′) |𝑙|

inf𝑗∈Z ||𝑙|𝜔 − 𝑗|
⩽ 𝐶 |𝑙|𝑁+1 𝑒−2𝜋(𝑑′−𝑑′′) |𝑙|.

При таком выборе 𝛼

𝜆(𝑥) =
1

2𝑖

∫︁
Γ

Φ𝛼(𝑘)

ch(2𝜋𝑘𝑑′′)
𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥

ctg 𝜋𝑘

𝑘
𝑑𝑘,

и вычисление интеграла по вычетам дает

𝜆 = 𝜑0
𝑥

𝜔
+ 𝑐+

∑︁
𝑙∈Z∖{0}

𝜑𝑙𝑒
2𝜋𝑖𝑙𝑥

𝑒2𝜋𝑖𝑙𝜔 − 1
,

где 𝑐 — постоянная. Опуская стандартные выкладки, мы лишь заметим, что для вычис-
ления Φ𝛼(𝑙) нужно воспользоваться формулами (3.3) и (5.1).

5.2. Рациональные 𝜔. Пусть 𝜔 — рациональное число, 𝜔 =
𝑝

𝑞
, 𝑝 и 𝑞 — взаимно простые

натуральные числа. Теперь можно построить 𝜆, выбрав

𝛼(𝑘) =
1

ch(𝜋𝑘𝑑′′)

sin(𝑘𝜋𝜔)

sin 𝑘𝜋
𝑞

, 0 < 𝐾1 <
1

4𝑑′′
.

При таком выборе 𝛼 вычисление интеграла по вычетам дает

𝜆 = 𝑐+
𝑥

𝜔

∑︁
𝑙∈Z

𝜑𝑙𝑞 𝑒
2𝜋𝑖𝑙𝑞𝑥 +

∑︁
𝑙∈Z∖(𝑞Z)

𝜑𝑙

𝑒2𝜋𝑖𝑙𝜔 − 1
𝑒2𝜋𝑖𝑙𝑥,

где 𝑐 — постоянная. Мы опустим дальнейшие детали.
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