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ВОЗМУЩЕННЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ХИЛЬФЕРА

В.Е. ФЕДОРОВ, А.А. БЫКОВ

Аннотация. Вопросы однозначной разрешимости задачи типа Коши исследуются для
линейных уравнений в банаховом пространстве с дробной производной Хильфера, с
оператором, порождающим сильно непрерывное разрешающее семейство, и с ограни-
ченным возмущающим оператором, постоянным или зависящим от времени. Показано,
что добавление постоянного ограниченного оператора не выводит за класс генераторов
сильно непрерывных разрешающих семейств операторов. На основе техники доказа-
тельства этого результата показано существование единственного решения задачи типа
Коши для уравнения с нестационарным возмущающим оператором. Абстрактные ре-
зультаты использованы при изучении однозначной разрешимости начально–краевой
задачи с периодическими условиями по пространственной переменной для уравнения
с дробной производной Хильфера по времени и с оператором Лапласа, возмущенным
нестационарным линейным интегральным оператором.
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1. Введение

Дифференциальные уравнения с дробными производными в последние десятилетия яв-
ляются объектом активных теоретических исследований [9], [8] и часто используются при
математическом моделировании в прикладных задачах [2], [10], [11], [12]. Интерес к ис-
следованию уравнений с дробной производной Хильфера 𝐷𝛼,𝛽𝑧 = 𝐽𝛽(𝑚−𝛼)𝐷𝑚𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧
[7] обусловлен тем, что класс этих производных включает в себя дробные производные
Герасимова — Капуто (при 𝛽 = 1) и Римана — Лиувилля (при 𝛽 = 0), наиболее часто ис-
пользуемые в математических моделях. Ранее для уравнений в банаховых пространствах

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (1.1)

получены необходимые и достаточные условия для существования сильно непрерывных
[4] и аналитических [5] разрешающих семейств операторов в терминах резольвенты ли-
нейного замкнутого плотно определенного в банаховом пространстве 𝒵 оператора 𝐴. В
работе [5] получена теорема о возмущении, дающая достаточные условия на возмущаю-
щий линейный оператор 𝐵 для того, чтобы из порождения оператором 𝐴 аналитического
разрешающего семейства операторов следовало порождение оператором 𝐴+𝐵 такого се-
мейства. Этой теореме о возмущении удовлетворяет любой ограниченный оператор 𝐵.
В настоящей работе исследуются вопросы разрешимости уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) +𝐵𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ R+,
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с оператором 𝐴, порождающим сильно непрерывное разрешающее семейство операторов.
Сначала показано, что добавление к такому оператору 𝐴 ограниченного оператора 𝐵 дает
оператор 𝐴+𝐵, также порождающий сильно непрерывное разрешающее семейство. Затем
рассмотрен случай оператора 𝐵 = 𝐵(𝑡), зависящего от 𝑡 и ограниченного при каждом 𝑡, и
получены результаты о разрешимости однородного и неоднородного уравнений

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑧(𝑡), 𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝑓(𝑡).

В §2 введены предварительные сведения, определен класс операторов 𝒞𝛼,𝛽. Приведена
теорема о необходимости и достаточности включения 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽 для существования сильно
непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения (1.1). В §3 получена теоре-
ма о разрешимости линейного неоднородного уравнения 𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) + 𝑓(𝑡) в случае
𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽 при более общих, чем в работе [4], условиях на функцию 𝑓 , допускающих нали-
чие у нее степенной особенности в нуле. В §4 получена теорема о возмущении оператора
𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽: доказано, что из включений 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽, 𝐵 ∈ ℒ(𝒵) следует, что 𝐴 + 𝐵 ∈ 𝒞𝛼,𝛽.
§5 содержит теорему о разрешимости уравнения с производной Хильфера и нестационар-
ным оператором возмущения 𝐵 = 𝐵(𝑡). В последнем параграфе полученные результаты
используются для доказательства однозначной разрешимости одной начально-краевой за-
дачи для уравнения в частных производных с дробной производной по времени.

2. Сильно непрерывные и аналитические

разрешающие семейства операторов

Пусть 𝒵 — банахово пространство, ℎ ∈ 𝐿1,loc(R+;𝒵). Дробным интегралом Римана —
Лиувилля порядка 𝛽 > 0 для функции ℎ называется

𝐽𝛽ℎ(𝑡) :=
1

Γ(𝛽)

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)𝛽−1ℎ(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 > 0.

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка 𝛼 имеет вид 𝐷𝛼ℎ(𝑡) := 𝐷𝑚𝐽𝑚−𝛼ℎ(𝑡),
где 𝑚 − 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝐷𝑚 — оператор дифференцирования целого порядка 𝑚. При
𝛼 > 0 будем использовать обозначение 𝐽𝛼ℎ(𝑡) = 𝐷−𝛼ℎ(𝑡).
Обозначим

𝐷𝛾ℎ(0) := lim
𝑡→0+

𝐷𝛾ℎ(𝑡), 𝛾 ∈ R.

Производную Хильфера порядка 𝛼 ∈ (𝑚− 1,𝑚], 𝑚 ∈ Z, и типа 𝛽 ∈ [0, 1] определим как

𝐷𝛼,𝛽ℎ(𝑡) = 𝐷𝑚−𝛽(𝑚−𝛼)

(︃
𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)ℎ(𝑡)−

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)ℎ(0)
𝑡𝑘

𝑘!

)︃

= 𝐷𝑚

(︃
𝐽𝑚−𝛼ℎ(𝑡)−

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)ℎ(0)𝑡𝑘+𝛽(𝑚−𝛼)

Γ(𝑘 + 𝛽(𝑚− 𝛼) + 1)

)︃
.

(2.1)

Для достаточно гладкого ℎ равенство (2.1) влечет стандартную форму производной Хиль-
фера [7, с. 113]

𝐷𝛼,𝛽ℎ(𝑡) = 𝐽𝛽(𝑚−𝛼)𝐷𝑚𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)ℎ(𝑡).

Замечание 2.1. Понятно, что при 𝛽 = 0 дробная производная Хильфера совпадает с
дробной производной Римана — Лиувилля, а при 𝛽 = 1 — с дробной производной Гераси-
мова — Капуто.

Замечание 2.2. При 𝛼 = 𝑚 имеем 𝐷𝛼,𝛽 = 𝐷𝑚,𝛽 = 𝐷𝑚 при любом 𝛽 ∈ [0, 1].
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Преобразование Лапласа для функции ℎ : R+ → 𝒵 обозначим через L[ℎ]. Далее всюду
будем использовать обозначение R+ := R+ ∪ {0} и главную ветвь степенной функции
комплексного переменного.

Лемма 2.1 ([5]). Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝛽 ∈ [0, 1], для ℎ : R+ → 𝒵 существуют
L[ℎ], 𝐷𝛼,𝛽ℎ, L[𝐷𝛼,𝛽ℎ]. Тогда

L[𝐷𝛼,𝛽ℎ](𝜆) = 𝜆𝛼L[ℎ](𝜆)−
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)ℎ(0)𝜆𝑚−1−𝑘−𝛽(𝑚−𝛼).

Символом ℒ(𝒵) будем обозначать банахово пространство всех линейных ограниченных
операторов на пространстве 𝒵, а через 𝒞𝑙(𝒵) — множество всех линейных замкнутых
операторов, плотно определенных в пространстве 𝒵 и действующих в это пространство.
Снабдим область определения 𝐷𝐴 оператора 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵) его нормой графика ‖ · ‖𝐷𝐴

:=
‖ · ‖𝒵 + ‖𝐴 · ‖𝒵 и получим тем самым банахово пространство 𝐷𝐴.
Через 𝐴𝐶𝑚(R+;𝒵) обозначим множество всех функций ℎ ∈ 𝐶𝑚−1(R+;𝒵), имеющих

абсолютно непрерывную на каждом отрезке [𝑡0, 𝑇 ] ⊂ R+ производную порядка 𝑚− 1.
Рассмотрим задачу типа Коши

𝐷𝑘−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1, (2.2)

для линейного уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (2.3)

где 𝑚 − 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵). Решением задачи (2.2), (2.3) будем называть такую
функцию 𝑧 ∈ 𝐶(R+;𝐷𝐴)∩𝐿1,loc(R+;𝒵), что 𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧 ∈ 𝐴𝐶𝑚(R+;𝒵), 𝐷𝛼,𝛽𝑧 ∈ 𝐶(R+;𝒵),
выполняются условия (2.2) и равенство (2.3) при 𝑡 ∈ R+.
Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝛽 ∈ [0, 1]. Семейство операторов {𝑆(𝑡) ∈ ℒ(𝒵) : 𝑡 ∈ R+}

называется разрешающим семейством для уравнения (2.3), если выполняются следующие
условия:

(i) существуют такие 𝜔 ⩾ 0 и 𝐾 > 0, что

‖𝑆(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾𝑡−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑒𝜔𝑡

для всех 𝑡 ∈ R+;

(ii) при любом 𝑧0 ∈ 𝒵 𝑆(𝑡)𝑧0 ∈ 𝐶(R+;𝒵),

s-lim
𝑡→0+

𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑆(𝑡) = 𝐼;

(iii) 𝑆(𝑡)[𝐷𝐴] ⊂ 𝐷𝐴, 𝑆(𝑡)𝐴𝑧0 = 𝐴𝑆(𝑡)𝑧0 при всех 𝑧0 ∈ 𝐷𝐴, 𝑡 ∈ R+;

(iv) для любого 𝑧0 ∈ 𝐷𝐴 функция 𝑆(𝑡)𝑧0 является решением задачи типа Коши

𝐷−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷𝑘−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

для уравнения (2.3).

Нетрудно показать, что при любых 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1 ∈ 𝐷𝐴

𝑚−1∑︀
𝑘=0

𝐽𝑘𝑆(𝑡)𝑧0 является решением

задачи (2.2), (2.3).

Замечание 2.3. Для 𝐴 ∈ ℒ(𝒵) разрешающее семейство операторов уравнения (2.3)
имеет вид (см, например, [1])

𝑆(𝑡) =
∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝛼𝑙+(1−𝛽)(𝛼−𝑚)𝐴𝑙

Γ(𝛼𝑙 + (1− 𝛽)(𝛼−𝑚) + 1)
= 𝑡(1−𝛽)(𝛼−𝑚)𝐸𝛼,(1−𝛽)(𝛼−𝑚)+1(𝑡

𝛼𝐴), 𝑡 ∈ R+,



ВОЗМУЩЕННЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ХИЛЬФЕРА 75

где

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+ 𝛽)

— функция Миттаг–Леффлера.

При 𝑚 − 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝛽 ∈ [0, 1] оператор 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵) будем называть оператором
класса 𝒞𝛼,𝛽(𝐾,𝜔), где 𝐾 > 0, 𝜔 ⩾ 0, если выполняются следующие два условия:

(i) если Re𝜆 > 𝜔, то 𝜆𝛼 ∈ 𝜌(𝐴) := {𝜇 ∈ C : (𝜇− 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵)};
(ii) при всех Re𝜆 > 𝜔 и 𝑛 ∈ N0 := N ∪ {0}⃦⃦⃦⃦

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛

(︀
𝜆𝑚−1−𝛽(𝑚−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴)−1

)︀⃦⃦⃦⃦
ℒ(𝒵)

⩽
𝐾Γ((1− 𝛽)(𝛼−𝑚) + 𝑛+ 1)

(Re𝜆− 𝜔)(1−𝛽)(𝛼−𝑚)+𝑛+1
.

Введем также обозначения

𝒞𝛼,𝛽(𝜔) :=
⋃︁
𝐾>0

𝒞𝛼,𝛽(𝐾,𝜔), 𝒞𝛼,𝛽 :=
⋃︁
𝜔⩾0

𝒞𝛼,𝛽(𝜔).

Теорема 2.1 ([4]). Пусть 𝛽 ∈ [0, 1], 𝛼 > 2. Тогда 𝐶𝛼,𝛽 ⊂ ℒ(𝒵).

Пусть 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝜔) при некотором 𝜔 ⩾ 0, для Re𝜆 > 𝜔,

𝐻𝛽(𝜆) := 𝜆𝑚−1−𝛽(𝑚−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴)−1,

при 𝑛 ∈ N, 𝑡 ∈ R+ определим операторы

𝒮𝑛(𝑡) := 𝑒−𝑛𝑡

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑛(𝑛+ 𝜔)𝑡)𝑘+1

𝑘!(𝑘 + 1)!
𝐻

(𝑘)
𝛽 (𝑛+ 𝜔).

Теорема 2.2 ([4]). Пусть 𝑚− 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝛽 ∈ [0, 1]. Тогда существует разрешаю-
щее семейство операторов уравнения (2.3) в том и только в том случае, когда 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽.
При этом 𝑆(𝑡) = 𝑠- lim

𝑛→∞
𝒮𝑛(𝑡) для всех 𝑡 > 0.

3. Линейное неоднородное уравнение с производной Хильфера

Рассмотрим задачу типа Коши (2.2) для линейного неоднородного уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], (3.1)

где 𝑚− 1 < 𝛼 ⩽ 𝑚 ∈ N, 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝑓 : [0, 𝑇 ] → 𝒵. Решением задачи (2.2), (3.1)
будем называть такую функцию 𝑧 ∈ 𝐶((0, 𝑇 ];𝐷𝐴) ∩ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝒵), что

𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧 ∈ 𝐶𝑚−1([0, 𝑇 ];𝒵) ∩ 𝐴𝐶𝑚((0, 𝑇 ];𝒵), 𝐷𝛼,𝛽𝑧 ∈ 𝐶((0, 𝑇 ];𝒵),

выполняются условия (2.2) и равенство (2.3) при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].
Пространство функций 𝑣 ∈ 𝐶((0, 𝑇 ];𝒵), таких, что 𝑡𝛾𝑣(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵) для некоторого

𝛾 ∈ R обозначим 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵) и наделим нормой

‖𝑣‖𝐶𝛾((0,𝑇 ];𝒵) := sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑡𝛾𝑣(𝑡)‖𝒵 .

В этих обозначениях 𝐶0((0, 𝑇 ];𝒵) = 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵). При 𝛾, 𝛿 ∈ R, 𝛾 < 𝛿, 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵) ⊂
𝐶𝛿((0, 𝑇 ];𝒵).
Для любого 𝛾 ∈ R при 𝑣 ∈ 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵)

‖𝑣(𝑡)‖𝒵 ⩽ 𝑡−𝛾‖𝑣‖𝐶𝛾((0,𝑇 ];𝒵), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

Поэтому при 𝛾 < 0 𝑣(0) = 0 для 𝑣 ∈ 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵).
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Теорема 3.1. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2], 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽, 𝑓 ∈ 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵), 𝛾 < 1− 𝛽(2− 𝛼),
𝑓(𝑡) ∈ 𝐷𝐴 при 𝑡 > 0. Тогда задача типа Коши

𝐷−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧1

для уравнения (3.1) при любых 𝑧0, 𝑧1 ∈ 𝐷𝐴 имеет единственное решение. При этом оно
имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑧0 + 𝐽1𝑆(𝑡)𝑧1 +

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Доказательство. Единственность решения задачи следует из единственности решения
𝑧(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑧0 + 𝐽1𝑆(𝑡)𝑧1 задачи типа Коши для однородного уравнения 𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡),
которая доказана в [4, следствие 5]. Достаточно доказать, что решением задачи

𝐷−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 0

для уравнения (3.1) является функция

𝑧𝑓 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

При 𝑡 > 0 с учетом определения разрешающего семейства операторов

‖𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)𝑠−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
𝑒𝜔𝑠𝑑𝑠 ⩽ 𝐶1𝑒

𝜔𝑡𝑡𝛼−1,

‖𝑧𝑓 (𝑡)‖𝒵 ⩽
𝐶1𝑒

𝜔𝑡

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝑓(𝑠)‖𝒵𝑑𝑠 ⩽ 𝐶2𝑒
𝜔𝑡𝑡𝛼−𝛾,

‖𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)(1−2𝛽)(2−𝛼)𝑠−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ((1− 2𝛽)(2− 𝛼) + 1)
𝑒𝜔𝑠𝑑𝑠 ⩽ 𝐶3𝑒

𝜔𝑡𝑡1−𝛽(2−𝛼)

при некотором 𝜔 ⩾ 0. Поскольку 1− 𝛽(2− 𝛼) > 0, имеем 𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(0) = 0. Следова-
тельно,

‖𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (𝑡)‖𝒵 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝒵

⩽ 𝐶4𝑒
𝜔𝑡𝑡2−𝛽(2−𝛼)−𝛾

и поэтому 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (0) = 0.
Далее

𝐷1𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡)𝑧0 = 𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡)𝑧0 +
𝑡−𝛽(2−𝛼)𝑧0

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
,

и в силу равенства 𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0) = 0, полученного при доказательстве теоремы 2.2
(см. [4]), имеем

‖𝐷1𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡)𝑧0‖𝒵 ⩽ 𝐶5𝑒
𝜔𝑡𝑡−𝛽(2−𝛼)‖𝑧0‖𝒵 ,

𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (𝑡) = 𝐷1

𝑡∫︁
0

𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(0)𝑓(𝑡)
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+

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−2𝛽)(2−𝛼)+1𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Поэтому

‖𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (𝑡)‖𝒵 ⩽ 𝐶5𝑒
𝜔𝑡

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)‖𝑓(𝑠)‖𝒵𝑑𝑠 ⩽ 𝐶6𝑒
𝜔𝑡𝑡1−𝛽(2−𝛼)−𝛾,

а значит, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (0) = 0, так как 1− 𝛽(2− 𝛼)− 𝛾 > 0.
По определению производная Хильфера имеет вид (2.1), т.е. в данном случае

𝐷𝛼,𝛽ℎ(𝑡) = 𝐷2−𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)ℎ(𝑡)−𝐷−(1−𝛽)(2−𝛼)ℎ(0)−𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)ℎ(0)𝑡).

Используя это равенство, при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] получим в силу равенств

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0) = 𝐼, 𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0) = 0

и условия 𝑓(𝑠) ∈ 𝐷𝐴 при 𝑠 > 0

𝐴

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐴𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐷2−𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)− 𝐼)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽𝛽(2−𝛼)𝐷1(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)− 𝐼)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐽𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

(3.2)

Последний интеграл сходится, так как 𝛾 < 1, поэтому 𝑧𝑓 (𝑡) ∈ 𝐷𝐴 при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].
Наконец, так как

𝐷−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (0) = 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧𝑓 (0) = 0,
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имеем

𝐷𝛼,𝛽𝑧𝑓 (𝑡) =𝐷2𝐽2−𝛼

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐷2

𝑡∫︁
0

𝐽1+(1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=𝐷1[𝐽1+(1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0)𝑓(𝑡)] +𝐷1

𝑡∫︁
0

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

=𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0)𝑓(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡) + 𝐴𝑧𝑓 (𝑡)

(3.3)

в силу (3.2) и равенств

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0) = 𝐼, 𝐽1+(1−𝛽)(2−𝛼)𝑆(0) = 0.

4. Уравнение со стационарным возмущением

Теорема 4.1. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝐾,𝜔), 𝐵 ∈ ℒ(𝒵). Тогда

𝐴+𝐵 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝐾2, 𝜔 +𝐾
1
𝛼‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵)Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))
1
𝛼 )

при некотором 𝐾2 > 0.

Доказательство. Согласно теореме 3.1 решение задачи типа Коши

𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧1

для уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑣(𝑡) = (𝐴+𝐵)𝑣(𝑡), (4.1)

в случае существования имеет вид

𝑣(𝑡) = 𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 +

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵𝑣(𝑠)𝑑𝑠,

где 𝑆𝐴(𝑡) — операторы разрешающего семейства операторов невозмущенного уравнения
(2.3). Поэтому операторы разрешающего семейства уравнения (4.1) должны иметь вид

𝑆𝐴+𝐵(𝑡) = 𝑆𝐴(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵𝑆𝐴+𝐵(𝑠)𝑑𝑠, (4.2)

если учесть ограниченность операторов в обеих частях данного равенства и тот факт, что
𝐷𝐴 плотно в 𝒵. Будем искать 𝑆𝐴+𝐵(𝑡) методом последовательных приближений в виде

𝑆𝐴+𝐵(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑆𝑛(𝑡), (4.3)

где 𝑆0(𝑡) = 𝑆𝐴(𝑡),

𝑆𝑛+1(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆0(𝑡− 𝑠)𝐵𝑆𝑛(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 ∈ N.
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При этом для 𝑡 > 0

‖𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆0(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽𝐾

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
𝑒𝜔𝑠𝑠−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑑𝑠

⩽
𝐾𝑒𝜔𝑡𝑡𝛼−1

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
ℬ(1− 𝛽(2− 𝛼), 1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))

=
𝐾1𝑒

𝜔𝑡𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
,

(4.4)

где ℬ — бета–функция Эйлера, 𝐾1 = 𝐾Γ(1− (1−𝛽)(2−𝛼)). По индукции можно доказать
неравенства

‖𝑆𝑛(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽
𝐾𝑛+1

1 ‖𝐵‖𝑛ℒ(𝒵)𝑒
𝜔𝑡𝑡𝑛𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
, 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N0.

Действительно, при 𝑛 = 0 неравенство выполняется, далее при 𝑡 > 0 и выполнении этого
неравенства при заданном 𝑛 ∈ N

‖𝑆𝑛+1(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽

𝑡∫︁
0

𝐾1𝑒
𝜔(𝑡−𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

𝐾𝑛+1
1 ‖𝐵‖𝑛+1

ℒ(𝒵)𝑒
𝜔𝑠𝑠𝑛𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
𝑑𝑠

⩽
𝐾𝑛+2

1 ‖𝐵‖𝑛+1
ℒ(𝒵)𝑒

𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝛼)Γ(𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
ℬ(𝛼, 𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)

=
𝐾𝑛+2

1 ‖𝐵‖𝑛+1
ℒ(𝒵)𝑒

𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ((𝑛+ 1)𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
.

Поэтому ряд (4.3) сходится и

‖𝑆𝐴+𝐵(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽
∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛+1
1 ‖𝐵‖𝑛ℒ(𝒵)𝑒

𝜔𝑡𝑡𝑛𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)

=𝐾1𝑡
−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑒𝜔𝑡𝐸𝛼,1−(1−𝛽)(2−𝛼)(𝑡

𝛼𝐾1‖𝐵‖ℒ(𝒵))

⩽𝐾2𝑡
−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑒𝑡(𝜔+𝐾

1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼
ℒ(𝒵)

), 𝑡 > 0,

при некотором 𝐾2 > 0.

При Re𝜆 > 𝜔 +𝐾
1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵) из (4.2) получим

̂︀𝑆𝐴+𝐵(𝜆) =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡𝑆𝐴+𝐵(𝑡)𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡𝑆𝐴(𝑡)𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵𝑆𝐴+𝐵(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡

=𝜆1−𝛽(2−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴)−1 +

∞∫︁
0

∞∫︁
𝑠

𝑒−𝜆𝑡𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵𝑆𝐴+𝐵(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠

=𝜆1−𝛽(2−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴)−1 +

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑒−𝜆(𝜏+𝑠)𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝜏)𝐵𝑆𝐴+𝐵(𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

=𝜆1−𝛽(2−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴)−1 + (𝜆𝛼 − 𝐴)−1𝐵 ̂︀𝑆𝐴+𝐵(𝜆),

так как

L[𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴](𝜆) = (𝜆𝛼 − 𝐴)−1.
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Отсюда

𝜆𝛽(2−𝛼)−1(𝜆𝛼 − 𝐴−𝐵)̂︀𝑆𝐴+𝐵(𝜆) = 𝐼.

Поскольку

‖𝐵‖ℒ(𝒵) <
(Re𝜆− 𝜔)𝛼

𝐾1

⩽
(Re𝜆− 𝜔)𝛼−1+𝛽(2−𝛼)|𝜆|1−𝛽(2−𝛼)

𝐾1

= ‖(𝜆𝛼 − 𝐴)−1‖−1
ℒ(𝒵),

имеем

‖(𝜆𝛼 − 𝐴)−1𝐵‖ℒ(𝒵) < 1,

оператор

𝜆𝛼 − 𝐴−𝐵 = (𝜆𝛼 − 𝐴)(𝐼 − (𝜆𝛼 − 𝐴)−1𝐵)

обратим и справедливо равенство̂︀𝑆𝐴+𝐵(𝜆) = 𝜆1−𝛽(2−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴−𝐵)−1.

Тогда для всех Re𝜆 > 𝜔 +𝐾
1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵), 𝑛 ∈ N0⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
[𝜆1−𝛽(2−𝛼)(𝜆𝛼 − 𝐴−𝐵)−1]

⃦⃦⃦⃦
ℒ(𝒵)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

∞∫︁
0

(−𝑡)𝑛𝑒−𝜆𝑡𝑆𝐴+𝐵(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
ℒ(𝒵)

⩽𝐾2

∞∫︁
0

𝑡𝑛−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑒𝑡(𝜔+𝐾
1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼
ℒ(𝒵)

−Re𝜆)𝑑𝑡

=
𝐾2Γ(𝑛− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)

(Re𝜆− 𝜔 −𝐾
1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵))
𝑛−(1−𝛽)(2−𝛼)+1

.

Следовательно, 𝐴+𝐵 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝐾2, 𝜔 +𝐾
1
𝛼
1 ‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵)).

Замечание 4.1. Понятно, что решением задачи

𝐽 (1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(𝑚−𝛼)𝑧(0) = 𝑧1

для уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = (𝐴+𝐵)𝑧(𝑡)

при 𝛼 ∈ (1, 2), 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝐾,𝜔), 𝐵 ∈ ℒ(𝒵), 𝑧0, 𝑧1 ∈ 𝐷𝐴 является функция

𝑧(𝑡) = 𝑆𝐴+𝐵(𝑡)𝑧0 + 𝐽1𝑆𝐴+𝐵(𝑡)𝑧1.

Следствие 4.1. В условиях теоремы 4.1

‖𝑆𝐴+𝐵(𝑡)− 𝑆𝐴(𝑡)‖ℒ(𝒵)

⩽ 𝐾1𝑒
𝜔𝑡𝑡−(1−𝛽)(2−𝛼)

(︂
𝐸𝛼,1−(1−𝛽)(2−𝛼)(𝑡

𝛼𝐾1‖𝐵‖ℒ(𝒵))−
1

Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))

)︂
.

Доказательство. Из доказательства теоремы 4.1 по построению

𝑆𝐴+𝐵(𝑡)− 𝑆𝐴(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑆𝑛(𝑡),

поэтому

‖𝑆𝐴+𝐵(𝑡)− 𝑆𝐴(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽
∞∑︁
𝑛=1

𝐾𝑛+1
1 ‖𝐵‖𝑛ℒ(𝒵)𝑒

𝜔𝑡𝑡𝑛𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝑛𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
,

откуда получаем требуемое.
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Поскольку 𝐷𝛼,1 — оператор производной Герасимова — Капуто, а 𝐷𝛼,0 — оператор про-
изводной Римана — Лиувилля, положив 𝛽 = 1 и 𝛽 = 0 в формулировке теоремы 4.1,
получим утверждения для уравнений с производной Герасимова — Капуто и Римана —
Лиувилля соответственно. Эти утверждения принимают следующий вид.

Следствие 4.2. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,1(𝐾,𝜔), 𝐵 ∈ ℒ(𝒵). Тогда при некотором
𝐾2 > 0

𝐴+𝐵 ∈ 𝒞𝛼,1(𝐾2, 𝜔 +𝐾
1
𝛼‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵))

при некотором 𝐾2 > 0.

Следствие 4.3. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,0(𝐾,𝜔), 𝐵 ∈ ℒ(𝒵). Тогда при некотором
𝐾2 > 1

𝐴+𝐵 ∈ 𝒞𝛼,0(𝐾2, 𝜔 +𝐾
1
𝛼‖𝐵‖

1
𝛼

ℒ(𝒵)Γ(𝛼− 1)
1
𝛼 )

при некотором 𝐾2 > 0.

5. Уравнение с нестационарным возмущением

Для 𝐵 ∈ 𝐶𝛾(R+;ℒ(𝒵)) обозначим 𝑏𝑡 := max
𝑠∈[0,𝑡]

‖𝑠𝛾𝐵(𝑠)‖ℒ(𝒵) при 𝑡 > 0, тогда при 𝑠 ∈ (0, 𝑡]

имеем ‖𝐵(𝑠)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝑏𝑡𝑠
−𝛾.

Теорема 5.1. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽(𝐾,𝜔), 𝐵 ∈ 𝐶𝛾(R+;ℒ(𝒵)), im𝐵(𝑡) ⊂
𝐷𝐴 при 𝑡 ∈ R+, 𝛾 < 𝛼− 1. Тогда при любом 𝑧0 ∈ 𝒵 задача Коши

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 0 (5.1)

для уравнения
𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = (𝐴+𝐵(𝑡))𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (5.2)

имеет единственное решение, при этом оно имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝑍𝐴+𝐵(𝑡)𝑧0 :=
∞∑︁
𝑛=0

𝑍𝑛(𝑡)𝑧0, (5.3)

где 𝑍0(𝑡) = 𝑆𝐴(𝑡),

𝑍𝑛+1(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+, 𝑛 ∈ N0.

Кроме того, существует такое 𝐶 > 0, что при всех 𝑡 > 0

‖𝑍𝐴+𝐵(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾𝑡−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑒𝜔𝑡+𝐶𝑏𝑡𝑡𝛼−𝛾

, (5.4)

‖𝑍𝐴+𝐵(𝑡)− 𝑆𝐴(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾𝑡−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑒𝜔𝑡(𝑒𝐶𝑏𝑡𝑡𝛼−𝛾 − 1). (5.5)

Доказательство. В силу асимптотического представления гамма–функции

Γ(𝑢) ∼
√
2𝜋𝑢𝑢

√
𝑢𝑒𝑢

, | arg 𝑢| < 𝜋

имеем при некотором 𝐶 > 0 и для всех 𝑘 ∈ N
Γ((𝑘 − 1)(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

Γ(𝑘(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)
⩽ 𝐶1(𝑘(𝛼− 𝛾) + 1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))−𝛼 ⩽ 𝐶2𝑘

−𝛼.

Здесь учитывается, что при достаточно больших 𝑘 ∈ N

𝛾 <
1− (1− 𝛽)(2− 𝛼)

𝑘
+

(︂
1− 1

𝑘

)︂
𝛼.
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По индукции можно доказать неравенства

‖𝑍𝑛(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽
𝐾𝐾𝑛

1𝐶
𝑛
2 𝑏

𝑛
𝑡 𝑒

𝜔𝑡𝑡𝑛(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

(𝑛!)𝛼
, 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N0, (5.6)

где 𝐾1 := 𝐾Γ(1− (1−𝛽)(2−𝛼)), как и прежде. Действительно, при 𝑛 = 0 это неравенство
следует из определения 𝑆𝐴(𝑡). При 𝑛 ∈ N с учетом неравенства (4.4) из (5.6) при заданном
𝑛 ∈ N получаем

‖𝑍𝑛+1(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽

𝑡∫︁
0

𝐾1𝑒
𝜔(𝑡−𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
‖𝐵(𝑠)‖ℒ(𝒵)

𝐾𝐾𝑛
1𝐶

𝑛
2 𝑏

𝑛
𝑡 𝑒

𝜔𝑠𝑠𝑛(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

(𝑛!)𝛼
𝑑𝑠

⩽

𝑡∫︁
0

𝐾1𝑒
𝜔(𝑡−𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

𝐾𝐾𝑛
1𝐶

𝑛
2 𝑏

𝑛+1
𝑡 𝑒𝜔𝑠𝑠𝑛(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)−𝛾

(𝑛!)𝛼
𝑑𝑠

⩽
𝐾𝐾𝑛+1

1 𝐶𝑛
2 𝑏

𝑛+1
𝑡 𝑒𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

Γ(𝛼)(𝑛!)𝛼
ℬ(𝛼, 𝑛(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

=
𝐾𝐾𝑛+1

1 𝐶𝑛
2 𝑏

𝑛+1
𝑡 𝑒𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

(𝑛!)𝛼
Γ(𝑛(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

Γ((𝑛+ 1)(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1)

⩽
𝐾𝐾𝑛+1

1 𝐶𝑛+1
2 𝑏𝑛+1

𝑡 𝑒𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

(𝑛!)𝛼(𝑛+ 1)𝛼

=
𝐾𝐾𝑛+1

1 𝐶𝑛+1
2 𝑏𝑛+1

𝑡 𝑒𝜔𝑡𝑡(𝑛+1)(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)

((𝑛+ 1)!)𝛼
.

Из неравенств (5.6) следует, что ряд (5.3) сходится в пространстве ℒ(𝒵) равномерно на
компактных подмножествах изменения переменной 𝑡. Поэтому оператор-функция 𝑍𝐴+𝐵(𝑡)
сильно непрерывна на R+. При этом

‖𝑧(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐾𝑒𝜔𝑡𝑡−(1−𝛽)(2−𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛
1𝐶

𝑛
2 𝑏

𝑛
𝑡 𝑡

𝑛(𝛼−𝛾)

(𝑛!)𝛼
‖𝑧0‖𝒵 ,

отсюда следуют неравенства (5.4) и (5.5).
Имеем

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(0)𝑧0 = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(0)𝑧0 = 0,

в силу (5.6) при 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N,

‖𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑍𝑛(𝑡)‖ℒ(𝒵) ⩽
𝐾𝐾𝑛

1𝐶
𝑛
2 𝑏

𝑛
𝑡 𝑒

𝜔𝑡𝑡𝑛(𝛼−𝛾)

(𝑛!)𝛼
ℬ((1− 𝛽)(2− 𝛼), 𝑛(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼) + 1),

поэтому 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑍𝑛(0)𝑧0 = 0. Кроме того,

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑍𝑛+1(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠,

𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑍𝑛+1(𝑡) = 𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(0)𝐵(𝑡)𝑍𝑛(𝑡)

+

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠

= 𝐽1−𝛽(2−𝛼)

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠
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+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠,⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
𝑡∫︁

0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))
𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
ℒ(𝒵)

⩽

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))

𝐾𝐾𝑛
1𝐶

𝑛
2 𝑏

𝑛+1
𝑡 𝑒𝜔𝑠𝑠𝑛(𝛼−𝛾)−(1−𝛽)(2−𝛼)−𝛾

(𝑛!)𝛼
𝑑𝑠

⩽
𝐾𝐾𝑛

1𝐶
𝑛
2 𝑏

𝑛+1
𝑡 𝑒𝜔𝑡𝑡𝑛(𝛼−𝛾)−1+𝛼−𝛾

(𝑛!)𝛼
Γ(𝑛(𝛼− 𝛾)− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

Γ(𝑛(𝛼− 𝛾) + 𝛼− 𝛾)
.

Поэтому с учетом равномерной сходимости ряда (5.3) и неравенства 𝛾 < 𝛼− 1 имеем

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 0.

В силу (5.3) и доказанной выше равномерной сходимости ряда

𝑧(𝑡) = 𝑍𝐴+𝐵(𝑡)𝑧0 :=𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑧0𝑑𝑠

=𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 +

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠.

(5.7)

Поскольку

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0

=
∞∑︁
𝑛=0

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0

= 𝐽1−𝛽(2−𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

𝑡∫︁
0

𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0 = 0,

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0

=
∞∑︁
𝑛=0

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0 = 0,

= 𝐽1−𝛽(2−𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

𝑡∫︁
0

(︂
𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)− (𝑡− 𝑠)−𝛽(2−𝛼)

Γ(1− 𝛽(2− 𝛼))

)︂
𝐵(𝑠)𝑍𝑛(𝑠)𝑑𝑠|𝑡=0 = 0,
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из (5.7) получаем равенство

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = 𝐴𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 +𝐷𝛼

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠. (5.8)

В силу условия im𝐵(𝑡) ⊂ 𝐷𝐴 при 𝑡 > 0, как при доказательстве равенств (3.2), (3.3)
получим

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝐴𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠,

при этом

‖𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐶3𝑠
−(1−𝛽)(2−𝛼)−𝛾, −(1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 > −1,

поскольку 𝛾 < 𝛼− 1, а значит, последний интеграл сходится,
𝑡∫︁

0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐷𝐴, 𝑡 > 0,

и по аналогии с доказательством равенства (3.3) докажем равенство

𝐷𝛼,𝛽

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠+𝐵(𝑡)𝑧(𝑡).

Докажем единственность решения. Заметим, что

𝐽𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝑧0)|𝑡=0 = 0,

𝐷1𝐽𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝑧0)|𝑡=0 = 𝐽𝛽(2−𝛼)𝐷1(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝑧0)|𝑡=0

= 𝐽𝛽(2−𝛼)𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(0)𝑧0 = 0,

поэтому

𝐽𝛼𝐷𝛼,𝛽𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 =𝐽𝛼𝐷2𝐽𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝑧0)

=𝐷2𝐽𝛼𝐽𝛽(2−𝛼)(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝑧0)

=𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 −
𝑡−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧0

Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))
= 𝐽𝛼𝐴𝑆𝐴(𝑡)𝑧0.

Таким образом, для любого 𝑧0 ∈ 𝐷𝐴

𝑧0 =𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)𝑧0 − 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝐽𝛼𝐴𝑆𝐴(𝑡)𝑧0

=(𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡)− 𝑔𝛼 * 𝐴𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡))𝑧0,

где 𝑔𝛽(𝑡) := 𝑡𝛽−1/Γ(𝛽), свертка Лапласа * определяется равенством

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
𝑡∫︁

0

𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Пусть некоторая функция 𝑥 удовлетворяет уравнению (5.2) и условиям (5.1) при 𝑧0 = 0.
Тогда

𝐽𝛼𝐷𝛼,𝛽𝑥(𝑡) = 𝐽𝛼𝐷2𝐽𝛽(2−𝛼)𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) = 𝐽𝛼(𝐴+𝐵)𝑥(𝑡),

1 * 𝑥 = (𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴 − 𝑔𝛼 * 𝐴𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴) * 𝑥
= 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴 * (𝑥− 𝑔𝛼 * 𝐴𝑥) = 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)𝑆𝐴 * 𝐽𝛼𝐵𝑥
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= 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)+𝛼𝑆𝐴 *𝐵𝑥.

Таким образом,

𝑥 = 𝐷1𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)+𝛼𝑆𝐴 *𝐵𝑥 = 𝐽 (1−𝛽)(2−𝛼)+𝛼−1𝑆𝐴 *𝐵𝑥 = 𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴 *𝐵𝑥

или

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑆𝐴(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 := (𝐹𝑥)(𝑡). (5.9)

Для решения уравнения (5.9) в силу неравенства (4.4) имеем при 𝑡 > 0

‖(𝐹𝑧)(𝑡)‖𝒵 ⩽

𝑡∫︁
0

𝐾Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))𝑒𝜔(𝑡−𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
‖𝐵(𝑠)‖ℒ(𝒵)‖𝑧(𝑠)‖𝒵𝑑𝑠

⩽
𝐾Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾)

Γ(𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)
𝑒𝜔𝑡𝑡𝛼−(1−𝛽)(2−𝛼)−𝛾𝑏𝑡‖𝑧‖𝐶(1−𝛽)(2−𝛼)((0,𝑡];𝒵).

Следовательно,

‖𝐹𝑧‖𝐶(1−𝛽)(2−𝛼)((0,𝑇1];𝒵) ⩽
𝐾Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾)𝑒𝜔𝑇1

Γ(𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

· 𝑇𝛼−𝛾
1 𝑏𝑇‖𝑧‖𝐶(1−𝛽)(2−𝛼)((0,𝑇1];𝒵).

При достаточно малом 𝑇1 ⩽ 𝑇 оператор 𝐹 является сжимающим в банаховом пространстве
𝐶(1−𝛽)(2−𝛼)((0, 𝑇1];𝒵) и по теореме о сжимающем отображении 𝑧 ≡ 0 на (0, 𝑇1]. Если 𝑇1 < 𝑇 ,
возьмем пространство

𝐶𝑇1

(1−𝛽)(2−𝛼)((0, 𝑇2];𝒵) := {𝑧 ∈ 𝐶(1−𝛽)(2−𝛼)((0, 𝑇2];𝒵) : 𝑧(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇1]}

при 𝑇2 = 2(𝛼−𝛾)−1
𝑇1, тогда

‖𝐹𝑧‖
𝐶

𝑇1
(1−𝛽)(2−𝛼)

((0,𝑇2];𝒵)
⩽
𝐾Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼))Γ(1− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾)

Γ(𝛼− (1− 𝛽)(2− 𝛼)− 𝛾 + 1)

· 𝑒𝜔𝑇1(2𝑇𝛼−𝛾
1 − 𝑇𝛼−𝛾

1 )𝑏𝑇‖𝑧‖𝐶𝑇1
(1−𝛽)(2−𝛼)

((0,𝑇2];𝒵)
.

Поэтому оператор 𝐹 сжимающий в банаховом пространстве 𝐶𝑇1

(1−𝛽)(2−𝛼)((0, 𝑇2];𝒵) и 𝑧 ≡ 0

на (0, 𝑇2]. За конечное число шагов 𝑛 получим 2(𝛼−𝛾)−1𝑛𝑇1 ⩾ 𝑇 .

Аналогично теореме 3.1 с заменой операторов 𝑆𝐴(𝑡) на операторы 𝑍𝐴+𝐵(𝑡) доказывается
следующее утверждение.

Теорема 5.2. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2], 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐴 ∈ 𝒞𝛼,𝛽, 𝐵 ∈ 𝐶𝛾(R+;ℒ(𝒵)), 𝑓 ∈ 𝐶𝛾((0, 𝑇 ];𝒵),
im𝐵(𝑡) ⊂ 𝐷𝐴, 𝑓(𝑡) ∈ 𝐷𝐴 при 𝑡 ∈ R+, 𝛾 < 𝛼− 1. Тогда задача типа Коши

𝐷−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧0, 𝐷1−(1−𝛽)(2−𝛼)𝑧(0) = 𝑧1

для уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑧(𝑡) = (𝐴+𝐵(𝑡))𝑧(𝑡) + 𝑓(𝑡)

при любых 𝑧0, 𝑧1 ∈ 𝐷𝐴 имеет единственное решение. При этом оно имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝑍𝐴+𝐵(𝑡)𝑧0 + 𝐽1𝑍𝐴+𝐵(𝑡)𝑧1 +

𝑡∫︁
0

𝐽1−𝛽(2−𝛼)𝑍𝐴+𝐵(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.
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6. Пример

При 𝛼 ∈ (1, 2), 𝛽 = 0 рассмотрим задачу типа Коши

𝐷𝛼
𝑡 𝑣(𝜉, 𝑡) =

𝜕2𝑣

𝜕𝜉2
(𝜉, 𝑡) +

2𝜋∫︁
0

𝑏(𝜉, 𝜂, 𝑡)𝑣(𝜂, 𝑡)𝑑𝜂, (𝜉, 𝑡) ∈ (0, 2𝜋)×R+, (6.1)

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(2𝜋, 𝑡),
𝜕𝑣

𝜕𝜉
(0, 𝑡) =

𝜕𝑣

𝜕𝜉
(2𝜋, 𝑡), 𝑡 ∈ R+, (6.2)

𝐷𝛼−2+𝑘
𝑡 𝑣(𝜉, 0) = 𝑣𝑘(𝜉), 𝜉 ∈ (0, 2𝜋), 𝑘 = 0, 1, (6.3)

где нижний индекс 𝑡 обозначает переменную по которой вычисляется дробная производ-
ная или дробный интеграл. Выберем пространство 𝒵 = 𝐿2(0, 2𝜋) и действующий в нем

оператор 𝐴 = 𝜌𝐷2
𝜉 = 𝜌 𝜕2

𝜕𝜉2
с областью определения

𝐷𝐴 = {𝑤 ∈ 𝐻2(0, 2𝜋) : 𝑤(0) = 𝑤(2𝜋), 𝐷1
𝜉𝑤(0) = 𝐷1

𝜉𝑤(2𝜋)},
где 𝐻2(0, 2𝜋) := 𝑊 2

2 (0, 2𝜋) — пространство Соболева. В силу теорем вложения для функ-
ций из этого пространства и их первых производных определено значение следа в точке.
Нетрудно вычислить спектр 𝜎(𝐴) = {−𝑘2 : 𝑘 ∈ Z} и соответствующую ортонорми-

рованную систему собственных функций {(2𝜋)− 1
2 𝑒𝑖𝑘𝜉 : 𝑘 ∈ Z}, которая образует базис в

𝐿2(0, 2𝜋). Поэтому при Re 𝛾 > 0

(𝜆𝛾 − 𝐴)𝑤(𝜉) =
∑︁
𝑘∈Z

(𝜆𝛾 + 𝑘2)

⟨
𝑤,

𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

⟩
𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

, (𝜆𝛾 − 𝐴)−1𝑤(𝜉) =
∑︁
𝑘∈Z

⟨
𝑤, 𝑒𝑖𝑘𝜉√

2𝜋

⟩
𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

𝜆𝛾 + 𝑘2
.

Для операторной косинус–функции имеем

L

[︃∑︁
𝑘∈Z

cos(𝑘𝑡)

⟨
·, 𝑒𝑖𝑘𝜉√

2𝜋

⟩
𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

]︃
=

1

2

∑︁
𝑘∈Z

(︂
1

𝜆+ 𝑖𝑘
+

1

𝜆− 𝑖𝑘

)︂⟨
·, 𝑒𝑖𝑘𝜉√

2𝜋

⟩
𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

=
∑︁
𝑘∈Z

𝜆

𝜆2 + 𝑘2

⟨
·, 𝑒𝑖𝑘𝜉√

2𝜋

⟩
𝑒𝑖𝑘𝜉√
2𝜋

= 𝜆(𝜆2 − 𝐴)−1.

Поэтому по лемме 5.8 [3] оператор 𝐴 порождает операторную косинус–функцию, т.е. 𝐴 ∈
𝒜2,0, а значит, по теореме 5 из [6] 𝐴 ∈ 𝒜𝛼,0. По теореме 5.1 сразу получаем следующий
результат.

Теорема 6.1. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝑏(𝜉, 𝜂, 𝑡) ∈ 𝐶𝛾(R+;𝐷𝐴 ×𝐿2(0, 2𝜋)), 𝛾 < 𝛼− 1. Тогда при
любых 𝑣0, 𝑣1 ∈ 𝐷𝐴 задача (6.1)–(6.3) имеет единственное решение.
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