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КРИТЕРИЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КРАТНОЙ

ИНТЕРПОЛЯЦИИ В ПРООБРАЗЕ ОПЕРАТОРА СВЕРТКИ

В.В. НАПАЛКОВ (МЛ.), А.А. НУЯТОВ

Аннотация. В работе найден критерий разрешимости задачи кратной интерполя-
ции в прообразе оператора свертки и, как следствие, критерий разрешимости задачи
Абеля — Гончарова в том же пространстве. В случае когда в качестве прообраза берет-
ся ядро оператора, будет иметь место единственность решения указанных задач при
условии, что множество узлов интерполяции будет множеством единственности в ядре
оператора свертки.
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1. Введение

Пусть 𝐻(C) — пространство целых функций с топологией равномерной сходимости на компак-
тах; сопряженное к пространству 𝐻(C) обозначим через 𝐻*(C), кроме того, введем обозначение

𝑃C = {𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C) : ∃ 𝑐1, 𝑐2 > 0, |𝑓(𝑧)| ⩽ 𝑐1𝑒
𝑐2|𝑧|}.

Функции 𝜙(𝑧) ∈ 𝑃C поставим в соответствие функционал 𝐹 ∈ 𝐻*(C) такой, что ̂︀𝐹 (𝑧) = 𝜙(𝑧), где̂︀𝐹 (𝑧) = ⟨𝐹𝜆, 𝑒𝜆𝑧⟩ — преобразование Лапласа функционала 𝐹 .
Оператор свертки, действующий из 𝐻(C) в 𝐻(C), с характеристической функцией 𝜙(𝑧) ∈ 𝑃C

запишем в виде

𝑀𝜙[𝑓 ](𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑓(𝑧 + 𝑡)𝛾(𝑡)𝑑𝑡, (1.1)

где 𝐶 — замкнутый контур, 𝛾(𝑡) — функция аналитическая на 𝐶 и вне 𝐶, 𝛾(∞) = 0.
Возьмем произвольно и зафиксируем функцию 𝑔0(𝑧) ∈ 𝐻(C). Рассмотрим сверточное уравне-

ние
𝑀𝜙[𝑓 ](𝑧) = 𝑔0(𝑧),

обозначим Im−1𝑀𝜙[𝑓 ] — прообраз оператора свертки. В случае, когда 𝑔0(𝑧) ≡ 0, прообраз опера-
тора свертки становится ядром Ker𝑀𝜙[𝑓 ].
Для произвольной функции 𝜓(𝑧) ∈ 𝐻(C) построим в 𝐻(C) идеал

(𝜓) = {𝜓(𝑧) ·𝑅(𝑧) : 𝑅(𝑧) ∈ 𝐻(C)}.

Определение 1.1. Равенства

𝐻(C) = (𝜓) + Im−1𝑀𝜙, (1.2)

𝐻(C) = (𝜓)⊕ Im−1𝑀𝜙, (1.3)
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будем называть представление и разложение Фишера для прообраза 𝑀𝜙 в 𝐻(C) соответствен-
но.

Если имеет место (1.2), то любую целую функцию можно представить, вообще говоря, не
единственным образом в виде

𝑓(𝑧) = ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧), 𝑔(𝑧) ∈ Im−1𝑀𝜙, ℎ(𝑧) ∈ (𝜓).

Приведем пример, когда характеристическая функция 𝜙(𝑧) оператора 𝑀𝜙 будет полиномом
𝑃 (𝑧) = 𝑧2 + 1, тогда оператор свертки станет дифференциальным оператором с постоянными
коэффициентами

𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
=

𝑑2

𝑑 𝑧2
+ 1,

и в качестве функции из идеала возьмем полином 𝑄(𝑧) = 𝑧 + 1.
Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑑2𝑓(𝑧)

𝑑 𝑧2
+ 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧,

функцией из прообраза будет

𝑓(𝑧) = 𝑐1𝑒
𝑖 𝑧 + 𝑐2𝑒

−𝑖 𝑧 +
1

2
𝑒𝑧.

Тогда представление Фишера будет иметь вид:

𝐻(C) = (𝑄) + 𝑐1𝑒
𝑖 𝑧 + 𝑐2𝑒

−𝑖 𝑧 +
1

2
𝑒𝑧.

Это значит, что для любой 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C):

𝑓(𝑧)− (𝑐1𝑒
𝑖 𝑧 + 𝑐2𝑒

−𝑖 𝑧 + 1
2𝑒
𝑧)

𝑧 + 1
∈ 𝐻(C),

из этого следует, что в нуле многочлена 𝑧 + 1 будет равенство:

𝑓(−1) = 𝑐1𝑒
−𝑖 + 𝑐2𝑒

𝑖 +
1

2
𝑒−1,

т.е. функция 𝑓(𝑧) будет определена, но не единственным образом.
Если же имеет место (1.3), то такое представление целой функции будет единственным.
Задачу кратной интерполяции в Im−1𝑀𝜙 с узлами 𝜇𝑗 ∈ C, являющимися нулями 𝜓 ∈ 𝐻(C), с

кратностями 𝑞𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . ., поставим следующим образом: для произвольной последовательно-

сти комплексных чисел 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ;, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘−1 существует ли функция 𝑦 ∈ Im−1𝑀𝜙

такая, что

𝑦(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘 − 1.

Лемма 1.1. Разрешимость задачи кратной интерполяции эквивалентна тому, что имеет
место представление Фишера

𝐻(C) = (𝜓) + Im−1𝑀𝜙.

Доказательство. 1. Пусть имеет место представление Фишера (1.2). Из теоремы Миттаг — Леф-
флера и теоремы Вейерштрасса о существовании целых функций с заданными нулями следует,
что существует функция ℎ(𝑧) ∈ 𝐻(C) такая, что ℎ(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘 − 1.

В силу (1.2)

ℎ(𝑧) = 𝑦(𝑧) + 𝜓(𝑧) · 𝑔(𝑧), 𝑦(𝑧) ∈ Im−1𝑀𝜙, 𝑔(𝑧) ∈ 𝐻(C),

из которого следует равенство 𝑦(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘 − 1. Заметим, что если

выполняется (1.3), то функция 𝑦(𝑧) единственна.
2. Пусть разрешима задача кратной интерполяции. То, что имеет место представление Фишера

можно записать иначе, а именно, для любой функции ℎ(𝑧) ∈ 𝐻(C) существует функция 𝑦(𝑧) ∈
Im−1𝑀𝜙 такая, что

ℎ(𝑧)− 𝑦(𝑧)

𝜓(𝑧)
∈ 𝐻(C).
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Последнее будет выполнено, если ℎ(𝑧) − 𝑦(𝑧) будет обращаться в ноль в нулях функции 𝜓(𝑧) (в

противном случае функция
ℎ(𝑧)− 𝑦(𝑧)

𝜓(𝑧)
будет мероморфной).

Поскольку по условию задача кратной интерполяции разрешима в прообразе оператора сверт-
ки, и существует функция ℎ(𝑧) ∈ 𝐻(C) такая, что ℎ(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘−1,
то

ℎ(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 = 𝑦(𝑘)(𝜇𝑗), 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞𝑘 − 1,

где 𝜇𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . — нули функции 𝜓(𝑧). Таким образом имеет место представление Фишера
(1.2). Заметим, что если задача кратной интерполяции в прообразе оператора свертки имеет
единственное решение, то имеет место (1.3).

Частным случаем рассматриваемой задачи является:

𝑦(𝑘)(𝜇𝑗) = 𝑎𝑘𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 = 0, 𝑗.

Значит, в прообразе оператора свёртки будет существовать функция 𝑦(𝑧), у которой для после-
довательности комплексных чисел 𝑎00, 𝑎

1
1, . . . , 𝑎

𝑛
𝑛, . . . будет выполнено

𝑦(𝑘)(𝜇𝑘) = 𝑎𝑘𝑘.

Тем самым получаем задачу Абеля — Гончарова (см. [4]) в прообразе оператора свертки.
В случае, когда характеристической функцией оператора свёртки является многочлен, опе-

ратор свёртки становится линейным дифференциальным оператором конечного порядка с по-
стоянными коэффициентами, а значит, важным частным следствием получаем, что для одно-
родного линейного дифференциального уравнения конечного порядка с постоянными коэффи-
циентами решается задача кратной интерполяции и задача Абеля — Гончарова. Кроме того,
дифференциально-разностный оператор, интегро-дифференциальный оператор, линейный диф-
ференциальный оператор бесконечного порядка с постоянными коэффициентами также явля-
ются частным случаем оператора свёртки, и для соответствующих однородных уравнений как
следствие решены эти задачи.
В работе [9] задача интерполяции решена для случая, когда узлы простые и лежат на веще-

ственной оси. В работе [10] решена задача интерполяции в ядре оператора свертки, когда узлы
могут быть комплексные. В работе [11] решена задача кратной интерполяции в ядре операто-
ра свертки. Цель данной работы: найти условия, при которых будет разрешима задача кратной
интерполяции в прообразе оператора свертки.

2. Предварительные результаты

Наряду с оператором 𝑀𝜙[𝑓 ](𝑧) введем линейный и непрерывный в топологии пространства
𝐻(C) оператор

𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · 𝑦(𝑧)] + 𝑔0(𝑧) : 𝐻(C) → 𝐻(C), (2.1)

как и выше, 𝑔0(𝑧) — функция из образа оператора 𝑀𝜙[𝑓 ](𝑧).

Теорема 2.1. Имеет место представление Фишера в 𝐻(C) тогда и только тогда, когда
оператор (2.1) сюръективен.

Доказательство. 1. Пусть выполнено равенство (1.2) и 𝑔(𝑧) ∈ 𝐻(C). Поскольку оператор свертки
(1.1) является сюръективным (см. [6]), то для 𝑔(𝑧) существует 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C) : 𝑀𝜙[𝑓 ] = 𝑔(𝑧).
Согласно (1.2) функцию 𝑓(𝑧) можно представить в виде

𝑓(𝑧) = 𝜓(𝑧) · ℎ(𝑧) + 𝑢(𝑧), ℎ(𝑧) ∈ 𝐻(C), 𝑢(𝑧) ∈ Im−1𝑀𝜙,

поэтому

𝑀𝜙[𝑓 ] =𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · ℎ(𝑧)] +𝑀𝜙[𝑢(𝑧)] =𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · ℎ(𝑧)] + 𝑔0(𝑧) = 𝑔(𝑧),

получаем, что оператор 𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · ℎ(𝑧)] + 𝑔0(𝑧) является сюръективным.
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2. Пусть оператор (2.1) сюръективен. Требуется доказать равенство (1.2). Поскольку оператор
(2.1) и оператор свертки сюръективны, то для произвольной 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C) существуют функции
𝑤1(𝑧) ∈ Im−1𝑀𝜙, 𝑦1(𝑧) ∈ 𝐻(C), удовлетворяющие равенству

𝑀𝜙[𝑓(𝑧)] =𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · 𝑦1(𝑧)] + 𝑔0(𝑧) =𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · 𝑦1(𝑧)] +𝑀𝜙[𝑤1(𝑧)],

поэтому
𝑓(𝑧) = 𝑤1(𝑧) + 𝜓(𝑧) · 𝑦1(𝑧),

тем самым доказано, что имеет место представление Фишера (1.2).

Обозначим через 𝑁𝜙 и 𝑁𝜓 — нулевые множества функций 𝜙(𝑧) и 𝜓(𝑧). Сформулируем условия
инъективности оператора 𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0(𝑧).

Теорема 2.2. Если выполнены два условия:

1. ∃ℎ0(𝑧) ∈ 𝐻(C) : ℎ0(𝑧) ∈ (𝜓)
⋂︀
{𝑓 ∈ 𝐻(C) :𝑀𝜙[𝑓 ] = 𝑔0};

2. 𝑁𝜓 — множество единственности в Ker𝑀𝜙,

то оператор 𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0(𝑧) будет инъективным.

Доказательство. Согласно пункту 1, ∃ℎ̂0 ∈ 𝐻(C) : ℎ0(𝑧) = ℎ̂0(𝑧) · 𝜓(𝑧), при этом

𝑀𝜙[𝜓 · 𝑓 ] + 𝑔0(𝑧) =𝑀𝜙[𝜓 · 𝑓 ] +𝑀𝜙[ℎ0] =𝑀𝜙[𝜓(𝑓 + ℎ̂0)].

Рассмотрим уравнение
𝑀𝜙[𝜓(𝑧)(𝑓(𝑧) + ℎ̂0(𝑧))] = 0,

функция 𝑢(𝑧) = 𝜓(𝑧)(𝑓(𝑧)+ℎ̂0(𝑧)) обращается в нуль в точках множества 𝑁𝜓, которое по условию
является множеством единственности в Ker𝑀𝜙, поэтому 𝑢(𝑧) ≡ 0, поскольку для линейного
оператора инъективность эквивалентна тривиальности его ядра, то оператор 𝑀𝜙[𝜓(𝑧) · ] + 𝑔0(𝑧)
будет инъективный.

Следствие 2.1. Если 𝑁𝜓 — множество единственности в Ker𝑀𝜙, то оператор 𝑀𝜙[𝜓 · ] бу-
дет инъективным.

По теореме 2.1 сюръективность оператора𝑀𝜙[𝜓 · ]+𝑔0(𝑧) эквивалентна представлению Фишера

𝐻(C) = (𝜓) + Im−1𝑀𝜙.

Очевидно, что для существования разложения Фишера должна быть еще инъективность опера-
тора 𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0(𝑧), при этом инъективность этого оператора эквивалентна тому, что

(𝜓) ∩ {𝑓 ∈ 𝐻(C) :𝑀𝜙[𝑓 ] = 𝑔0} = {0},
(поскольку прямая сумма двух линейных подпространств возможна только в случае, когда под-
пространства пересекаются в нуле) поэтому по теореме 2.2, вообще говоря, разложение Фишера
не существует, но будет существовать представление Фишера, т.е. задача интерполяции в прооб-
разе оператора свертки разрешима, но не единственным образом. Заметим, что по следствию 2.1
в случае, когда 𝑁𝜓 — множество единственности в Ker𝑀𝜙, существует разложение

𝐻(C) = (𝜓)⊕Ker𝑀𝜙.

3. Оператор свертки в пространстве 𝑃C

Согласно результатам статей [15], [19] функция 𝜓 ∈ 𝐻(C) порождает в пространстве 𝑃C сюръ-
ективный оператор свертки 𝑀𝜓 : 𝑃C → 𝑃C

𝑀𝜓[𝑓 ](𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝜓(𝑡)𝛾(𝑡)𝑒𝑧𝑡𝑑𝑡, (3.1)

где 𝛾(𝑡) — функция, ассоциированная по Борелю с 𝑓(𝑧), 𝐶 - замкнутый контур, охватывающий
все особые точки 𝛾(𝑡).
Выберем произвольно и зафиксируем функцию 𝐺0(𝑧) ∈ 𝑃C, и рассмотрим уравнение

𝑀𝜓[𝑓 ] = 𝐺0(𝑧).
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Пусть (𝜙) = {𝜙(𝑧) · 𝐺(𝑧) : 𝐺(𝑧) ∈ 𝑃C} — идеал в пространстве 𝑃C, Im
−1𝑀𝜓[𝑓 ] — прообраз

оператора (3.1).

Определение 3.1. Равенства

𝑃C = (𝜙) + Im−1𝑀𝜓,

𝑃C = (𝜙)⊕ Im−1𝑀𝜓,

будем называть представление и разложение Фишера для прообраза 𝑀𝜓 в 𝑃C соответственно.

Введем в рассмотрение линейный и непрерывный оператор

𝑀𝜓[𝜙(𝑧) · 𝑦(𝑧)] +𝐺0(𝑧) : 𝑃C → 𝑃C. (3.2)

Сформулируем аналог теоремы 2.1 для оператора (3.2).

Теорема 3.1. Имеет место представление Фишера в 𝑃C тогда и только тогда, когда опе-
ратор (3.2) сюръективен.

Доказательство теоремы 3.1 аналогично доказательству теоремы 2.1, поскольку для любой
𝑔(𝑧) ∈ 𝑃C существует 𝑓(𝑧) ∈ 𝑃C :𝑀𝜓[𝑓 ](𝑧) = 𝑔(𝑧).

Теорема 3.2. Если выполнены два условия:

1. ∃ℎ0(𝑧) ∈ 𝑃C : ℎ0(𝑧) ∈ (𝜙)
⋂︀
{𝑓 ∈ 𝑃C :𝑀𝜓[𝑓 ] = 𝐺0};

2. 𝑁𝜙 — множество единственности в Ker𝑀𝜓,

то оператор 𝑀𝜓[𝜙·] +𝐺0(𝑧) будет инъективным.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.2.

Следствие 3.1. Если 𝑁𝜙 — множество единственности в Ker𝑀𝜓, то оператор 𝑀𝜓[𝜙·] бу-
дет инъективным.

По аналогии с пространством 𝐻(C), вообще говоря, единственности в задаче интерполяции в
прообразе оператора𝑀𝜓 не будет, но при определенных условиях будет существовать разложение

𝑃C = (𝜙)⊕Ker𝑀𝜓.

Перепишем оператор (2.1) в виде:
𝑀𝜙[𝜓 · 𝑓 + 𝑓0],

здесь 𝜓 и 𝑓0 — фиксированные целые функции, а 𝑓 «пробегает» все пространство 𝐻(C). Посколь-
ку оператор 𝑀𝜙[𝜓 · 𝑓 + 𝑓0] линейно и непрерывно отображает 𝐻(C) в 𝐻(C), тогда сопряженный
оператор 𝑀*

𝜙[𝜓 · 𝑓 + 𝑓0] линейно и непрерывно отображает пространство 𝐻
*(C) в 𝐻*(C). Так как

пространства 𝐻*(C) и 𝑃C топологически изоморфны (см. [6]), то оператор 𝑀*
𝜙[𝜓 · 𝑓 + 𝑓0] порож-

дает линейный и непрерывный оператор, действующий из 𝑃C в 𝑃C по правилу: если 𝐺(𝑧) ∈ 𝑃C,
то ̂︁𝑀*

𝜙[𝐺] =𝑀𝜓[𝜙 ·𝐺], (3.3)

где 𝑀𝜓 — оператор вида (3.1). Поскольку пространство 𝐻(C) является пространством Фреше,
применяя результат работы [3] ( или [1, теорема 1.2, стр. 81]), получаем, что справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема 3.3. Справедливы утверждения:

1. Im(𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0) замкнут в 𝐻(C) тогда и только тогда, когда Im𝑀𝜓[𝜙·] замкнут в 𝑃C;

2. Im(𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0) является всюду плотным в 𝐻(C) тогда и только тогда, когда 𝑀𝜓[𝜙·]
является инъективным;

3. 𝑀𝜙[𝜓 · ]+𝑔0 является инъективным тогда и только тогда, когда Im𝑀𝜓[𝜙 · ] является всюду
плотным в 𝑃C.

Из теорем 2.1, 3.1 и 3.3 получаем

Следствие 3.2.
𝐻(C) = (𝜓)⊕Ker𝑀𝜙 ⇔ 𝑃C = (𝜙)⊕Ker𝑀𝜓,

где Ker𝑀𝜓 — ядро оператора (3.1).
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4. Достаточные множества

Топология 𝜏C пространства 𝑃C определяется, как индуктивный предел нормированных весовых
пространств

𝐵𝑛 = {𝜙(𝜆) ∈ 𝑃C : ‖𝜙‖𝑛 = sup
𝜆∈C

|𝜙(𝜆)|𝑒−𝑛|𝜆| <∞}, 𝑛 ∈ N.

Пусть 𝑆 ⊂ C — множество единственности в 𝑃C. Тогда в 𝑃C можно ввести топологию 𝜏𝑆
индуктивного предела пространств

𝐵𝑛,𝑆 = {𝜙(𝜆) ∈ 𝑃C : ‖𝜙‖𝑛,𝑆 = sup
𝜆∈𝑆

|𝜙(𝜆)|𝑒−𝑛|𝜆| <∞}, 𝑛 ∈ N.

Для дальнейшего нам понадобится сходимость к нулю в топологии 𝜏C (см. [12]): пусть 𝑓𝑚 —
счетная последовательность функций из 𝑃C, тогда 𝑓𝑚 → 0 при 𝑚 → ∞ в топологии 𝜏C тогда и
только тогда, когда найдутся числа 𝜎 > 0 и 𝑀 > 0 такие, что

(a.1) |𝑓𝑚(𝑧)| ⩽𝑀𝑒𝜎|𝑧|, ∀𝑚 ∈ N, ∀𝑧 ∈ C;
(b.1) для любого компакта 𝐾C ⊂ C: |𝑓𝑚(𝑧)| ⇒ 0 при 𝑚→ ∞, 𝑧 ∈ 𝐾C.

Введем понятие достаточности множества 𝑆 ⊂ C в 𝑈 ⊂ 𝑃C с индуцированной из 𝑃C топологией.

Определение 4.1. Будем говорить, что 𝑆 — достаточное множество на 𝑈 , если из условий

(a.2) для любой последовательности функций 𝑞𝑘(𝑧) ∈ 𝑈 найдутся числа 𝜎 > 0 и 𝑀 > 0 такие,

что |𝑞𝑘(𝑧)| ⩽𝑀𝑒𝜎|𝑧|, ∀𝑘 ∈ N, ∀𝑧 ∈ 𝑆;

(b.2) для любого компакта 𝐾𝑆 ⊂ 𝑆 : |𝑞𝑘(𝑧)| ⇒ 0 при 𝑘 → ∞, 𝑧 ∈ 𝐾𝑆;

следует сходимость этой последовательности на 𝑈 .

Условия (a.2) и (b.2) задают сходимость к нулю в топологии 𝜏𝑆 .
В работе [9, теорема 6, с. 81] доказана

Теорема 4.1. Если 𝑁𝜙 — достаточное множество в Ker𝑀𝜓, то оператор 𝑀𝜓[𝜙 · ] будет
инъективным и Im𝑀𝜓[𝜙 · ] замкнут в 𝑃C.

Поскольку два условия: 𝑀𝜓[𝜙 · ] будет инъективным и Im𝑀𝜓[𝜙 · ] замкнут в 𝑃C согласно тео-
реме 3.3 эквивалентны тому, что оператор 𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0 будет сюръективным, то получается, что
верна

Теорема 4.2. Пусть 𝜙(𝑧) ∈ 𝑃C, 𝜓(𝑧) ∈ 𝐻(C). Если 𝑁𝜙 — достаточное множество в Ker𝑀𝜓,
то имеет место представление Фишера

𝐻(C) = (𝜓) + Im−1 𝑀𝜙.

Кроме того, если 𝑁𝜓 — множество единственности в Ker𝑀𝜙, то существует разложение
Фишера

𝐻(C) = (𝜓)⊕Ker𝑀𝜙.

Пусть 𝑁𝜙 = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 — нулевое множество функции 𝜙 ∈ 𝑃C, каждый нуль повторяется столько

раз какова его кратность (для того чтобы не было громоздких обозначений в дальнейшем под

𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 2 . . . будем понимать некоторую подпоследовательность последовательности {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1);

𝑁𝜓 = {𝜇𝑘}+∞
𝑘=1 — множество нулей функции 𝜓 ∈ 𝐻(C), каждый нуль повторяется столько раз ка-

кова его кратность; через 𝑞𝑗 обозначим кратность нуля 𝜇𝑗 ; 𝑁̃𝜓 — бесконечное множество, которое
состоит из всех различных нулей функции 𝜓 ∈ 𝐻(C).

Теорема 4.3 ([11]). Пусть для некоторого фиксированного 𝛼 ∈ [0,+∞) существует число
𝛽 ∈ [0,+∞) такое, что 𝛼 · 𝛽 < 1, при этом выполнены условия:

(a) 𝑁𝜙 ⊂ 𝐷𝛼 = {𝑧 ∈ C : | Im 𝑧| ⩽ 𝛼Re 𝑧} и существует подпоследовательность 𝜆𝑘 такая, что

Re(𝜆𝑘) < Re(𝜆𝑘+1), 𝑘 ∈ N.
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(b) 𝑁𝜓 ⊂ 𝐷𝛽 = {𝑧 ∈ C : | Im 𝑧| ⩽ 𝛽Re 𝑧}, при этом для элементов множества 𝑁̃𝜓 выполнено:

Re(𝜇𝑘) <
1− 𝛼𝛽

1 + 𝛼𝛽
Re(𝜇𝑘+1), 𝑘 ∈ N.

Тогда множество 𝑁𝜙 является достаточным в Ker𝑀𝜓.

В работе [5, с. 142] приводится пример, который показывает, что существуют такие операторы
свертки из рассматриваемого класса, что проблема интерполяции функциями из ядра оператора
свертки с произвольными комплексными узлами интерполяции 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . ., вообще говоря,
неразрешима. Пусть множество узлов интерполяции содержит точки 𝜇1 ∈ R, 𝜇2 = 𝜇1 + 𝑖 ∈ C,
а 𝜙(𝑧) = 1 − 𝑒𝑖𝑧. Тогда проблема простой интерполяции целыми функциями из Ker𝑀𝜙 = {𝑓 ∈
𝐻(C) : 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 + 𝑖)} неразрешима.
В этом примере 𝜆𝑛 = 2𝜋𝑛 ∈ R. Все функции из ядра Ker𝑀𝜙 являются периодическим с

периодом 𝑖, поэтому нет возможности задавать произвольные интерполяционные данные в узлах
𝜇1 ∈ R, 𝜇2 = 𝜇1 + 𝑖 ∈ C.

5. Основной результат

Пусть 𝑁𝜙 = {𝜆𝑘}𝑠⩽∞
𝑘=1 — нулевое множество функции 𝜙 ∈ 𝑃C, 𝑁𝜓 = {𝜇𝑘}𝑚⩽∞

𝑘=1 — множество
нулей функции 𝜓(𝑧) ∈ 𝐻(C), каждый ноль повторяется с учетом его кратности. Используя ре-
зультат [15], [19], отметим, что Ker𝑀𝜓 состоит из квазиполиномов с показателями из множества
𝑁𝜓, т.е. для любого 𝑟(𝑧) ∈ Ker𝑀𝜓 можно записать

𝑟(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗𝑧
𝑗𝑒𝜇𝑖·𝑧, (5.1)

где 𝑞𝑖 — кратность нуля 𝜇𝑖, все коэффициенты 𝐶𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1 отличны от нуля.

Замечание 5.1. Важно, что в равенстве (5.1) участвуют только те мономы, у которых
показатели 𝜇𝑖 ∈ 𝑁𝜓, 𝑖 = 1, 𝑛 принадлежат сопряженной диаграмме 𝑟(𝑧).

Расставим 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 в порядке возрастания модулей, поскольку слагаемых в (5.1) конечное
число, тогда

|𝜇𝑖| ⩽ 𝐶𝜇, ∃𝐶𝜇 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

Теорема 5.1. Пусть конечный набор комплексных чисел ̃︀𝑁𝜓 = {𝜇𝑖}𝑛𝑖=1 — это множество
нулей 𝜓(𝑧), которые попали в сопряженную диаграмму функции 𝑟(𝑧) ∈ Ker𝑀𝜓[𝜙·], т.е.

𝑟(𝑧) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗𝑧
𝑗𝑒𝜇𝑖·𝑧.

Для того чтобы множество 𝑁𝜙 было достаточным множеством в Ker𝑀𝜓[𝜙·] необходимо и

достаточно, чтобы существовали элементы множества 𝑁𝜙 в количестве 𝑄 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖 для кото-

рых

𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒

𝜇𝑖𝜆𝑝
)︁
̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, 𝑝 = 1, . . . , 𝑄.

Доказательство. 1. Пусть 𝐷𝜇𝜆 ̸= 0.
Возьмем последовательность из пространства Ker𝑀𝜓

𝑟𝑚(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗(𝑚)𝑧𝑗𝑒𝜇𝑖·𝑧, 𝑚 = 1, 2, . . . .

Согласно условию теоремы существует 𝑄 элементов множества 𝑁𝜙 таких, что

𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒

𝜇𝑖𝜆𝑝
)︁
̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, 𝑝 = 1, 𝑄,
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тогда коэффициенты 𝐶𝑖𝑗(𝑚) являются решениями системы

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗(𝑚)𝜆𝑗𝑝𝑒
𝜇𝑖·𝜆𝑝 = 𝑟𝑚(𝜆𝑝), 𝑝 = 1, 𝑄,

и по правилу Крамера выражаются по формулам

𝐶𝑖𝑗(𝑚) =
∆𝑙(𝑗,𝑖)

𝐷𝜇𝜆
,

где ∆𝑙(𝑗,𝑖) — определитель матрицы, полученной из матрицы 𝐴 =
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒𝜇𝑖𝜆𝑝

)︁
заменой 𝑙(𝑗, 𝑖)-того

столбца столбцом свободных членов, при этом

∆𝑙(𝑗,𝑖) =

𝑄∑︁
𝑝=1

(−1)𝑙(𝑗,𝑖)+𝑝 det𝐴𝑙(𝑗,𝑖),𝑝𝑟𝑚(𝜆𝑝).

Расставим 𝜆𝑝, 𝑝 = 1, 𝑄 в порядке возрастания модулей, тогда

|𝜆𝑝| ⩽ 𝐶𝜆, ∃𝐶𝜆 > 0, 𝑝 = 1, 𝑄.

Покажем, что все коэффициенты 𝐶𝑖𝑗(𝑚), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1 ограничены. Проведем оценки

на определители ∆𝑙(𝑗,𝑖), для этого с помощью (a.2) оценим 𝑟𝑚(𝜆𝑝), 𝑝 = 1, 𝑄:

|𝑟𝑚(𝜆𝑝)| ⩽𝑀𝑒𝜎|𝜆𝑝| ⩽𝑀𝑒𝜎·𝐶𝜆 ,

а также оценим сверху det𝐴𝑙(𝑗,𝑖),𝑝:⃒⃒
det𝐴𝑙(𝑗,𝑖),𝑝

⃒⃒
⩽ (𝑄− 1)! |𝜆𝑄−1|𝑄−1 𝑒(𝑄−1)Re(𝜇𝑛·𝜆𝑄−1)

⩽ (𝑄− 1)! |𝐶𝜆|𝑄−1 𝑒(𝑄−1)𝐶𝜇𝐶𝜆 .

Тогда для 𝐶𝑖𝑗(𝑚) будет верно неравенство:

|𝐶𝑖𝑗(𝑚)| ⩽ 𝐶 :=
𝑄! ·𝑀
𝐷𝜇𝜆

· |𝐶𝜆|𝑄−1 𝑒(𝑄−1)𝐶𝜇𝐶𝜆+𝜎𝐶𝜆 .

Докажем, что 𝑁𝜙 является множеством единственности в Ker𝑀𝜓. Для этого надо показать,
что из равенства 𝑟𝑚(𝜆𝑝) = 0 следует тождество 𝑟𝑚(𝑧) ≡ 0. Рассмотрим систему

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗(𝑚)𝜆𝑗𝑝𝑒
𝜇𝑖·𝜆𝑝 = 0.

Согласно условию теоремы определитель этой системы будет отличен от нуля. Выражая коэф-
фициенты 𝐶𝑖𝑗(𝑚) по правилу Крамера, как это было сделано выше, и, заменяя в определителе
∆𝑙(𝑗,𝑖) столбец 𝑙(𝑗, 𝑖) столбцом свободных членов, получим, что 𝐶𝑖𝑗(𝑚) = 0, а значит, 𝑟𝑚(𝑧) ≡ 0.
Докажем, что

lim
𝑚→∞

𝐶𝑖𝑗(𝑚) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1.

Из рассуждений ранее следует, что для 𝐶𝑖𝑗(𝑚) в силу соотношения |𝑟𝑚(𝜆𝑝)| → 0, 𝑚→ ∞ выпол-
нена оценка

|𝐶𝑖𝑗(𝑚)| ⩽ 𝑄!

𝐷𝜇𝜆
𝐶𝑄−1
𝜆 𝑒(𝑄−1)𝐶𝜇𝐶𝜆 · |𝑟𝑚(𝜆𝑝)| → 0, 𝑚→ ∞, ∀𝑝 ∈ N.

Следовательно, 𝐶𝑖𝑗(𝑚) → 0, 𝑚 → ∞, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, т.е. max
𝑖=1,𝑛,𝑗=0,𝑞𝑖−1

|𝐶𝑖𝑗(𝑚)| → 0, а это

значит, что для любого компакта 𝐾C будет выполнено

|𝑟𝑚(𝑧)| ⩽ 𝑄 · max
𝑖=1,𝑛,𝑗=0,𝑞𝑖−1

|𝐶𝑖𝑗(𝑚)| max
𝑧∈𝐾C

|𝑧|
max
𝑖=1,𝑛

𝑞𝑖
𝑒
𝐶𝜇· max

𝑧∈𝐾C
|𝑧|

→ 0, 𝑚→ ∞, 𝑧 ∈ 𝐾C.

Кроме того, будет выполнена оценка для 𝑧 ∈ C

|𝑟𝑚(𝑧)| ⩽ 𝑄 · |𝐶𝑖𝑗(𝑚)||𝑧|
max
𝑖=1,𝑛

𝑞𝑖
𝑒Re(𝜇𝑖·𝑧) ⩽ 𝑄 · 𝐶 · 𝑒

(︃
max
𝑖=1,𝑛

𝑞𝑖

)︃
ln |𝑧|+𝐶𝜇|𝑧|

⩽ 𝑄 · 𝐶 · 𝑒
2max

(︃
max
𝑖=1,𝑛

𝑞𝑖,𝐶𝜇

)︃
|𝑧|
.
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Получаем, что 𝑟𝑚(𝑧) → 0 в топологии 𝜏C, и множество 𝑁𝜙 будет достаточным в Ker𝑀𝜓.
2. Пусть 𝑁𝜙 — достаточное множество в Ker𝑀𝜓[𝜙·]. Это значит, что 𝑁𝜙 будет множеством

единственности в Ker𝑀𝜓[𝜙·], т.е. для любой функции 𝑟(𝑧) ∈ Ker𝑀𝜓[𝜙·], обращающейся в нуль
на каждом элементе множества 𝑁𝜙, будет следовать, что 𝑟(𝑧) ≡ 0.
Подставим в функцию

𝑟(𝑧) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗𝑧
𝑗𝑒𝜇𝑖·𝑧

𝑄 элементов множества 𝑁𝜙, и получим однородную систему

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖𝑗𝜆
𝑗
𝑝𝑒
𝜇𝑖·𝜆𝑝 = 0, 𝑝 = 1, . . . , 𝑄.

Поскольку эта однородная система имеет только тривиальное решение (𝑟(𝑧) ≡ 0), определитель
этой системы отличен от нуля. Значит,

𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒

𝜇𝑖𝜆𝑝
)︁
̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, 𝑝 = 1, . . . , 𝑄.

Следствие 5.1. Пусть множество 𝑁𝜓 состоит только из простых нулей функции 𝜓, при

этом ̃︀𝑁𝜓 = {𝜇𝑖}𝑛𝑖=1 — это множество нулей 𝜓(𝑧), которые попали в сопряженную диаграмму
функции 𝑟(𝑧) ∈ Ker𝑀𝜓[𝜙·], т.е.

𝑟(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗𝑒
𝜇𝑖·𝑧.

Для того чтобы множество 𝑁𝜙 было достаточным в Ker𝑀𝜓[𝜙·] необходимо и достаточно,
чтобы существовало 𝑛 элементов множества 𝑁𝜙 для которых

𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝑒𝜇𝑖𝜆𝑝

)︁
̸= 0, 𝑖, 𝑝 = 1, 𝑛.

Замечание 5.2. Инъективность линейного оператора эквивалентна тому, что его ядро
тривиально, значит, если оператор 𝑀𝜓[𝜙·] инъективный, то

𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒

𝜇𝑖𝜆𝑝
)︁
̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, 𝑝 = 1, . . . , 𝑄.

Доказательство этого факта аналогично доказательству пункта 2 теоремы 5.1.

Для случая когда узлы интерполяции простые можно указать условия, при которых определи-
тель 𝐷𝜇𝜆 будет отличен от нуля. Для этого воспользуемся результатом работы [16], в этой статье
приводится

Теорема 5.2. Пусть 𝑝 — простое число, и 𝜀 — корень степени 𝑝 из единицы в поле характе-
ристики нуль. Предположим, что 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Z являются попарно не сравнимыми по модулю
𝑝, для 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ Z аналогично. Тогда

det
(︁
𝜀𝑎𝑖·𝑏𝑗

)︁
̸= 0.

Поскольку пространство комплексных чисел является полем характеристики ноль, можно
сформулировать

Следствие 5.2. Пусть 𝑝 — простое число, для него зафиксируем натуральное число 𝑘 ∈
{1, 2, . . . , 𝑝− 1}. Предположим, что 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Z являются попарно не сравнимыми по модулю
𝑝, для 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ Z аналогично. Тогда

det
(︁
𝑒

2𝜋𝑖𝑘
𝑝

(𝑎𝑖+𝑖·𝐴)·(𝑏𝑗+𝑖·𝐵)
)︁
̸= 0, ∀𝐴,𝐵 ∈ R. (5.2)

Доказательство. По свойствам определителей и (5.2) для любых 𝐴,𝐵 ∈ R будет выполнено

det
(︁
𝑒

2𝜋𝑖𝑘
𝑝

(𝑎𝑖+𝑖·𝐴)·(𝑏𝑗+𝑖·𝐵)
)︁
= 𝑒

− 2𝜋𝑘𝐵
𝑝

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖
· 𝑒

− 2𝜋𝑘𝐴
𝑝

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗
· 𝑒−

2𝜋𝑖𝑘𝑛
𝑝

𝐴·𝐵 · det
(︁
𝑒

2𝜋𝑖𝑘
𝑝
𝑎𝑖·𝑏𝑗

)︁
̸= 0.
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Сформулируем теорему, которая содержит основные выводы работы.

Теорема 5.3. Следующие условия эквивалентны.

(1) Разрешима задача кратной интерполяции в прообразе оператора свертки.

(2) Имеет место представление Фишера 𝐻(C) = Im−1𝑀𝜙 + (𝜓).

(3) Оператор 𝑀𝜙[𝜓 · ] + 𝑔0(𝑧) является сюръективным.

(4) Оператор 𝑀𝜓[𝜙 · ] является инъективным и Im𝑀𝜓[𝜙 · ] является замкнутым в 𝑃C.

(5) Множество 𝑁𝜙 является достаточным в Ker𝑀𝜓.

(6) Определитель 𝐷𝜇𝜆 = det
(︁
𝜆𝑗𝑝𝑒𝜇𝑖𝜆𝑝

)︁
̸= 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 0, 𝑞𝑖 − 1, 𝑝 = 1, . . . , 𝑄 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖.

Доказательство. 1. (1) ⇔ (2) доказано в лемме 1.1.

2. (2) ⇔ (3) доказано в теореме 2.1.

3. (3) ⇔ (4) следует из теоремы 3.3.

4. (4) ⇒ (6) следует из замечания 5.2.

5. (5) ⇔ (6) доказано в теореме 5.1.

6. (5) ⇒ (2) следует из теоремы 4.2.

6. Частные случаи

6.1. Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами. Ес-
ли характеристической функцией оператора свертки является многочлен, то оператор свертки
становится линейным дифференциальным оператором с постоянными коэффициентами конеч-
ного порядка. Возьмем два полинома 𝑃 (𝑧) и 𝑄(𝑧) над полем комплексных чисел. Рассмотрим
уравнение

𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
𝑓0(𝑧) = 𝑔0(𝑧),

здесь 𝑔0(𝑧) ∈ 𝐻(C) выбрана произвольно и зафиксирована. Для введенных полиномов 𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧)
и функции 𝑔0(𝑧) зададим оператор

𝑇 [𝑓 ] = 𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
(𝑄 · 𝑓) + 𝑔0(𝑧),

он будет действовать из пространства целых функций в себя.
Все теоремы параграфов 2 и 3 данной статьи для функций 𝜓(𝑧) ∈ 𝐻(C), 𝜙(𝑧) ∈ 𝑃C переносятся

на случай полиномов 𝑃 (𝑧) и 𝑄(𝑧) над полем комплексных чисел. Из следствия 3.2 получается

Теорема 6.1.

𝐻(C) = (𝑄)⊕Ker𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
⇔ 𝑃C = (𝑃 )⊕Ker𝑄

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
.

Теорема 6.1 также была получена в работе [17]. В работе [18, с. 91] доказывается

Теорема 6.2. Для пары полиномов (𝑃,𝑄) из C имеет место

𝐻(C) = (𝑄)⊕Ker𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
тогда и только тогда, когда степени полиномов 𝑃 (𝑧) и 𝑄(𝑧) равны, и оператор 𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
(𝑄𝑐𝑑𝑜𝑡 )

будет инъективным.
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В частности, когда нули полиномов 𝑃 (𝑧) и 𝑄(𝑧) простые, обозначим их через 𝜆𝑘 и 𝜇𝑘,
𝑘 = deg𝑃 (𝑧) = deg𝑄(𝑧), инъективность будет означать, что

det
⃒⃒⃒
𝑒𝜆𝑘𝜇𝑘

⃒⃒⃒
̸= 0. (6.1)

Кроме того, как для функций (𝜙,𝜓) не существует разложения Фишера в 𝐻(C), так и для пары
полиномов (𝑃,𝑄) не существует разложения Фишера

𝐻(C) = (𝑄)⊕ Im−1 𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
,

но существует представление Фишера

𝐻(C) = (𝑄) + Im−1 𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
.

6.2. Представление Фишера для функций с сопряженными нулями. Для функции
𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C) функция 𝑓*(𝑧) := 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻(C) будет иметь сопряженные нули. Для пары полиномов
(𝑃 (𝑧), 𝑃 *(𝑧)) от одной переменной известно (см. [18]), что существует разложение

𝐻(C) = (𝑃 *)⊕Ker𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
.

Приведем другой метод доказательства

𝐻(C) = (𝑃 *) + Im−1 𝑃

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
для случая, когда все нули полинома 𝑃 (𝑧) простые, а именно, используя условие (6.1). Пусть 𝜆1,
𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 — набор точек из C. Матрица 𝐴 имеет вид:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝜆1𝜆1 𝑒𝜆1𝜆2 . . . 𝑒𝜆1𝜆𝑚

𝑒𝜆2𝜆1 𝑒𝜆2𝜆2 . . . 𝑒𝜆2𝜆𝑚

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑒𝜆𝑚𝜆1 𝑒𝜆𝑚𝜆2 . . . 𝑒𝜆𝑚𝜆𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ . (6.2)

Предложение 6.1. Если числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 все различны, то определитель матрицы 𝐴
отличен от нуля. Если в наборе чисел 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 встречаются одинаковые числа, то

det𝐴 = 0.

Доказательство. Построим следующее конечномерное унитарное пространство 𝑅 (см. определе-
ние [2, с. 222–223]). Возьмем набор функций от переменной 𝑧 ∈ C, порожденный числами 𝜆1, 𝜆2,
. . . , 𝜆𝑚:

ℰ = {𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧}.
Все функции из множества ℰ целые и, более того, ℰ ⊂ 𝐹 , где 𝐹 — пространство Фока, т.е.

𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐻(C) : ‖𝑓‖2𝐹 =
1

𝜋

∫︁
C

|𝑓(𝑧)|2𝑒−|𝑧|2 𝑑𝑣(𝑧) <∞}.

Пусть 𝑅
𝑑𝑒𝑓
= span ℰ , тогда элементами пространства 𝑅 являются целые функции, которые пред-

ставляются как конечные линейные комбинации функций из ℰ . Для функций 𝑝(𝑧), 𝑞(𝑧) ∈ 𝑅, 𝑧 ∈ C
введем скалярное произведение по правилу:

(𝑝, 𝑞)𝑅
𝑑𝑒𝑓
= (𝑝, 𝑞)𝐹 =

1

𝜋

∫︁
C

𝑝(𝑧) · 𝑞(𝑧) 𝑒−|𝑧|2 𝑑𝑣(𝑧).

Получаем, что 𝑅 — это конечномерное замкнутое подпространство гильбертова пространства
Фока. Легко также проверить, что для любого 𝑧0 ∈ C справедлива оценка

|𝑝(𝑧0)| ⩽ 𝐶𝑧0‖𝑝‖𝑅, ∀𝑝 ∈ 𝑅.
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где 𝐶𝑧0 конcтанта, зависящая только от 𝑧0. Последнее означает, что дельта–функционал 𝛿𝑧0 : 𝑝→
𝑝(𝑧0) является линейным непрерывным функционалом на R. Значит, 𝑅 является пространством
с воспроизводящим ядром [13].
Нетрудно подсчитать, что

(𝑒𝜆𝑗𝑧, 𝑒𝜆𝑘𝑧)𝑅
𝑑𝑒𝑓
=

1

𝜋

∫︁
C

𝑒𝜆𝑗𝑧 · 𝑒𝜆𝑘𝑧 𝑒−|𝑧|2 𝑑𝑣(𝑧) = 𝑒𝜆𝑗𝜆𝑘 , 𝑗, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. (6.3)

В книге [2, с. 225-226] приведен критерий линейной независимости векторов 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 в
абстрактном конечномерном унитарном пространстве 𝑅. Там же доказывается, что система век-
торов 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 линейно независима тогда и только тогда, когда определитель матрицы
Грама этой системы:

det Γ(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = det

⎛⎜⎜⎝
(𝑥1, 𝑥1)𝑅 (𝑥1, 𝑥2)𝑅 . . . (𝑥1, 𝑥𝑚)𝑅
(𝑥2, 𝑥1)𝑅 (𝑥2, 𝑥2)𝑅 . . . (𝑥2, 𝑥𝑚)𝑅
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(𝑥𝑚, 𝑥1)𝑅 (𝑥𝑚, 𝑥2)𝑅 . . . (𝑥𝑚, 𝑥𝑚)𝑅

⎞⎟⎟⎠
будет отличен от нуля. Эти же рассуждения справедливы и для 𝑅. В качестве векторов 𝑥1, 𝑥2,
. . . , 𝑥𝑚 возьмем функции:

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧.

Линейная независимость этой системы означает, что из условия:

𝑐1𝑒
𝜆1𝑧 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑧 + · · ·+ 𝑐𝑚𝑒
𝜆𝑚𝑧 = Ø, (6.4)

где Ø — нулевой элемент пространства 𝑅, а 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚 — комплексные числа, вытекает, что
𝑐𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.
В силу предложения [13], линейная независимость системы функций

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧

означает, что из условия:

𝑐1𝑒
𝜆1𝑧 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑧 + · · ·+ 𝑐𝑚𝑒
𝜆𝑚𝑧 ≡ 0, 𝑧 ∈ C

вытекает, что 𝑐𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. Матрица Грама в нашем случае — это матрица 𝐴 (см. (6.2),
(6.3)).
Докажем: если в наборе чисел 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 встречаются одинаковые числа, то система функ-

ций

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧

линейно зависима в 𝑅.
Если же все числа 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 различны, то система функций

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧

линейно независима в 𝑅.
Действительно, предположим противное. Пусть существуют различные комплексные числа 𝜆1,

𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 такие, что система функций

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧

линейно зависима в 𝑅. Это значит, что существует набор комплексных чисел 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑙, 𝑙 ⩽ 𝑚,
𝑐𝑗 ̸= 0 такой, что

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
𝜆𝑗𝑧 = Ø,

(см. (6.4)).

Рассмотрим пространство ̂︀𝐹 ̂︀𝐹 = { ̂︀𝑓 : ̂︀𝑓(𝜆) = (𝑒𝜆𝑧, 𝑓)𝐹 , 𝑓 ∈ 𝐹}
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преобразований Лапласа функционалов на 𝐹 , 𝑅 ⊂ 𝐹 . Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐹 выполнено

0 = (Ø, 𝑓)𝐹 =

⎛⎝ 𝑙∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
𝜆𝑗𝑧, 𝑓(𝑧)

⎞⎠
𝐹

=

𝑙∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 ̂︀𝑓(𝜆𝑘). (6.5)

Мы получили, что найдутся не равные нулю постоянные 𝑐1, . . . , 𝑐𝑙 такие, что для любой функции̂︀𝑓 ∈ ̂︀𝐹 выполнено равенство (6.5).

Хорошо известно, что пространство ̂︀𝐹 совпадает с пространством 𝐹 (см. [14]).

Поэтому пространство ̂︀𝐹 содержит те же функции, что и пространство 𝐹 . Отсюда вытекает,
что для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 выполнено равенство

𝑙∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑔(𝜆𝑘) = 0, (6.6)

при этом 𝑐1, . . . , 𝑐𝑙 ̸= 0. Соотношение (6.6) для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 очевидно невозможно.
Значит, система функций

𝑒𝜆1𝑧, 𝑒𝜆2𝑧, . . . , 𝑒𝜆𝑚𝑧

линейно независима в 𝑅. По теореме из ([2, с. 226]) определитель Грама этой системы отличен
от нуля, а значит, определитель матрицы 𝐴 отличен от нуля.

Очевидно, что предложение 6.1 справедливо также для произвольного конечного набора точек
из C𝑛, 𝑛 ∈ N.
А именно, справедливо

Предложение 6.2. Пусть 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 — набор точек из C𝑛, 𝑛 ∈ N. Матрица 𝐴 имеет
вид:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒⟨𝜆1,𝜆1⟩ 𝑒⟨𝜆1,𝜆2⟩ . . . 𝑒⟨𝜆1,𝜆𝑚⟩

𝑒⟨𝜆2,𝜆1⟩ 𝑒⟨𝜆2,𝜆2⟩ . . . 𝑒⟨𝜆2,𝜆𝑚⟩

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑒⟨𝜆𝑚,𝜆1⟩ 𝑒⟨𝜆𝑚,𝜆2⟩ . . . 𝑒⟨𝜆𝑚,𝜆𝑚⟩

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Если точки 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 из C𝑛 все различны, то определитель матрицы 𝐴 отличен от нуля.
Если в наборе точек 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚 из C𝑛 встречаются одинаковые, то det𝐴 = 0.

Доказательство этого утверждения почти дословно повторяет доказательство предложения
6.1.
В заключении этого пункта отметим, что согласно результату работы [8, теорема 3] и теореме

4.2 данной статьи, получаем, что верна

Теорема 6.3. Если 𝜙(𝑧) ∈ 𝑃C, 𝜓(𝑧) ≡ 𝜙*(𝑧), то имеет место представление Фишера

𝐻(C) = (𝜙*) + Im−1𝑀𝜙.

Авторы выражают глубокую благодарностьЮлмухаметову Р.С. за ценные замечания, которые
были учтены в этой статье.
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