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Аннотация. В статье исследован вопрос о существовании периодических решений
для одного класса систем обыкновенных дифференциальных уравнений второго по-
рядка с выделенной главной нелинейной частью. С учётом структуры множества нулей
главной нелинейной части найдены новые условия, обеспечивающие априорную оцен-
ку периодических решений. В условиях априорной оценки сформулирован и доказан
критерий существования периодических решений при любом возмущении из заданно-
го класса. Доказательство проведено с применением методов вычисления вращения
векторных полей, используя свойство инвариантности существования периодических
решений при непрерывном изменении главной нелинейной части.
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1. Введение

В статье исследован вопрос о существовании 𝜔–периодических решений для систем
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений вида

𝑥′′ =

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑥
′ −𝐵𝑗(𝑥))𝑄(𝑥′ −𝐵(𝑥)) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛. (1.1)

Здесь 𝑛, 𝑞 — натуральные числа, 𝑛 ⩾ 2, R = (−∞,+∞), отображения 𝜙𝑗 : R𝑛 ↦→ R,
𝐵𝑗, 𝑄,𝐵 : R𝑛 ↦→ R𝑛, 𝑓 : R1+2𝑛 ↦→ R𝑛 непрерывны и при некоторых положительных 𝜔, 𝛼,
𝛼𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞, где 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑞 + 𝛼 = 𝑚 > 1, удовлетворяют следующим условиям:

1) 𝜙𝑗(𝜆𝑦) ≡ 𝜆𝛼𝑗𝜙𝑗(𝑦), 𝐵𝑗(𝜆𝑦) ≡ 𝜆𝐵𝑗(𝑦), 𝑗 = 1, 𝑞, 𝐵(𝜆𝑦) ≡ 𝜆𝐵(𝑦), 𝑄(𝜆𝑦) ≡ 𝜆𝛼𝑄(𝑦) при
всех 𝜆 > 0 (условия положительной однородности);

2) 𝜙𝑗(𝑦) > 0, 𝑗 = 1, 𝑞 и 𝑄(𝑦) ̸= 0 при 𝑦 ̸= 0;

3) 𝑓(𝑡+ 𝜔, 𝑦1, 𝑦2) ≡ 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2);

4) порядок роста |𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)| при больших |𝑦1|+ |𝑦2| ограничен пределом

lim
|𝑦1|+|𝑦2|→∞

(|𝑦1|+ |𝑦2|)−𝑚 max
𝑡∈[0,𝜔]

|𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)| = 0.
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В правой части системы уравнений (1.1) слагаемое
𝑞∏︁

𝑗=1

𝜙𝑗(𝑥
′ −𝐵𝑗(𝑥))𝑄(𝑥′ −𝐵(𝑥)),

являющееся положительно однородным по 𝑥 и 𝑥′, назовем главной нелинейной частью,
а 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′) — возмущением. Решение 𝑥 ∈ 𝐶2(R;R𝑛) системы уравнений (1.1) называем
𝜔–периодическим, если 𝑥(𝑡+ 𝜔) ≡ 𝑥(𝑡).
В работах [5], [6], [7] исследовано существование 𝜔–периодических решений для систем

уравнений вида
𝑥′′ = 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑥′) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (1.2)

с главной положительно однородной нелинейной частью 𝑃 и возмущением 𝑓 , удовлетво-
ряющем условиям 3, 4. Исследование проведено в два этапа. На первом этапе найдены
условия, обеспечивающие априорную оценку 𝜔–периодических решений 𝑥, т.е. существо-
вание числа 𝑀1 > 0, не зависящего от 𝑥 и такого, что

‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ < 𝑀1, (1.3)

где ‖𝑥‖ = max{|𝑥(𝑡)| : 𝑡 ∈ [0, 𝜔]}.
На втором этапе в условиях, обеспечивающих априорную оценку, применяя методы

вычисления вращения векторных полей [2, с. 98-168], установлено существование 𝜔–
периодических решений.
Условия, обеспечивающие априорную оценку (1.3), исследованы в зависимости от струк-

туры множества нулей главной нелинейной части 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2). Рассматриваются случаи,
когда множество нулей состоит из

а) одной поверхности 𝑦2 = 𝐵(𝑡, 𝑦1), и система уравнений 𝑥′ = 𝐵(𝑡, 𝑥) не имеет ненулевых
𝜔–периодических решений;

б) конечного числа поверхностей 𝑦2 = 𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1), 𝑗 = 1, 𝑞, между которыми нет так на-
зываемых переключений, что означает отсутствие нестационарного ограниченного
решения у автономной системы 𝑦′ = 𝑃 (𝑡0, 𝑥0, 𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛, при любых фиксированных
𝑡0 и 𝑥0;

в) конечного числа поверхностей 𝑦2 = 𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1), 𝑗 = 1, 𝑞, между которыми возможны
указанные выше переключения.

Случаи а) и б) исследованы в работах [5], [6], а случай в) при 𝑛 = 2 в одном примере
рассмотрен в работе [7].
Система уравнений (1.1) относится к случаю в). Путем развития подхода из [7] в насто-

ящей работе найдены условия, обеспечивающие априорную оценку (1.3) при любом воз-
мущении 𝑓 . При выводе априорной оценки применяется метод направляющей функции
и учитывается явная структура множества нулей главной нелинейной части. В условиях
априорной оценки сформулирован и доказан критерий существования 𝜔–периодических
решений при любом возмущении 𝑓 . В доказательстве применяются и развиваются методы
работ [6], [8] и используется свойство инвариантности существования 𝜔–периодических
решений при непрерывном изменении главной нелинейной части.
В работе [1] методом направляющей функции исследовано существование периодиче-

ского решения у нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений высших по-
рядков.
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2. Основные результаты

Наряду с условиями 1 – 4 рассмотрим следующие условия:

5) система уравнений 𝑦′ = 𝑄(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛 не имеет ненулевых ограниченных решений;

6) 𝐵 ∈ 𝐶1(R𝑛∖{0};R𝑛) и существует функция𝑊 ∈ 𝐶1(R𝑛∖{0};R) такая, что при любом
𝑦 ∈ R𝑛 ∖ {0} выполнены неравенства

⟨𝐵(𝑦),𝑊 ′(𝑦)⟩ > 0, ⟨𝐵𝑗(𝑦),𝑊
′(𝑦)⟩ > 0, 𝑗 = 1, 𝑞,

где 𝑊 ′(𝑦) — производная (градиент) 𝑊 (𝑦), ⟨𝑦, 𝑧⟩ = 𝑦1𝑧1 + . . . + 𝑦𝑛𝑧𝑛 — скалярное
произведение в R𝑛;

7) 𝐵𝑗(𝑦) = 𝐴𝑗𝑦, 𝑗 = 1, 𝑞 и 𝐵(𝑦) = 𝐴𝑦, где 𝐴, 𝐴𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞 — перестановочные между
собой матрицы и det (exp(𝜔𝐷)− 𝐼) ̸= 0 для любой их выпуклой комбинации 𝐷 =
𝜇0𝐴+ 𝜇1𝐴1 + . . .+ 𝜇𝑞𝐴𝑞.

Введем в рассмотрение семейство отображений

𝑃𝜆(𝑦1, 𝑦2) =

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑦2 −𝐵𝑗,𝜆(𝑦1))𝑄(𝑦2 −𝐵(𝑦1)), 𝑦1, 𝑦2 ∈ R𝑛, 𝜆 ∈ [0, 1],

где 𝐵𝑗,𝜆(𝑦) = (1−𝜆)𝐵𝑗(𝑦)+𝜆𝐵(𝑦). Априорная оценка (1.3) для 𝜔–периодических решений
системы уравнений (1.1) вытекает из следующей теоремы.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 1, 2, 5 и одно из условий 6 или 7. Тогда суще-

ствуют положительные числа 𝜎 и 𝑀 такие, что для любой 𝜔–периодической вектор–

функции 𝑥 ∈ 𝐶2(R;R𝑛), удовлетворяющей неравенству ‖𝑥‖ + ‖𝑥′‖ > 𝑀 , справедлива

оценка

‖𝑥′′ − 𝑃𝜆(𝑥, 𝑥
′)‖ ⩾ 𝜎 (‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖)𝑚 (2.1)

при любом значении 𝜆 ∈ [0, 1].

Обозначим через 𝛾(𝑄), 𝛾(𝐵) вращения (степени отображений) векторных полей 𝑄,𝐵 :
R𝑛 ↦→ R𝑛 на единичной сфере |𝑦| = 1 пространства R𝑛 [2, с. 16].

Теорема 2.2. В условиях теоремы 2.1 для существования 𝜔–периодических решений

системы уравнений (1.1) при любом возмущении 𝑓 необходимо и достаточно, чтобы

𝛾(𝑄)𝛾(𝐵) ̸= 0.

В доказательстве теоремы 2.2 применяются и развиваются методы работ [6], [8] и ис-
пользуется свойство инвариантности существования 𝜔–периодических решений системы
уравнений

𝑥′′ = 𝑃𝜆(𝑥, 𝑥
′) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛,

при непрерывном изменении 𝜆 ∈ [0, 1].
Примеры положительно однородных отображений 𝑄, удовлетворяющих условию 5, при-

ведены в работе [4]. Для них предложен эффективный алгоритм вычисления 𝛾(𝑄).

3. Доказательство теоремы 2.1

Предположим, что оценка (2.1) не верна. Тогда найдутся последовательности 𝜆𝑘 ∈ [0, 1],
𝑥𝑘 ∈ 𝐶2(R;R𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . , такие, что

𝑥𝑘(𝑡+ 𝜔) ≡ 𝑥𝑘(𝑡), 𝑟𝑘 := ‖𝑥𝑘‖+ ‖𝑥′
𝑘‖ → ∞, 𝑘 → ∞,

‖𝑥′′
𝑘 − 𝑃𝜆𝑘

(𝑥𝑘, 𝑥
′
𝑘)‖ <

1

𝑘

(︁
‖𝑥𝑘‖+ ‖𝑥′

𝑘‖
)︁𝑚

.



КРИТЕРИЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 73

Рассмотрим вектор–функции 𝑦𝑘(𝑡) = 𝑟−1
𝑘 𝑥𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑘 = 1, 2, . . .. Для этих вектор–

функций имеем

𝑦𝑘 ∈ 𝐶2(R;R𝑛), 𝑦𝑘(𝑡+ 𝜔) ≡ 𝑦𝑘(𝑡), ‖𝑦𝑘‖+ ‖𝑦′𝑘‖ = 1,

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′′𝑘(𝑡) = 𝑃𝜆𝑘

(𝑦𝑘(𝑡), 𝑦
′
𝑘(𝑡)) + 𝑜(1), 𝑡 ∈ R. (3.1)

Без ограничения общности можно считать, что 𝜆𝑘 → 𝜆0 и ‖𝑦𝑘 − 𝑦0‖ → 0 при 𝑘 → ∞.
Если 𝑦0(𝑡) ≡ 0, то для последовательности вектор–функций 𝑧𝑘(𝑡) = 𝑦′𝑘(𝑡𝑘 + 𝑡𝑟1−𝑚

𝑘 ),
𝑘 = 1, 2, . . ., где |𝑦′𝑘(𝑡𝑘)| = ‖𝑦′𝑘‖ → 1 при 𝑘 → ∞, имеем

|𝑧𝑘(𝑡)| ⩽ |𝑧𝑘(0)|, 𝑧′𝑘(𝑡) = 𝑃𝜆0(0, 𝑧𝑘(𝑡)) + 𝑜(1), 𝑡 ∈ R,
|𝑧𝑘(0)| → 1, 𝑘 → ∞.

Переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы уравнений

𝑧′ = 𝑃𝜆0(0, 𝑧(𝑡)), 𝑧 ∈ R𝑛. (3.2)

С другой стороны, можно непосредственно проверить, что в силу условий 2 и 5 система
уравнений (3.2) не может иметь ненулевых ограниченных решений. Следовательно, 𝑦0(𝑡) ̸≡
0. Далее, рассуждая как при доказательстве теоремы 1 из работы [5, с. 48-50], выводим

𝑦0(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ R. (3.3)

В последующем можно считать, что |𝑦𝑘(𝑡)| > 1
2
|𝑦0(𝑡)| при всех 𝑡 и 𝑘.

Теперь воспользуемся тем, что в силу условия 5 и согласно теоремам 2.2, 2.3 работы [3],
для 𝑄 существует так называемая направляющая функция 𝑉 ∈ 𝐶1(R𝑛;R) со свойствами:

𝑉 (𝜆𝑦) ≡ 𝜆2𝑉 (𝑦), ⟨𝑄(𝑦), 𝑉 ′(𝑦)⟩ > 𝑐1|𝑦|𝛼+1 > 0, 𝑦 ∈ R𝑛 ∖ {0},

где 𝑉 ′(𝑦) — производная (градиент) 𝑉 (𝑦). Обе стороны (3.1) скалярно перемножим на
𝑉 ′(𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡))) и проинтегрируем от 0 до 𝜔:

𝑟1−𝑚
𝑘

𝜔∫︁
0

⟨𝑦′′𝑘(𝑡), 𝑉 ′(𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡)))⟩𝑑𝑡

=

𝜔∫︁
0

⟨𝑃𝜆0(𝑦𝑘(𝑡), 𝑦
′
𝑘(𝑡)), 𝑉

′(𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡)))⟩𝑑𝑡+ 𝑜(1).

Оценим правую часть снизу

𝜔∫︁
0

⟨𝑃𝜆0(𝑦𝑘(𝑡), 𝑦
′
𝑘(𝑡)), 𝑉

′(𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡)))⟩𝑑𝑡

⩾ 𝑐1

𝜔∫︁
0

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑦
′
𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡)))|𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡))|𝛼+1𝑑𝑡,

а подынтегральную функцию слева представим в виде

⟨𝑦′′𝑘 , 𝑉 ′(𝑦′𝑘 −𝐵(𝑦𝑘))⟩ = (𝑉 (𝑦′𝑘 −𝐵(𝑦𝑘)))
′
+ ⟨𝐵′(𝑦𝑘)𝑦

′
𝑘, 𝑉

′(𝑦′𝑘 −𝐵(𝑦𝑘))⟩.

В итоге, учитывая ограниченность 𝑦𝑘, 𝑦
′
𝑘 и переходя к пределу, получаем

𝜔∫︁
0

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑦
′
𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡)))|𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡))|𝛼+1𝑑𝑡 → 0, 𝑘 → ∞.
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Без ограничения общности можно считать, что почти при всех 𝑡 ∈ [0, 𝜔]

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜙𝑗(𝑦
′
𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡)))|𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡))|𝛼+1 → 0, 𝑘 → ∞.

При любом 𝜀 > 0 для меры множества

𝐸𝑘,𝜀 = {𝑡 ∈ [0, 𝜔] : |𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵(𝑦𝑘(𝑡))| ⩾ 𝜀, |𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡))| ⩾ 𝜀, 𝑗 = 1, 𝑞}

имеем mes (𝐸𝑘,𝜀) → 0, 𝑘 → ∞.
Фиксируя 𝜀 > 0, введем множества

𝐸0
𝑘,𝜀 = {𝑡 ∈ [0, 𝜔] : |𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵0,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡))| < 𝜀}, где 𝐵0,𝜆0 = 𝐵,

𝐸𝑙
𝑘,𝜀 = {𝑡 ∈ [0, 𝜔] : |𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵𝑙,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡))| < 𝜀, |𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡))| ⩾ 𝜀, 𝑗 = 0, 𝑙 − 1}, 𝑙 = 1, 𝑞.

Множества 𝐸𝑘,𝜀, 𝐸
0
𝑘,𝜀, . . ., 𝐸

𝑞
𝑘,𝜀 попарно не пересекаются, и их объединение совпадает с

[0, 𝜔].
Если выполнено условие 6, то выберем положительное 𝑐2, удовлетворяющее неравен-

ствам

⟨𝐵(𝑦),𝑊 ′(𝑦)⟩ ⩾ 𝑐2, ⟨𝐵𝑗(𝑦),𝑊
′(𝑦)⟩ ⩾ 𝑐2, 𝑗 = 1, 𝑞

при любом 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑎0 ⩽ |𝑦| ⩽ 1, где 𝑎0 = 0, 5min{|𝑦0(𝑡)| : 𝑡 ∈ [0, 𝜔]}. Тогда имеем

0 =𝑊 (𝑦𝑘(𝜔))−𝑊 (𝑦𝑘(0)) =

𝜔∫︁
0

(︁
𝑊 (𝑦𝑘(𝑡))

)︁′
𝑑𝑡 =

𝜔∫︁
0

⟨𝑦′𝑘(𝑡),𝑊 ′(𝑦𝑘(𝑡))⟩𝑑𝑡

=

𝑞∑︁
𝑗=0

∫︁
𝐸𝑗

𝑘,𝜀

⟨𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡)),𝑊
′(𝑦𝑘(𝑡)⟩𝑑𝑡+

𝑞∑︁
𝑗=0

∫︁
𝐸𝑗

𝑘,𝜀

⟨𝑦′𝑘(𝑡)−𝐵𝑗,𝜆0(𝑦𝑘(𝑡)),𝑊
′(𝑦𝑘(𝑡)⟩𝑑𝑡

+

∫︁
𝐸𝑘,𝜀

⟨𝑦′𝑘(𝑡),𝑊 ′(𝑦𝑘(𝑡)⟩𝑑𝑡 > 𝑐2 (𝜔 −mes (𝐸𝑘,𝜀))−
(︁
𝜀𝜔 +mes (𝐸𝑘,𝜀)

)︁
max

𝑎0⩽|𝑦|⩽1
|𝑊 ′(𝑦)|.

Учитывая предел mes (𝐸𝑘,𝜀) → 0 при 𝑘 → ∞, число 𝜀 > 0 и номер 𝑘 можно подобрать так,
что

𝑐2 (𝜔 −mes (𝐸𝑘,𝜀))−
(︁
𝜀𝜔 +mes (𝐸𝑘,𝜀)

)︁
max

𝑎0⩽|𝑦|⩽1
|𝑊 ′(𝑦)| > 0.

Пришли к противоречию.
Если выполнено условие 7, то определим

𝐷𝑘,𝜀(𝑡) =

{︃
𝐴, 𝑡 ∈ 𝐸𝑘,𝜀 ∪ 𝐸0

𝑘,𝜀,

𝐴𝑙, 𝑡 ∈ 𝐸𝑙
𝑘,𝜀, 𝑙 ⩾ 1,

ℎ𝑘,𝜀(𝑡) = 𝑦′𝑘(𝑡)−𝐷𝑘,𝜀(𝑡)𝑦𝑘(𝑡).

Легко проверить, что

|ℎ𝑘,𝜀(𝑡)| < 𝜀, 𝑡 ∈ 𝐸𝑙
𝑘,𝜀, 𝑙 = 0, 𝑞,

𝐷𝑘,𝜀(𝑡)

𝑠∫︁
0

𝐷𝑘,𝜀(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑠∫︁
0

𝐷𝑘,𝜀(𝜏)𝑑𝜏𝐷𝑘,𝜀(𝑡), 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝜔].
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Учитывая эти свойства, для 𝑦𝑘 имеем:

𝑦𝑘(𝜔) = 𝑒

𝜔∫︀
0

𝐷𝑘,𝜀(𝜏)𝑑𝜏
𝑦𝑘(0) +

𝜔∫︁
0

𝑒

𝜔∫︀
𝑡
𝐷𝑘,𝜀(𝜏)𝑑𝜏

ℎ𝑘,𝜀(𝑡)𝑑𝑡,⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃
𝑒

𝜔∫︀
0

𝐷𝑘,𝜀(𝜏)𝑑𝜏
− 𝐼

)︃
𝑦𝑘(0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝑁𝜀 при 𝑘 > 𝑘0(𝜀),

где 𝑁 не зависит от 𝑘 и 𝜀,⃒⃒⃒(︁
𝑒𝜇𝑘,𝜀𝐴+𝜇

(0)
𝑘,𝜀𝐴+𝜇

(1)
𝑘,𝜀𝐴1+...+𝜇

(𝑞)
𝑘,𝜀𝐴𝑞 − 𝐼

)︁
𝑦𝑘(0)

⃒⃒⃒
< 𝑁𝜀, 𝑘 > 𝑘0(𝜀),

здесь

𝜇𝑘,𝜀 = mes (𝐸𝑘,𝜀) , 𝜇
(𝑙)
𝑘,𝜀 = mes

(︀
𝐸𝑙

𝑘,𝜀

)︀
, 𝜇𝑘,𝜀 +𝜇

(0)
𝑘,𝜀 + . . .+𝜇

(𝑞)
𝑘,𝜀 = 𝜔, 𝜇𝑘,𝜀 → 0, 𝑘 → ∞.

Переходя к пределу при 𝑘 → ∞, получаем⃒⃒⃒(︁
𝑒𝜇

(0)
𝜀 𝐴+𝜇

(1)
𝜀 𝐴1+...+𝜇

(𝑞)
𝜀 𝐴𝑞 − 𝐼

)︁
𝑦0(0)

⃒⃒⃒
⩽ 𝑁𝜀,

где 𝜇
(0)
𝜀 + . . .+ 𝜇

(𝑞)
𝜀 = 𝜔. Устремляя 𝜀 к нулю, приходим к равенствам(︁
𝑒𝜇

(0)
0 𝐴+𝜇

(1)
0 𝐴1+...+𝜇

(𝑞)
0 𝐴𝑞 − 𝐼

)︁
𝑦0(0) = 0, 𝜇

(0)
0 + . . .+ 𝜇

(𝑞)
0 = 𝜔.

Так как 𝑦0(0) ̸= 0 (в силу (3.3)), находим

𝑑𝑒𝑡
(︁
𝑒𝜇

(0)
0 𝐴+𝜇

(1)
0 𝐴1+...+𝜇

(𝑞)
0 𝐴𝑞 − 𝐼

)︁
= 0,

что противоречит условию 7. Теорема 2.1 доказана.
Проверим, что в условиях теоремы 2.1 из (2.1) вытекает априорная оценка (1.3).

Действительно, для любого 𝜔–периодического решения системы уравнений (1.1) либо
‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ ⩽ 𝑀 , либо ‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ > 𝑀 и из (2.1) следует

𝜎 (‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖)𝑚 ⩽ ‖𝑥′′ − 𝑃0(𝑥, 𝑥
′)‖ = ‖𝑓(·, 𝑥, 𝑥′)‖.

В силу условия 4

‖𝑓(·, 𝑥, 𝑥′)‖ <
𝜎

2
(‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖)𝑚 +𝑀𝑓,𝜎.

Следовательно, в случае ‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ > 𝑀 верна оценка

(‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖)𝑚 <
2

𝜎
𝑀𝑓,𝜎,

а в общем случае

(‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖)𝑚 < 𝑀𝑚 +
2

𝜎
𝑀𝑓,𝜎.

4. Доказательство теоремы 2.2

Сначала по схеме работы [5, теорема 3] докажем свойство инвариантности существова-
ния 𝜔–периодических решений системы уравнений

𝑥′′ = 𝑃𝜆(𝑥, 𝑥
′) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (4.1)

при непрерывном изменении 𝜆 ∈ [0, 1].

Лемма 4.1. Система уравнений (4.1) имеет 𝜔–периодические решения при 𝜆 = 0 и

любом возмущении 𝑓 тогда и только тогда, когда имеет 𝜔–периодические решения при

𝜆 = 1 и любом возмущении 𝑓 .
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Доказательство. Пусть 𝜆1, 𝜆2 ∈ [0, 1], и для любой вектор–функции 𝑦 ∈ 𝐶1([0, 𝜔];R𝑛)
имеет место неравенство

‖𝑃𝜆1(𝑦, 𝑦
′)− 𝑃𝜆2(𝑦, 𝑦

′)‖ ⩽
1

4
𝜎
(︁
‖𝑦‖+ ‖𝑦′‖

)︁𝑚
.

Воспользуясь оценкой (2.1), покажем, что в системе уравнений (4.1) при замене 𝜆 = 𝜆1

на 𝜆 = 𝜆2 сохраняется свойство существования 𝜔–периодического решения при любом
возмущении 𝑓 . Этим самым лемма будет доказана.
Возьмем произвольное возмущение 𝑓 . Для любой вектор–функции 𝑦 ∈ 𝐶1([0, 𝜔];R𝑛)

имеет место неравенство

‖𝑓(·, 𝑦, 𝑦′)‖ ⩽
1

4
𝜎
(︁
‖𝑦‖+ ‖𝑦′‖

)︁𝑚
+𝑀𝑓,𝜎,

где 𝑀𝑓,𝜎 — положительное число, зависящее лишь от 𝑓 и 𝜎. Выберем число

𝐿 > max
(︁
𝑀,
(︀
2𝜎−1𝑀𝑓,𝜎

)︀ 1
𝑚

)︁
и определим возмущение

𝑔𝐿(𝑡, 𝑦1, 𝑦2) = 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2) + 𝜂(|𝑦1|+ |𝑦2|) (𝑃𝜆2(𝑦1, 𝑦2)− 𝑃𝜆1(𝑦1, 𝑦2)) ,

где 𝜂(𝑠) ∈ 𝐶(R), 0 ⩽ 𝜂(𝑠) ⩽ 1 при всех 𝑠 ∈ R, 𝜂(𝑠) = 1 при |𝑠| ⩽ 𝐿 и 𝜂(𝑠) = 0 при |𝑠| ⩾ 𝐿+1.
Пусть 𝑥 — 𝜔–периодическое решение системы уравнений (4.1) при 𝜆 = 𝜆1 и возмущении

𝑓 = 𝑔𝐿. Проверим, что ‖𝑥‖ + ‖𝑥′‖ ⩽ 𝐿; тогда отсюда следует, что 𝑥 также является

𝜔–периодическим решением системы уравнений (4.1) при 𝜆 = 𝜆2 и возмущении 𝑓 = 𝑓 .
Действительно, если ‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ > 𝐿, то, согласно оценке (2.1) и выбору числа 𝐿, имеем

𝜎
(︁
‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖

)︁𝑚
<‖𝑥′′ − 𝑃𝜆1(𝑥, 𝑥

′)‖ ⩽ ‖𝑓(·, 𝑥, 𝑥′)‖

+ ‖𝑃𝜆1(𝑥, 𝑥
′)− 𝑃𝜆2(𝑥, 𝑥

′)‖ ⩽ 0, 5𝜎
(︁
‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖

)︁𝑚
+𝑀𝑓,𝜎.

Отсюда приходим к противоречию

‖𝑥‖+ ‖𝑥′‖ ⩽ max
(︀
2𝜎−1𝑀𝑓,𝜎

)︀ 1
𝑚 < 𝐿.

Лемма 4.1 доказана.

Таким образом, система уравнений (1.1) имеет 𝜔–периодические решения при лю-
бом возмущении 𝑓 тогда и только тогда, когда при любом возмущении 𝑓 имеет 𝜔–
периодические решения система уравнений

𝑥′′ = 𝑄1(𝑥
′ −𝐵(𝑥)) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′), 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (4.2)

где 𝑄1(𝑦) = 𝜙1(𝑦) · . . . · 𝜙𝑞(𝑦)𝑄(𝑦). При этом выполнено условие

8) система уравнений 𝑦′ = 𝑄1(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛 не имеет ненулевых ограниченных решений.

В случае выполнения условия 6 из оценки ⟨𝐵(𝑦),𝑊 ′(𝑦)⟩ > 0, 𝑦 ∈ R𝑛 ∖ {0} следует
9) система уравнений 𝑦′ = 𝐵(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛 не имеет ненулевых ограниченных решений.

Если выполнено условие 7, то 𝐵(𝑦) = 𝐴𝑦. В данном случае отображение 𝐵(𝑦) формулой
𝐴𝑦 + 𝜆𝜀𝑦, 𝜆 ∈ [0, 1] сводим к отображеннию 𝐴𝑦 + 𝜀𝑦 с матрицей 𝐴 + 𝜀𝐼, не имеющей
чисто мнимых собственных значений. При таком изменении, согласно теореме 3 работы [5],
сохраняется свойство существования 𝜔–периодических решений системы уравнений (4.2)
при любом возмущении 𝑓 . Поэтому в последуюшем, без ограничения общности, можно
считать, что 9 выполнено и при условии 7.
Теперь теорема 2.2 вытекает из следующей леммы.
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Лемма 4.2. Для существования 𝜔–периодических решений системы уравнений (4.2)
при любом возмущении 𝑓 необходимо и достаточно, чтобы 𝛾(𝑄)𝛾(𝐵) ̸= 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝛾(𝑄)𝛾(𝐵) = 0. Докажем, что при некотором воз-
мущении 𝑓 система уравнений (4.2) не имеет 𝜔–периодических решений. Для этого при-
меним метод работы [8, теорема 2, необходимость].
По известным свойствам вращения векторных полей имеем

𝛾(𝑄1(−𝐵)) = 𝛾(𝑄)𝛾(−𝐵) = (−1)𝑛𝛾(𝑄)𝛾(𝐵) = 0.

Отсюда в силу теоремы 5.2, приведенной в [2, с. 24], отображение 𝑄1(−𝐵) можно непре-
рывно продолжить внутри шара |𝑦| < 1 без нулей:

𝐹 (𝑦) = 𝑄1(−𝐵(𝑦)) при |𝑦| = 1 и 𝐹 (𝑦) ̸= 0 при |𝑦| < 1.

Положим 𝑔(𝑦) = 𝐹 (𝑦) − 𝑄1(−𝐵(𝑦)) при |𝑦| ⩽ 1 и 𝑔(𝑦) = 0 при |𝑦| > 1. Легко проверить,
что

|𝑦2|+ |𝑄1(𝑦2 −𝐵(𝑦1)) + 𝑔(𝑦1)| > 0 при всех 𝑦1, 𝑦2 ∈ R𝑛. (4.3)

Покажем, что система уравнений

𝑥′′ = 𝑄1(𝑥
′ −𝐵(𝑥)) + 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, (4.4)

при некотором 𝜔0 > 0 не имеет 𝜔0–периодических решений. Действительно, в противном

случае имеется последовательность
(︁1
𝑘

)︁
–периодических решений 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . системы

уравнений (4.4). Следуя схеме доказательства теоремы 2.1, можно показать, что

sup
𝑘⩾1

sup
𝑡∈R

(︁
|𝑥𝑘(𝑡)|+ |𝑥′

𝑘(𝑡)|
)︁
< ∞.

Учитывая (4.4), можно считать, что последовательности вектор–функций 𝑥𝑘, 𝑥
′
𝑘 равно-

мерно сходятся на любом отрезке [𝑎, 𝑏]:

sup
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

(︁
|𝑥𝑘(𝑡)− 𝑥0(𝑡)|+ |𝑥′

𝑘(𝑡)− 𝑥′
0(𝑡)|

)︁
→ 0, 𝑘 → ∞.

Кроме того, в силу
(︁1
𝑘

)︁
–периодичности 𝑥𝑘 при любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ R𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . имеем

1

𝑘

1
𝑘∫︁

0

(︁
⟨𝑥′

𝑘(𝑡), 𝑧1⟩+ ⟨𝑄(𝑥𝑘(𝑡), 𝑥
′
𝑘(𝑡)) + 𝑔(𝑥𝑘(𝑡)), 𝑧2⟩

)︁
𝑑𝑡 = 0.

Переходя к пределу, получаем

⟨𝑥′
0(0), 𝑧1⟩+ ⟨𝑄(𝑥0(0), 𝑥

′
0(0)) + 𝑔(𝑥0(0)), 𝑧2⟩ = 0

при любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ R𝑛. Полученное противоречит (4.3).

В системе уравнений (4.4) произведем замену 𝑥(𝑡) = 𝑟𝛽𝑦(𝑟𝜈𝑡), где 𝑟 =
(︁ 𝜔

𝜔0

)︁ 1
𝜈
, 𝛽 = 0,

𝜈 = 1 при 𝑚 = 2 и 𝛽 = 1, 𝜈 =
1−𝑚

𝑚− 2
при 𝑚 ̸= 2. Тогда получаем систему уравнений

𝑦′′ = 𝑄1(𝑦
′ − 𝑟−𝜈𝐵(𝑦)) + 𝑟−(𝛽+𝜈)𝑚𝑔(𝑟𝛽𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛. (4.5)

Если решение 𝑦(𝑡) системы уравнений (4.5) 𝜔–периодично, то решение 𝑥(𝑡) = 𝑟𝛽𝑦(𝑟𝜈𝑡)
системы уравнений (4.4) 𝜔0–периодично. В силу выше доказанного, отсюда следует, что
система уравнений (4.5) не имеет 𝜔–периодических решений.
Семейство отображений 𝑄1(𝑦2 − ((1 − 𝜆)𝑟−𝜈 + 𝜆)𝐵(𝑦1)), 𝜆 ∈ [0, 1] в силу условий 8 и

9 удовлетворяет условиям теоремы 3, доказанной в работе [5]. Согласно этой теореме,
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так как система уравнений (4.5) не имеет 𝜔-периодических решений, то при некотором
возмущении 𝑓 система уравнений (4.2) не имеет 𝜔–периодических решений.
Достаточность. Пусть 𝛾(𝑄)𝛾(𝐵) ̸= 0. Тогда 𝛾(𝑄1(−𝐵)) ̸= 0 и для системы уравнений

(4.2) выполнены все условия теоремы 2 из [6]. Согласно этой теореме система уравнений
(4.2) при любом возмущении 𝑓 имеет 𝜔–периодические решения.
Лемма 4.2 доказана.
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