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О ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ

С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ И ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

В.П. МАКСИМОВ

Аннотация. Рассматриваются динамические модели с последействием в форме
функционально–дифференциальных уравнений с дробной производной. Эти модели
охватывают процессы, в которых состояние системы в некоторые моменты времени
может меняться скачкообразно, что интерпретируется как результат импульсных воз-
действий (шоков). Траектории таких систем могут иметь разрывы в отдельные момен-
ты времени, в промежутках между которыми поведение системы описывается диф-
ференцируемыми функциями, которые удовлетворяют уравнению в обычном смысле.
Приводится постановка общей задачи управления относительно заданной системы це-
левых функционалов. Для этой задачи формулируются условия разрешимости в клас-
се импульсных управлений, 𝐿2–управлений и их гибридов. Предлагаемый подход к
исследованию систем с дробной производной основан на систематическом использова-
нии теории абстрактного функционально–дифференциального уравнения и обладает
определенными преимуществами при исследовании систем и процессов с последействи-
ем.
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1. Введение

Уравнения и системы с дробными производными, несмотря на обилие и разнообразие
полученных в течение последних 10–15 лет результатов, продолжают оставаться в центре
внимания как российских, так и зарубежных исследователей. Общее число работ этого
направления превысило сто тысяч. В том числе продолжает расширяться область при-
кладных задач, для которых использование дробных производных оказывается не только
оправданным, но и целесообразным. Наряду с традиционными сферами приложения мо-
делей с дробными производными, отмеченными в известном обзоре [2] (процессы релакса-
ции в диэлектриках, поведение электрохимических сред, физика полупроводников, физика
плазмы, процессы в микро– и нано–структурированных средах, процессы обработки сиг-
налов), появляются новые области приложений, в частности, связанные с динамическими
моделями экономики [23], [12], [20], [21].
Мы отметим здесь только относительно новые работы, так или иначе связанные с зада-

чами управления. В работе [13] исследуются модели мультиагентных систем, для которых
динамика агентов описывается дробной производной Капуто переменного порядка. Рас-
сматривается случай, когда обмен информацией между агентами происходит только в
изначально заданное время. При этом исследованы два случая мультиагентных систем:
без лидера и с лидером. Отметим, что правые части уравнений в обоих случаях определя-
ются локально определенными операторами (операторами Немыцого), не обладающими
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памятью. Обращают на себя внимание работы, посвященные получению аналогов прин-
ципа максимума Понтрягина для задач оптимального управления системами с дробными
производными, см., например, [10].
Отдельно отметим цикл исследований (см. работу [16] и цитированную в ней литера-

туру), посвященных разработке методов построения оптимальных стратегий по принципу
обратной связи в дифференциальных играх и задачах оптимального управления.
В отличие от большинства работ, посвященных задачам импульсного управления, см.

обзор [24], мы рассматриваем системы с дробной производной, в которых памятью обла-
дают не только оператор дробного дифференцирования, но и оператор, определяющий
правую часть уравнения, что представляется более естественным. Кроме того, при поста-
новке задачи управления мы используем целевой функционал достаточно общего вида,
включающий случаи многоточечных и интегральных целевых показателей, а также опе-
ратор, реализующий программные управления, который тоже обладает памятью.

2. Предварительные сведения

Пусть D и B — банаховы пространства, причем D изоморфно прямому произведению
B × Rn (D ≃ B × Rn). Ниже всюду будем считать, что норма элемента {𝑧, 𝑎} ∈ B × Rn

определена равенством

‖{𝑧, 𝑎}‖B×Rn = ‖𝑧‖B + |𝑎|R𝑛 ,

где | · |R𝑛 — норма в R𝑛.
Уравнение

ℒ𝑥 = 𝑓 (2.1)

с линейных ограниченным оператором ℒ : D → B называется линейным абстрактным
функционально–дифференциальным уравнением (АФДУ). Теория уравнения (2.1) систе-
матически изложена в [15], [1]. Зафиксируем изоморфизм 𝐽 = {Λ, 𝑌 } : B × Rn → D и
обозначим обратный оператор 𝐽−1 = [𝛿, 𝑟]. Здесь Λ : B → D, 𝑌 : R𝑛 → D и 𝛿 : D → B,
𝑟 : D → Rn — соответствующие компоненты операторов 𝐽 и 𝐽−1:

𝐽{𝑧, 𝑎} = Λ𝑧 + 𝑌 𝑎 ∈ D, 𝑧 ∈ B, 𝑎 ∈ R𝑛,

𝐽−1𝑥 = {𝛿𝑥, 𝑟𝑥} ∈ B×R𝑛, 𝑥 ∈ D.

Система

𝛿𝑥 = 𝑧, 𝑟𝑥 = 𝑎

для каждого {𝑧, 𝑎} ∈ B×Rn имеет единственное решение

𝑥 = Λ𝑧 + 𝑌 𝑎. (2.2)

Равенство (2.2) приводит к представлению оператора ℒ:

ℒ𝑥 = ℒ(Λ𝑧 + 𝑌 𝑎) = ℒΛ𝑧 + ℒ𝑌 𝑎 = 𝑄𝑧 + 𝐴𝑎,

где так называемая главная часть оператора ℒ, — оператор 𝑄 : B → B, и конечномерный
оператор 𝐴 : R𝑛 → D определены равенствами 𝑄 = ℒΛ и 𝐴 = ℒ𝑌. Общая теория урав-
нения (2.1) построена в предположении, что 𝑄 — фредгольмов оператор (представляет
сумму обратимого и вполне непрерывного операторов [4]).
Общей краевой задачей называется система

ℒ𝑥 = 𝑓, ℓ𝑥 = 𝛽, (2.3)

где ℓ = (ℓ1, . . . , ℓ𝑁) : D → R𝑁 — линейный ограниченный вектор–функционал с линейно
независимыми компонентами. Краевая задача (2.3) — один из центральных объектов тео-
рии АФДУ. В случае, когда 𝑁 = 𝑛 и задача (2.3) однозначно разрешима для любых 𝑓 ∈ B
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и 𝛽 ∈ R𝑛, имеет место представление решения в виде

𝑥 = 𝐺ℓ𝑓 +𝑋𝛽. (2.4)

Оператор 𝐺ℓ : B → D называется оператором Грина задачи (2.3), оператор 𝑋 : R𝑛 → D
называется фундаментальным вектором. Необходимым и достаточным условием одно-
значной разрешимости задачи (2.3) является обратимость матрицы ℓ𝑋. В специальном
случае ℓ = 𝑟 задача (2.3) называется главной краевой задачей.
Рассмотрим абстрактную задачу управления

ℒ𝑥 = 𝐹𝑢+ 𝑓, 𝑟𝑥 = 𝑎, ℓ𝑥 = 𝛽, (2.5)

где управление 𝑢 принадлежит гильбертову пространству H, 𝐹 : H → B — линейный
ограниченный оператор, ℓ = (ℓ1, . . . ℓ𝑁) — целевой вектор–функционал, определяющий
цель управления : ℓ𝑥 = 𝛽. Будем предполагать, что главная краевая задача

ℒ𝑥 = 𝑓, 𝑟𝑥 = 𝑎 (2.6)

однозначно разрешима. Для формулировки теоремы о разрешимости задачи (2.5) опре-
делим линейный ограниченный функционал 𝜆𝑖 : H → R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, равенством
𝜆𝑖𝑢 = ℓ𝑖𝐺𝑟𝐹𝑢, где 𝐺𝑟 — оператор Грина задачи (2.6). Очевидно, значение 𝜆𝑖𝑢 может быть
записано в форме 𝜆𝑖𝑢 = ⟨𝜈𝑖, 𝑢⟩, где скобки ⟨ · , · ⟩ означают скалярное произведение в H, и
𝜈𝑖 — элемент пространства H, порождающий функционал 𝜆𝑖 : H → R.

Теорема 2.1 ([18]). Задача управления (2.5) разрешима для любых 𝑓 ∈ B и 𝑎 ∈ R𝑛,

𝛽 ∈ R𝑁 тогда и только тогда, когда обратима матрица 𝑊
def
= {⟨𝜈𝑖, 𝜈𝑗⟩}𝑖,𝑗=1,...,𝑁 . Управ-

ление 𝑢0 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜈𝑖𝑐𝑖, где col(𝑐𝑖, . . . , 𝑐𝑁) = 𝑊−1[𝛽 − ℓ𝐺𝑟𝑓 − ℓ𝑋𝑎] решает задачу (2.5).

3. Импульсные системы

Устойчивый интерес к импульсным системам c производными целого порядка возник в
середине ХХ века, их систематическое исследование связано с многими известными име-
нами, ссылки на основополагающие результаты в этой области можно найти в главе 3
монографии [1]. Траектории таких систем могут иметь разрывы в отдельные моменты
времени, в промежутках между которыми поведение системы описывается дифференци-
руемыми функциями, которые удовлетворяют уравнению в обычном смысле. Современная
теория импульсных систем базируется на теории обобщенных функций (распределений),
основы которой были заложены С.Л. Соболевым и Л. Шварцем. Другой подход к изу-
чению дифференциальных уравнений с разрывными решениями связан с так называе-
мыми «обобщенными обыкновенными дифференциальными уравнениями», исследование
которых было начато Я. Курцвейлем. В настоящее время эта теория получила широкое
развитие. Согласно принятым подходам, импульсные уравнения рассматриваются в клас-
се функций ограниченной вариации. В этом случае решение понимается как функция
ограниченной вариации, удовлетворяющая интегральному уравнению с интегралом Лебе-
га — Стилтьеса или Перрона — Стилтьеса. Интегральные уравнения в пространстве функ-
ций ограниченной вариации стали предметом отдельного интереса и подробно изучаются
в [22] и последующих работах. Напомним, что функция ограниченной вариации может
быть представлена в виде суммы абсолютно непрерывной функции, функции скачков и
сингулярной составляющей (непрерывной функции, производная которой равна нулю по-
чти всюду). Решения уравнений с импульсным воздействием, которые рассматриваются
ниже, не содержат сингулярной составляющей и могут иметь разрывы только в конечном
числе заданных точек.
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Мы здесь следуем подходу к импульсным системам, предложенному в работе [14], кото-
рый основан на рассмотрении уравнений на таком пространстве, которое является конеч-
номерным расширением традиционного пространства абсолютно непрерывных функций.
Этот подход не использует сложную теорию обобщенных функций, оказался богатым по
содержанию и находит множество применений в тех случаях, когда вопрос о сингулярной
составляющей не возникает, в частности, в некоторых задачах экономической динамики
[15]. С точки зрения теории АФДУ, рассматриваемые импульсные системы являются од-
ним из конкретных представителей уравнений, рассматриваемых на конечномерных рас-
ширениях традиционных пространство. При этом специфика таких уравнений определя-
ется не только спецификой этих пространств, но и конкретными свойствах изоморфизма
𝐽 : D → B×R𝑛. Для уравнений с производными целого порядка разнообразные примеры
таких уравнений можно найти в главе 3 монографии [1].
Напомним сначала конструкцию основного пространства траекторий для импульсных

систем с производной целого порядка.
Пусть L — пространство суммируемых по Лебегу функций 𝑧 : [0, 𝑇 ] → R𝑛 с нормой

‖𝑧‖L =

𝑇∫︁
0

|𝑧(𝑡)|R𝑛 𝑑𝑡;

AC — пространство абсолютно непрерывных функций 𝑦 : [0, 𝑇 ] → R𝑛 с нормой

‖𝑦‖AC = ‖𝑦̇‖L + |𝑦(0)|R𝑛 ;

L∞ — пространство измеримых и ограниченных в существенном функций 𝑧 : [0, 𝑇 ] → R𝑛

с нормой

‖𝑧‖L∞ = vraisup(|𝑧(𝑡)|R𝑛 : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]);

AC∞ — пространство абсолютно непрерывных функций 𝑦 : [0, 𝑇 ] → R𝑛 с ограниченной в
существенном производной 𝑦̇ и нормой

‖𝑦‖AC∞ = ‖𝑦̇‖L∞ + |𝑦(0)|R𝑛 .

Зафиксируем дискретный набор точек 𝑡𝑘 ∈ (0, 𝑇 ), 0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑚 < 𝑇. Рассмотрим
пространство D = DS(𝑚) функций 𝑥 : [0, 𝑇 ] → R𝑛, представимых в виде

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝑥(0) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)∆𝑥(𝑡𝑘),

где 𝑧 ∈ L, ∆𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘) − 𝑥(𝑡𝑘 − 0), 𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡) — характеристическая функция отрезка
[𝑡𝑘, 𝑇 ]. В таком случае имеем D ≃ L×R𝑛+𝑚𝑛 с изоморфизмом 𝐽 = {Λ, 𝑌 },

(Λ𝑧)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠; (𝑌 𝑎)(𝑡) = 𝑎0 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)𝑎
𝑘; 𝑎 = col(𝑎0, . . . , 𝑎𝑚).

При этом для 𝐽−1 = {𝛿, 𝑟} имеем

𝛿𝑥 = 𝑥̇, 𝑟𝑥 = col(𝑥(0),∆𝑥(𝑡1), . . . ,∆𝑥(𝑡𝑚)).

Результаты исследования задач управления для широкого класса импульсных систем c
обыкновенной производной и пространством траекторий D = DS(𝑚) представлены в ра-
ботах [5], [18].
Перейдем к определению основных пространств и изоморфизма, позволяющих рассмат-

ривать импульсные системы с точки зрения теории АФДУ в случае производной дробного
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порядка. При этом нам понадобятся два следующих хорошо известных оператора: опера-
тор дробного дифференцирования Капуто порядка 𝛼 ∈ (0, 1) [11], [17],

(𝒟𝛼𝑥)(𝑡) =
1

Γ(1− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑥̇(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝛼
𝑑𝑠,

и оператор дробного интегрирования Римана — Лиувилля того же порядка [11], [17],

(𝒥 𝛼𝑧)(𝑡) = (Λ𝑧)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑧(𝑠) 𝑑𝑠.

Здесь Γ(·) — Гамма–функция Эйлера.
По-прежнему считаем фиксированным дискретный набор точек 𝑡𝑘 ∈ (0, 𝑇 ), 0 < 𝑡1 <

. . . < 𝑡𝑚 < 𝑇 («моменты импульсного воздействия»).
Рассмотрим пространство D = DS∞(𝑚) функций 𝑥 : [0, 𝑇 ] → R𝑛, представимых в виде

𝑥(𝑡) = (𝒥 𝛼𝑧)(𝑡) + 𝑥(0) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)∆𝑥(𝑡𝑘),

где 𝑧 ∈ L∞, ∆𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘) − 𝑥(𝑡𝑘 − 0), 𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡) — характеристическая функция отрезка
[𝑡𝑘, 𝑇 ]. В таком случае имеем D ≃ L∞ ×R𝑛+𝑚𝑛,

(Λ𝑧)(𝑡) = (𝒥 𝛼𝑧)(𝑡); (𝑌 𝑎)(𝑡) = 𝑎0 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)𝑎
𝑘; 𝑎 = col(𝑎0, . . . , 𝑎𝑚),

𝛿𝑥 = 𝒟𝛼𝑥; 𝑟𝑥 = col(𝑥(0),∆𝑥(𝑡1), . . . ,∆𝑥(𝑡𝑚)).

Рассмотрим импульсную систему

(𝒟𝛼𝑥)(𝑡) = (𝒯 𝑥)(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3.1)

где 𝒯 : DS∞(𝑚) → L∞ — линейный ограниченный вольтерров оператор [1], удовлетворя-
ющий условию: существует такое 𝜌 > 0, что неравенство

|(𝒯 𝑦)(𝑡)| ⩽ 𝜌max
𝑠∈[0,𝑡]

|𝑦(𝑠)|, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

выполняется для любого 𝑦 ∈ AC𝛼
∞. Здесь AC𝛼

∞ — пространство функций 𝑦 : [0, 𝑇 ] → R𝑛,
представимых в виде

𝑦(𝑡) = 𝑦(0) + (𝒥 𝛼𝑧)(𝑡),

где 𝑧 ∈ L∞, с нормой

‖𝑦‖AC𝛼
∞ = ‖𝒟𝛼𝑦‖L∞ + |𝑦(0)|R𝑛 .

Всюду ниже считаем, что норма | · | в R𝑛 обладает свойством монотонности: для любых
𝑎 = col(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑏 = col(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) ∈ R𝑛, таких что |𝑎𝑖| ⩽ |𝑏𝑖|, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, имеем |𝑎| ⩽ |𝑏|.
Кроме того, предполагается, что оператор 𝐾 = 𝒯 𝐽𝛼 является регулярным [3, с. 99],

интегральным оператором Вольтерра:

(𝐾𝑧)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝑠.

В [9] показано, что оператор (𝐼 −𝐾)−1 существует и представим в виде сходящегося ряда
Неймана (здесь и ниже 𝐼 — тождественный оператор. Как известно [3, Теорема 2.2, с.
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119], в таком случае (𝐼 −𝐾)−1 = 𝐼 +𝑅, где 𝑅 — резольвентный оператор, который также
является интегральным оператором Вольтерра:

(𝑅𝑓)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

с резольвентным ядром 𝑅(𝑡, 𝑠).
Примером оператора 𝒯 , удовлетворяющего сформулированным условиям, является опе-

ратор

(𝒯 𝑥)(𝑡) = 𝑃 (𝑡)𝑥ℎ(𝑡), ℎ(𝑡) ⩽ 𝑡, (3.2)

где столбцы (𝑛× 𝑛)–матрицы 𝑃 принадлежат пространству L∞,

𝑥ℎ(𝑡) =

{︂
𝑥[ℎ(𝑡)], 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

0, 𝑡 /∈ [0, 𝑇 ],
(3.3)

функция ℎ : [0, 𝑇 ] → 𝑅 измерима.
Главной краевой задачей для системы (3.1) является задача

𝒟𝛼𝑥 = 𝒯 𝑥+ 𝑓 ; 𝑥(0) = 𝑎0, ∆𝑥(𝑡1) = 𝑎1, . . . , ∆𝑥(𝑡𝑚) = 𝑎𝑚. (3.4)

В [9] показано, что при 𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚 эта задача однозначно разрешима для любого
𝑓 ∈ L∞ и ее решение имеет представление

𝑥(𝑡) = (𝐶𝑓)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, (3.5)

где 𝐶(𝑡, 𝑠) — матрица Коши, определенная равенством

𝐶(𝑡, 𝑠) =
(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐸 +

𝑡∫︁
𝑠

(𝑡− 𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝑅(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏 (3.6)

(здесь и ниже 𝐸 — единичная (𝑛× 𝑛)–матрица).
Введем обозначения

𝒜0(𝑡) = (𝒯 𝐸)(𝑡), 𝒜𝑘(𝑡) = (𝒯 (𝐸𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ]))(𝑡), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Заметим, что для (𝑛×𝑛)–матрицы 𝑋 со столбцами 𝑋𝑖 изDS∞(𝑚) запись (𝒯 𝑋)(𝑡) означает
матрицу ((𝒯 𝑋1)(𝑡), . . . , (𝒯 𝑋𝑛)(𝑡)).
Определим матрицы 𝑋0(𝑡), 𝑋1(𝑡), . . ., 𝑋𝑚(𝑡) равенствами

𝑋0(𝑡) = 𝐸 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜0(𝑠) 𝑑𝑠, (3.7)

𝑋𝑘(𝑡) = 𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)𝐸 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜𝑘(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Получим представление решения задачи (3.4) для любых 𝑎𝑘, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚.
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Теорема 3.1. Задача (3.4) однозначно разрешима при любых 𝑓 ∈ L∞ и 𝑎𝑘 ∈ R𝑛, 𝑘 =
0, 1, . . . ,𝑚, и ее решение 𝑥 ∈ DS∞(𝑚) имеет представление

𝑥(𝑡) = (𝑋0(𝑡), 𝑋1(𝑡), . . . , 𝑋𝑚(𝑡))

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0

𝑎1

. . .

𝑎𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠+

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (3.8)

Доказательство. В доказательстве нуждается только представление решения однородной
системы (3.1) (случай 𝑓 = 0). Рассмотрим задачу

𝒟𝛼𝑥 = 𝒯 𝑥; 𝑥(0) = 𝑎0, ∆𝑥(𝑡1) = 0, . . . , ∆𝑥(𝑡𝑚) = 0. (3.9)

Замена 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑎0 сводит эту задачу к задаче

𝒟𝛼𝑦 = 𝒯 𝑦 + 𝒯 𝑎0; 𝑦(0) = 0, ∆𝑦(𝑡1) = 0, . . . , ∆𝑦(𝑡𝑚) = 0. (3.10)

Для решения этой задачи имеем

𝑦(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)(𝒯 𝑎0)(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)(𝒯 𝐸)(𝑠) 𝑑𝑠 𝑎0 =

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜0(𝑠) 𝑑𝑠 𝑎0. (3.11)

Отсюда, возвращаясь к исходной фазовой переменной и обозначая решение задачи (3.9)
через 𝑥0, получаем

𝑥0(𝑡) = 𝑎0 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜0(𝑠) 𝑑𝑠 𝑎0 = 𝑋0(𝑡) 𝑎0. (3.12)

Повторяя эти рассуждения для задачи

𝒟𝛼𝑥 = 𝒯 𝑥; 𝑥(0) = 0, ∆𝑥(𝑡1) = 𝑎1, ∆𝑥(𝑡2) = 0, . . . , ∆𝑥(𝑡𝑚) = 0 (3.13)

с использованием замены 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)−𝜒[𝑡1,𝑇 ](𝑡)𝑎
1, получаем представление решения задачи

(3.13):

𝑥1(𝑡) = 𝜒[𝑡1,𝑇 ](𝑡)𝑎
1 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜1(𝑠) 𝑑𝑠 𝑎1 = 𝑋1(𝑡) 𝑎1. (3.14)

Аналогичное представление получаем для решения задачи

𝒟𝛼𝑥 = 𝒯 𝑥; 𝑥(0) = 0, ∆𝑥(𝑡1) = 0, . . . , ∆𝑥(𝑡𝑘) = 𝑎𝑘, . . . , ∆𝑥(𝑡𝑚) = 0 : (3.15)

𝑥𝑘(𝑡) = 𝜒[𝑡𝑘,𝑇 ](𝑡)𝑎
𝑘 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝒜𝑘(𝑠) 𝑑𝑠 𝑎𝑘 = 𝑋𝑘(𝑡) 𝑎𝑘, 𝑘 = 2, . . . ,𝑚.

Остается заметить, что 𝑥(𝑡) =
∑︀𝑚

𝑘=0 𝑥
𝑘(𝑡).

4. Задача импульсного управления

Поставим для системы (3.1) задачу управления, считая управляющими воздействиями
скачки траектории ∆𝑥(𝑡𝑘) в моменты времени 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.
Будем считать заданным начальное состояние системы:

𝑥(0) = 𝑎0, (4.1)
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а цель управления зададим равенством

ℓ𝑥 ≡
𝜇∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗𝑥(𝜏𝑗) +

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)𝑥(𝜏) 𝑑𝜏 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘∆𝑥(𝑡𝑘) = 𝛽 ∈ R𝑁 , (4.2)

где 𝜏𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝜇, — фиксированные точки из [0, 𝑇 ] (эти точки, вообще говоря, никак не
связаны с точками 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, введенными ранее, 𝐴𝑗 и 𝐻𝑘 — постоянные (𝑁 × 𝑛)–
матрицы, 𝐵(·) — (𝑁×𝑛)–матрица с суммируемыми элементами, 𝛽 — заданный постоянный
вектор целевых значений.
Перепишем представление (3.8) в виде

𝑥(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑎0 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘(𝑡)𝑎𝑘 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (4.3)

В этом представлении векторы 𝑎𝑘 ∈ R𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 являются свободными и подлежат
определению для достижения цели (4.2).
Для формулировки условий разрешимости задачи (3.1), (4.1), (4.2) введем обозначения:

Ξ𝑘 =

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝑋
𝑘(𝜏𝑗) +

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)𝑋𝑘(𝜏) 𝑑𝜏 +𝐻𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, (4.4)

𝛽1 =

[︃
𝜇∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗𝑋
𝑘(𝜏𝑗)

]︃
𝑎0 +

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)𝑋0(𝜏) 𝑑𝜏 𝑎0, (4.5)

𝛽2 =

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗

𝜏𝑗∫︁
0

𝐶(𝜏𝑗, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
𝑠

𝐵(𝜏)𝐶(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (4.6)

Теорема 4.1. Разрешимость задачи (3.1), (4.1), (4.2) эквивалентна разрешимости

линейной системы

𝑚∑︁
𝑘=1

Ξ𝑘 𝑎𝑘 = 𝛽 − 𝛽1 − 𝛽2, (4.7)

где (𝑁×𝑛)–матрицы Ξ𝑘 и векторы 𝛽1, 𝛽2 ∈ R𝑁 определены равенствами (4.4), (4.5), (4.6).
Каждое решение (𝑎10, . . . , 𝑎

𝑚
0 ), 𝑎

𝑘
0 ∈ R𝑛 этой системы порождает решение 𝑥0 ∈ DS∞(𝑚)

задачи (3.1), (4.1), (4.2) , при этом ∆𝑥0(𝑡𝑘) = 𝑎𝑘0.
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Доказательство. Используя представление (4.3), найдем значение целевого вектор–
функционала ℓ (4.2) на правой части этого равенства. Для этого последовательно вы-
числяем ℓ на каждом из трех его слагаемых, обозначая эти составляющие ℓ1𝑥, ℓ2𝑥, ℓ3𝑥:

ℓ1𝑥 =

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝑋
0(𝜏𝑗)𝑎

0 +

𝜇∑︁
𝑗=1

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑗𝑋
𝑘(𝜏𝑗)𝑎

𝑘 +

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗

𝜏𝑗∫︁
0

𝐶(𝜏𝑗, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

ℓ2𝑥 =

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)𝑋0(𝜏) 𝑑𝜏 𝑎0 +

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘(𝜏)𝑑𝜏 𝑎𝑘

+

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)

𝜏∫︁
0

𝐶(𝜏, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 𝑑𝜏,

ℓ3𝑥 =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘𝑎𝑘.

Приводя подобные в выражении ℓ𝑥 = ℓ1𝑥 + ℓ2𝑥 + ℓ3𝑥 относительно сомножителей 𝑎0, 𝑎𝑘

и интегральных операторов, действующих на 𝑓(·), меняя порядок суммирования в двой-
ных суммах и порядок интегрирования в двойных интегралах, получаем запись целевого
равенства (4.2) в виде (4.7).

Заметим, что в случае 𝑛𝑚 > 𝑁 свобода в выборе импульсных управляющих перемен-
ных оказывается избыточной. В таком случае в число целевых условий можно вклю-
чить дополнительные условия равенства нулю скачков отдельных компонент траектории
(∆𝑥𝑖(𝑡𝑘) = 0).
Мы здесь не обсуждаем вопросы практической реализации импульсных воздействий,

т.е. соответствующих скачков траектории. Отметим только, что в задачах экономической
динамики такие скачки имеют естественную интерпретацию, например, отрицательный
скачок некоторой компоненты траектории означает одномоментную передачу производ-
ственных фондов (капитала) из соответствующей отрасли в другую отрасль, для которой
скачок компоненты траектории в этот же момент времени будет положительным. При
равенстве абсолютных величин упомянутых скачков такая передача фондов не требует
дополнительных ресурсов. Для систем с производными целого порядка эти вопросы по-
дробно обсуждаются в [5], [6, с. 270-273], [7, с. 68-70].

5. Задача смешанного управления

Рассмотрим функционально–дифференциальную систему управления с дробной произ-
водной

𝒟𝛼𝑥 = 𝒯 𝑥+ 𝐹𝑢+ 𝑓, (5.1)

где 𝐹 : L2 → L∞ — линейный ограниченный вольтерров оператор, реализующий управля-
ющие воздействия 𝑢 ∈ L2. Здесь L2 — пространство суммируемых с квадратом функций

𝑣 : [0, 𝑇 ] → R𝑞 со скалярным произведением ⟨𝑢, 𝑣⟩ =
𝑇∫︀
0

𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 ((·)′ — символ транспо-

нирования).
По-прежнему будем считать, что начальное состояние системы задано равенством (4.1)

а цель управления — равенством (4.2).
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В рассматриваемом случае все множество траекторий системы (5.1) описывается равен-
ством

𝑥(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑎0 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘(𝑡)𝑎𝑘 +

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝐶(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (5.2)

В этой записи смешанное управляющее воздействие содержит импульсную конечномерную
составляющую (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚)′ ∈ R𝑛𝑚 и составляющую 𝑢 ∈ L2.
Для формулировки условий разрешимости задачи управления (5.1),(4.1),(4.2) введем

дополнительные обозначения. Обозначим через Θ0 (𝑁 × 𝑞)–матрицу, определяющую ли-
нейный ограниченный вектор–функционал Θ0 : L2 → R𝑁 :

Θ0𝑢 =

𝑇∫︁
0

Θ0(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

𝑇∫︁
𝑠

𝐵(𝜏)𝐶(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠. (5.3)

Пусть, далее, Θ𝑗 — (𝑁 × 𝑞)–матрица, определяющая линейный ограниченный вектор-
функционал Θ𝑗 : L2 → R𝑁 :

Θ𝑗𝑢 =

𝑇∫︁
0

Θ𝑗(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

𝜒𝑗(𝑠)𝐶(𝜏𝑗, 𝑠)(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠, (5.4)

где 𝜒𝑗(·) — характеристическая функция отрезка [0, 𝜏𝑗], 𝑗 = 1, . . . , 𝜇,

𝑀(𝑠) = Θ0(𝑠) +

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗Θ𝑗(𝑠); 𝑊 =

𝑇∫︁
0

𝑀(𝑠)𝑀 ′(𝑠) 𝑑𝑠. (5.5)

Теорема 5.1. Задача управления (5.1),(4.1),(4.2) разрешима тогда и только тогда, ко-
гда линейная алгебраическая система

𝑚∑︁
𝑘=1

Ξ𝑘𝑎𝑘 +𝑊𝑑 = 𝛽 − 𝛽1 − 𝛽2, (5.6)

где (𝑁 × 𝑛)–матрицы Ξ𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 и векторы 𝛽1, 𝛽2 ∈ R𝑁 определены равенства-

ми (4.4), (4.5), (4.6), соответственно, разрешима относительно (𝑛𝑚 + 𝑁)–вектора
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑑)′. Каждое решение (𝑎10, . . . , 𝑎

𝑚
0 , 𝑑0)

′ системы (5.6) определяет смешанное

управление, решающее задачу управления (5.1), (4.1), (4.2): ∆𝑥(𝑡𝑘) = 𝑎𝑘0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,
𝑢(𝑡) = 𝑀 ′(𝑡)𝑑0.

Доказательство. Введение в систему управления 𝑢 ∈ L2 приводит к дополнительному

слагаемому
𝑡∫︀
0

𝐶(𝑡, 𝑠)(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠 в описании (5.2) множества всех траекторий и необходимо-

сти вычисления значения целевого вектор–функционала на этом слагаемом. Такое вычис-
ление приводит к двум дополнительным по отношению к случаю импульсного управления
(Теорема 4.1) слагаемым:

ℓ4𝑥 =

𝑇∫︁
0

𝐵(𝜏)

𝜏∫︁
0

𝐶(𝜏, 𝑠)(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏, (5.7)

ℓ5𝑥 =

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗

𝜏𝑗∫︁
0

𝐶(𝜏𝑗, 𝑠)(𝐹𝑢)(𝑠) 𝑑𝑠. (5.8)
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С учетом введенных обозначений Θ0 и Θ𝑗 получаем

ℓ4𝑥+ ℓ5𝑥 =

𝑇∫︁
0

[Θ0(𝑠) +

𝜇∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗Θ𝑗(𝑠)]𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

𝑀(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠. (5.9)

Пусть 𝐿 — линейное многообразие, натянутое на столбцы матрицы 𝑀 ′, а 𝐿⊥ — его орто-
гональное дополнение в L2. Возьмем произвольную линейную комбинацию столбцов 𝑀 ′:
𝑔 = 𝑀 ′𝑑, 𝑑 ∈ R𝑁 . Очевидно 𝑔 ∈ 𝐿. В силу теоремы об ортогональном разложении в гиль-
бертовом пространстве, любое управление 𝑢 может быть представлено в виде 𝑢 = 𝑔 + ℎ,

где ℎ ∈ 𝐿⊥. При этом
𝑇∫︀
0

𝑀(𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠 = 0, и слагаемое ℎ дает нулевой вклад в значение

целевого вектор–функционала. Таким образом, слагаемое
𝑇∫︀
0

𝑀(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 в составе значе-

ний целевого вектор–функционала можно без потери общности заменить слагаемым 𝑊𝑑
и получить систему (5.6).

Отметим, что в случае обратимости матрицы 𝑊 управление

𝑢(𝑡) = 𝑀 ′(𝑡)𝑊−1(𝛽 − 𝛽1 − 𝛽2 −
𝑚∑︁
𝑘=1

Ξ𝑘𝑎𝑘)

решает задачу (5.1), (4.1), (4.2) при любых 𝑎𝑘 = ∆𝑥(𝑡𝑘), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.
Сведение задачи управления (5.1), (4.1), (4.2) к линейной алгебраической системе (5.6)

открывает возможность применения конструктивных методов исследования, разработан-
ных для задач управления функционально–дифференциальными системами с производ-
ными целого порядка (см. [5]; [1, гл.6]), и реализуемых с применением современной ком-
пьютерной технологии — доказательного вычислительного эксперимента (ДВЭ). Отметим,
что ключевым моментом этого сведения является использование представления множе-
ства всех траекторий системы управления с использованием матрицы Коши. В общем слу-
чае отсутствие явного представления матрицы Коши приводит к необходимости использо-
вать в рамках ДВЭ ее аппроксимации с гарантированной оценкой погрешности. Способы
и алгоритмы такого построения для некоторых весьма широких классов функционально-
дифференциальных систем описаны в [8], [19].
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