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ЗАДАЧА О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ

МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ ВЯЗКОЙ

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

О.А. ГРИБКОВА, Д.А. ЗАКОРА, А.Е. МАМОНТОВ, Д.А. ПРОКУДИН

Аннотация. В работе изучается задача о малых движениях и нормальных колебани-
ях гомогенной смеси нескольких вязких несжимаемых жидкостей. Рассматриваемая
модель представляет собой некоторое обобщение известной системы уравнений На-
вье — Стокса динамики однокомпонентной несжимаемой вязкой среды и включает в
себя уравнения несжимаемости и импульсов. Доказана корректная разрешимость соот-
ветствующей начально–краевой задачи. В терминах оператора Стокса построен спектр
и система собственных элементов в задаче о нормальных колебаниях.
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1. Введение

Приведём постановку нелинейной задачи, описывающей баротропное движение много-
компонентной вязкой сжимаемой жидкости. В работе изучается линеаризованная относи-
тельно состояния покоя система уравнений в случае несжимаемых компонент смеси.
Пусть ограниченная область Ω ⊂ R3 с липшицевой границей 𝜕Ω заполнена гомогенной

смесью нескольких вязких сжимаемых жидкостей. Введём систему координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3

так, что ось 𝑂𝑥3 направлена против действия силы тяжести −𝑔e3, 𝑔 > 0, а начало коор-
динат находится внутри области Ω. Обозначим через n единичный вектор, нормальный
к границе 𝜕Ω и направленный вне области Ω. Баротропное движение смеси 𝑛 ⩾ 2 вязких
сжимаемых жидкостей описывается следующей системой уравнений:

𝑅𝑖
𝜕u𝑖

𝜕𝑡
+𝑅𝑖(u𝑖 · ∇)u𝑖 = div T𝑖 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖) +𝑅𝑖F𝑖,

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑡
+ div(𝑅𝑖u𝑖) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞)× Ω, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

(1.1)

где u𝑖 = u𝑖(𝑡, 𝑥) =
(︀
𝑢𝑖1(𝑡, 𝑥);𝑢𝑖2(𝑡, 𝑥);𝑢𝑖3(𝑡, 𝑥)

)︀⊺
(𝑥 = (𝑥1;𝑥2;𝑥3) ∈ Ω) — поле скоростей 𝑖-й

компоненты смеси (символом ⊺ обозначена операция транспонирования), 𝑅𝑖 = 𝑅𝑖(𝑡, 𝑥) —
плотность, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ⩾ 0 — коэффициенты, отвечающие за интенсивность обмена импуль-
сом между составляющими смеси, F𝑖 = F𝑖(𝑡, 𝑥) — известные поля внешних массовых сил.

O.A. Gribkova, D.A. Zakora, A.E. Mamontov, D.A. Prokudin, Problem on small motions of

multicomponent viscous incompressible fluid.

© Грибкова О.А., Закора Д.А., Мамонтов А.Е., Прокудин Д.А. 2026.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Российской Федерации, соглашение
№ 075-02-2026-1313.

Поступила 2 декабря 2024 г.

23



24 О.А. ГРИБКОВА, Д.А. ЗАКОРА, А.Е. МАМОНТОВ, Д.А. ПРОКУДИН

Тензоры напряжений T𝑖 и тензоры вязких напряжений S𝑖 определяются равенствами1:

T𝑖 := −𝑃𝑖I3 + S𝑖, S𝑖 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

(︀
𝜆𝑖𝑗 tr 𝑒(u)I3 + 2𝜇𝑖𝑗𝑒(u)

)︀
,

где 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑡, 𝑥) — давление в 𝑖-й компоненте смеси, I3 — единичная матрица в R3, 𝜇𝑖𝑗,
𝜆𝑖𝑗 — компоненты матриц вязкостей M := {𝜇𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, Λ := {𝜆𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1. Матрицы вязкостей
подчинены следующим условиям:

M > 0, 2M+ 3Λ > 0.

Давление и плотность в каждой компоненте смеси обычно связаны некоторым уравне-
нием состояния, а система (1.1) рассматривается с классическими граничными условиями
прилипания, либо с условиями непротекания и нулевыми касательными напряжениями.
Система уравнений (1.1) — один из многих вариантов описания движения многокомпо-

нентных жидкостных смесей и моделирует движения гомогенной смеси вязких сжимаемых
жидкостей, многоскоростная модель (подробности см. в [9], [17], [15], [6]). В частности, это
означает, что в каждой точке пространства присутствуют все компоненты смеси, которые
находятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную скорость движения; взаимодей-
ствие между компонентами осуществляется через обмен импульсом и вязкое трение. При
этом учёт межкомпонентного вязкого трения посредством рассмотрения недиагональных
матриц вязкостей M и Λ во многом определяет специфику исследуемой модели динамики
смесей. Если матрицы вязкостей диагональны и в (1.1) все 𝑎𝑖𝑗 = 0, то мы будем иметь дело
с 𝑛 независимыми системами уравнений Навье — Стокса для каждой компоненты.
Математическое исследование многоскоростных моделей движения многокомпонентных

сред c недиагональными матрицами вязкостей началось относительно недавно. Одной из
первых работ, в которой были получены результаты о разрешимости в многомерном слу-
чае, является работа J. Frehse, S. Goj и J. Málek [10]. В упомянутой работе доказана
разрешимость задачи Коши для системы без конвективных членов в случае общей зави-
симости давлений от плотностей компонент. В [11] этими же авторами получен результат
о единственности слабых решений задачи Коши при дополнительных предположениях,
что массовые силы и члены, учитывающие обмен импульсом между различными ком-
понентами равны нулю. В работе J. Frehse и W. Weigant [12] доказано существование и
единственность классического решения краевой задачи для квазистационарной системы
без конвективных слагаемых со специальными граничными условиями. Результаты о су-
ществовании решений с учетом конвективных слагаемых получены А.Е. Мамонтовым и
Д.А. Прокудиным для многоскоростной модели в [6], [7]. Спектральный анализ некоторых
линейных моделей сжимаемых вязких многокомпонентных сред проведен в [18], [2].
Цель данной работы — исследование задачи о малых движениях и нормальных колеба-

ниях линеаризованной относительно состояния покоя системы (1.1) в случае несжимаемых
компонент смеси. Основные результаты изложены в теореме 2.1.

2. Постановка задачи и основные результаты

Будем считать, что компоненты смеси — несжимаемые однородные жидкости с плотно-
стями 𝑅𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝜌𝑖 > 0. Рассматривая состояние покоя u𝑖 = 0, F𝑖 = −𝑔e3 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) си-
стемы (1.1), найдём стационарные давления в компонентах смеси 𝑃𝑖0(𝑥3) = −𝜌𝑖𝑔𝑥3 + 𝑝𝑖0,

1Для векторного поля u = (𝑢1;𝑢2;𝑢3)
⊺ определим набор коэффициентов 𝑒𝑙𝑘(u) :=

1

2

(︂
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂
(𝑙, 𝑘 = 1, 2, 3) тензора скоростей деформаций 𝑒(u). Через tr 𝑒(u) :=

3∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠𝑠(u) ≡ divu обозначим след мат-

рицы 𝑒(u).



ЗАДАЧА О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ 25

где 𝑝𝑖0 — давления в начале координат. Будем считать, что 𝑃𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑃𝑖0(𝑥3) + 𝑝𝑖(𝑡, 𝑥),
F𝑖(𝑡, 𝑥) = −𝑔e3 + f𝑖(𝑡, 𝑥), где 𝑝𝑖 — так называемое динамическое давление, f𝑖 — малое по-
ле внешних массовых сил, наложенное на гравитационное поле. Предполагая, что u𝑖, 𝑝𝑖,
f𝑖 — малые одного порядка малости, придём к линеаризованной системе. Эта система,
граничные условия прилипания и начальные условия имеют следующий вид:

𝜕u𝑖

𝜕𝑡
= − 1

𝜌𝑖
∇𝑝𝑖 +

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜌𝑖
𝜇𝑖𝑗∆u𝑗 +

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜌𝑖
𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖) + f𝑖, (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞)× Ω,

divu𝑖 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞)× Ω, u𝑖 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞)× 𝜕Ω,

u𝑖(0, 𝑥) = u0
𝑖 (𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(2.1)

Здесь 𝜇𝑖𝑗 — коэффициенты вязкостей, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ⩾ 0 — коэффициенты, отвечающие за ин-
тенсивность обмена импульсами между компонентами. Матрица M := {𝜇𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, называе-
мая матрицей вязкостей, является симметричной и положительной: M > 0.
Начально–краевая задача (2.1) с использованием метода ортогонального проектирова-

ния трактуется в виде задачи Коши в гильбертовом пространстве1 ℋ := ⊕𝑛
𝑖=1J0(Ω):

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= −ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉 + ℱ(𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0, (2.2)

где

𝜉 := (u1; . . . ;u𝑛)
⊺, 𝜉0 :=

(︀
u0
1; . . . ;u

0
𝑛

)︀⊺
, ℱ(𝑡) :=

(︀
𝑃0f1(𝑡); . . . ;𝑃0f𝑛(𝑡)

)︀⊺
,

ℛ := {𝛿𝑖𝑗𝜌𝑗𝐼}𝑛𝑖,𝑗=1, ℳ := {𝜇𝑖𝑗𝐼}𝑛𝑖,𝑗=1, 𝒜 := {𝛿𝑖𝑗𝐴}𝑛𝑖,𝑗=1, 𝒟(𝒜) :=
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝒟(𝐴),

ℬ :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎1𝑗𝐼 − 𝑎11𝐼 −𝑎12𝐼 . . . −𝑎1𝑛𝐼

−𝑎21𝐼
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎2𝑗𝐼 − 𝑎22𝐼 . . . −𝑎2𝑛𝐼

. . . . . . . . . . . .

−𝑎𝑛1𝐼 −𝑎𝑛2𝐼 . . .
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝐼 − 𝑎𝑛𝑛𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Здесь ⊺ — операция транспонирования, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝐼 — единичный оператор
в J0(Ω), 𝑃0 — ортопроектор пространства L2(Ω) на J0(Ω), 𝐴 — оператор Стокса.

Определение 2.1. Поля u𝑖 и функции 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) называются сильным по вре-

мени решением начально-краевой задачи (2.1), если функция 𝜉 является решением зада-
чи Коши (2.2). В свою очередь, функция 𝜉 является решением задачи Коши (2.2), если
𝜉 ∈ 𝐶1([0,+∞);ℋ), 𝜉(𝑡) ∈ 𝒟(𝒜) при всех 𝑡 ⩾ 0, 𝒜𝜉 ∈ 𝐶([0,+∞);ℋ), выполнены уравнение
из (2.2) при всех 𝑡 ⩾ 0 и начальное условие.

Введём, кроме матрицы вязкостей M, матрицу плотностей R := {𝛿𝑖𝑗𝜌𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, связанную
с оператором ℛ, и матрицу интенсивности обмена импульсами B, связанную с операто-
ром ℬ. И вообще, если S := {𝑠𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 — матрица, действующая в C𝑛, то поставим ей в
соответствие оператор 𝒮 := {𝑠𝑖𝑗𝐼}𝑛𝑖,𝑗=1, действующий в ℋ. Будем писать при этом S ↔ 𝒮.
Обозначим через 𝜆𝑘(𝐴), u𝑘(𝐴) собственные значения, занумерованные в порядке неубы-

вания, и соответствующие им собственные элементы оператора Стокса 𝐴.
Основное содержание работы составляет следующая теорема.

Теорема 2.1. 1) Пусть u0
𝑖 ∈ 𝒟(𝐴) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), а поля f𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) удовлетворя-

ют локальному условию Гёльдера. Тогда начально–краевая задача (2.1) имеет един-
ственное сильное по времени решение.

1Все используемые в данном разделе обозначения пространств и операторов пояснены в разделе 3.
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2) Спектр 𝜎 оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ℬ) расположен на положительной полуоси, дискре-
тен и имеет следующее асимптотическое распределение:

𝜆𝑘

(︀
ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)

)︀
=

(︂
|Ω|
3𝜋2

tr
(︀
R− 1

2MR− 1
2

)︀− 3
2

)︂− 2
3

𝑘
2
3

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑘 −→ ∞.

3) Спектр 𝜎 представи́м в виде 𝜎 = {𝜆(𝑝)
𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛, где 𝜆

(𝑝)
𝑘 (𝑝 = 1, . . . , 𝑛) — корни

характеристических уравнений

det
(︀
𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R

)︀
= 0.

Система собственных элементов {𝜉(𝑝)𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛 оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ℬ) образует
ортонормированный базис пространства ℋℛ

1 и представима в виде⎧⎪⎨⎪⎩𝜉
(𝑝)
𝑘 =

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1
...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛

⎞⎟⎠u𝑘(𝐴) =

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭

𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛

,

где 𝜙
(𝑝)
𝑘 := (𝜙

(𝑝)
𝑘,1; . . . ;𝜙

(𝑝)
𝑘,𝑛)

⊺ (𝑝 = 1, . . . , 𝑛) — нормированные в C𝑛
R к единице собствен-

ные векторы матричной спектральной задачи

(𝜆𝑘(𝐴)M+B)𝜙 = 𝜆R𝜙.

4) Решение задачи Коши (2.2) выражается формулой

𝜉(𝑡) = 𝒰(𝑡)𝜉0 +
𝑡∫︁

0

𝒰(𝑡− 𝑠)ℱ(𝑠) 𝑑𝑠,

𝒰(𝑡)𝜉 := 𝒰(𝑡)

⎛⎝u1
...
u𝑛

⎞⎠ =
∑︁
𝑘∈N

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑒−𝜆
(𝑝)
𝑘 𝑡

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜌𝑙𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑙

(︀
u𝑙,u𝑘(𝐴)

)︀
L2(Ω)

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠ .

3. Корректная разрешимость начально–краевой задачи (2.1)

В этом разделе выводится задача (2.2) и доказывается утверждение 1) теоремы 2.1.
Введём гильбертово пространство L2(Ω) со скалярным произведением и нормой

(u,v)L2(Ω) :=

∫︁
Ω

u(𝑥) · v(𝑥) 𝑑Ω, ‖u‖2L2(Ω) =

∫︁
Ω

|u(𝑥)|2 𝑑Ω.

Для пространства L2(Ω) справедливо разложение Г. Вейля в ортогональную сумму со-
леноидальных полей с нулевой нормальной составляющей на границе и потенциальных
полей (см., например, [5, гл. 2, § 1, формула (1.18)]):

L2(Ω) = J0(Ω)⊕G(Ω),

где

J0(Ω) :=
{︀
u ∈ L2(Ω) : div u = 0 (𝑥 ∈ Ω), u · n = 0 (𝑥 ∈ 𝜕Ω)

}︀
,

G(Ω) :=
{︀
u ∈ L2(Ω) : u = ∇Ψ

}︀
.

Здесь операции дивергенции и нормальной составляющей на границе понимаются в смыс-
ле теории обобщённых функций (распределений) (см. [5, гл. 2, § 1, п. 6]).

1ℋℛ, C
𝑛
R — энергетические пространства оператора ℛ и матрицы R соответственно.
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Будем считать далее, что поля u𝑖, ∇𝑝𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) зависят от переменной 𝑡 и прини-
мают значения в L2(Ω). Тогда u𝑖(𝑡) ∈ J0(Ω) в силу уравнений неразрывности и граничных
условий из (2.1), а ∇𝑝𝑖(𝑡) ∈ G(Ω), очевидно, при каждом 𝑡 ⩾ 0. Введём ортопроекторы 𝑃0

и 𝑃𝐺 пространства L2(Ω) на подпространства J0(Ω) и G(Ω) соответственно. Применяя к
уравнениям импульсов из (2.1) поочерёдно ортопроекторы 𝑃0 и 𝑃𝐺, получим следующие
соотношения:

𝑑u𝑖

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜌𝑖
𝜇𝑖𝑗𝑃0∆u𝑗 +

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜌𝑖
𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖) + 𝑃0f𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.1)

0 = − 1

𝜌𝑖
∇𝑝𝑖 +

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝜌𝑖
𝜇𝑖𝑗𝑃𝐺∆u𝑗 + 𝑃𝐺f𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (3.2)

Из соотношений (3.2) по известным полям u𝑖 и заданным полям f𝑖 можно восстановить
поля ∇𝑝𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), поэтому далее будем изучать только соотношения (3.1).
Введём оператор Стокса 𝐴 — расширение по Фридрихсу оператора −𝑃0∆, определён-

ного на гладких полях из J0(Ω) с условием прилипания на границе 𝜕Ω области Ω (см.,
например, [5, гл. 2, § 2, п. 6]). Оператор 𝐴 самосопряжённый и положительно определён-
ный, его спектр дискретен и имеет следующее асимптотическое распределение (см. [16]):

𝜆𝑘(𝐴) =

(︂
|Ω|
3𝜋2

)︂− 2
3

𝑘
2
3

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑘 → ∞. (3.3)

С использованием оператора Стокса уравнения (3.1) вместе с начальными условиями
из (2.1) перепишем в виде начальной задачи для системы операторных уравнений в J0(Ω):

𝑑u𝑖

𝑑𝑡
= − 1

𝜌𝑖

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗𝐴u𝑗 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖)

)︂
+ 𝑃0f𝑖, u𝑖(0) = u0

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (3.4)

Систему операторных уравнений и начальных условий (3.4) теперь можно переписать
в виде задачи Коши (2.2).
Дальнейшее доказательство изложим в виде нескольких лемм.

Лемма 3.1. Пусть detS ̸= 0 и S ↔ 𝒮. Тогда операторы 𝒮𝒜, 𝒜𝒮 замкнуты на 𝒟(𝒜)
и 𝒮𝒜𝜉 = 𝒜𝒮𝜉 для любых 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜).

Доказательство. 1) Покажем, что оператор 𝒮𝒜 замкнут на 𝒟(𝒜). Оператор𝒜, в силу сво-
ей диагональной структуры, замкнут на своей естественной области определения 𝒟(𝒜).
Очевидно, что оператор 𝒮 ограничен1, то есть 𝒮 ∈ ℒ(ℋ), поскольку все коэффициенты опе-
раторной матрицы 𝒮 пропорциональны единичным операторам 𝐼. Из detS ̸= 0 следует, что
существует 𝒮−1 ∈ ℒ(ℋ). Отсюда следует (см., например, [3, гл. III, § 5, п. 5.2, задача 5.7]),
что оператор 𝒮𝒜 замкнут на 𝒟(𝒜). Действительно, пусть 𝜉𝑛 → 𝜉 (𝜉𝑛 ∈ 𝒟(𝒮𝒜) = 𝒟(𝒜)),
𝒮𝒜𝜉𝑛 → 𝜁. Последнее соотношение можно переписать в эквивалентной форме𝒜𝜉𝑛 → 𝒮−1𝜁.
Отсюда и из замкнутости оператора 𝒜 следует, что 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜) и 𝒜𝜉 = 𝒮−1𝜁 или, что то же,
𝒮𝒜𝜉 = 𝜁.
2) Покажем, что оператор 𝒜𝒮 замкнут на 𝒟(𝒜). Оператор 𝒜𝒮 определён на естествен-

ной области определения 𝒟(𝒜𝒮) := {𝜉 ∈ ℋ : 𝒮𝜉 ∈ 𝒟(𝒜)} и замкнут на ней. Действитель-
но, пусть 𝜉𝑛 → 𝜉 (𝜉𝑛 ∈ 𝒟(𝒜𝒮)), 𝒜𝒮𝜉𝑛 → 𝜁. Учитывая ограниченность оператора 𝒮, из этих
условий следует формулировка: 𝒮𝜉𝑛 → 𝒮𝜉 (𝒮𝜉𝑛 ∈ 𝒟(𝒜)), 𝒜(𝒮𝜉𝑛) → 𝜁. Отсюда и из замкну-
тости оператора 𝒜 следует, что 𝒮𝜉 ∈ 𝒟(𝒜) (или 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜𝒮)) и 𝒜𝒮𝜉 = 𝜁.
Покажем, что 𝒟(𝒜𝒮) = 𝒟(𝒜). Пусть 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜). Учитывая структуру оператора 𝒮 и то,

что область определения 𝒟(𝐴) оператора Стокса 𝐴 линейное множество, получим, что

1Через ℒ(ℋ1,ℋ2) обозначена алгебра линейных ограниченных из ℋ1 в ℋ2 операторов, определённых
на всём пространстве ℋ1, ℒ(ℋ) := ℒ(ℋ,ℋ).
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𝒮𝜉 ∈ 𝒟(𝒜), а значит, 𝒟(𝒜) ⊂ 𝒟(𝒜𝒮). Пусть теперь 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜𝒮), то есть 𝒮𝜉 =: 𝜁 ∈ 𝒟(𝒜).
Тогда рассуждая как и выше, получим, что 𝜉 = 𝒮−1𝜁 ∈ 𝒟(𝒜), а значит, 𝒟(𝒜𝒮) ⊂ 𝒟(𝒜).
3) Равенство 𝒮𝒜𝜉 = 𝒜𝒮𝜉 для любых 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜) проверяется непосредственно.

Лемма 3.2. Оператор ℬ ограничен и неотрицателен в ℋ.

Доказательство. 1) Покажем, что оператор ℬ ограничен. Для любых 𝜉 ∈ ℋ имеем

‖ℬ𝜉‖2ℋ =
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖)

⃦⃦⃦⃦2

L2(Ω)

⩽
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗‖u𝑗 − u𝑖‖L2(Ω)

)︂2

⩽ 𝑛

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗‖u𝑗 − u𝑖‖2L2(Ω) ⩽ 2𝑛 max
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

{𝑎2𝑖𝑗}
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︀
‖u𝑗‖2L2(Ω) + ‖u𝑖‖2L2(Ω)

)︀
= 4𝑛2 max

𝑖,𝑗=1,...,𝑛
{𝑎2𝑖𝑗}

𝑛∑︁
𝑗=1

‖u𝑗‖2L2(Ω) = 4𝑛2 max
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

{𝑎2𝑖𝑗}‖𝜉‖2ℋ,

то есть ℬ ∈ ℒ(ℋ) и ‖ℬ‖ ⩽ 2𝑛 max
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

{|𝑎𝑖𝑗|}.
2) Далее, напомним, что 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ⩾ 0 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛). Для любого 𝜉 ∈ ℋ имеем

(ℬ𝜉, 𝜉)ℋ = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖,u𝑖)L2(Ω) = −
∑︁
𝑖>𝑗

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖,u𝑖)L2(Ω) −
∑︁
𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖,u𝑖)L2(Ω)

= −
∑︁
𝑖>𝑗

𝑎𝑖𝑗(u𝑗 − u𝑖,u𝑖)L2(Ω) −
∑︁
𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑖(u𝑖 − u𝑗,u𝑗)L2(Ω) =
∑︁
𝑖>𝑗

𝑎𝑖𝑗‖u𝑗 − u𝑖‖2L2(Ω) ⩾ 0,

то есть оператор ℬ самосопряжён (см., например, [13, гл. 2, § 12, теорема 12.3]) и неотри-
цателен в ℋ.

Лемма 3.3. Оператор ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ) самосопряжён и положительно определён в
энергетическом пространстве ℋℛ оператора ℛ.

Доказательство. 1) Покажем, что оператор ℳ𝒜 самосопряжён в ℋ. Действительно, из
ℳ = ℳ* ∈ ℒ(ℋ) следует (см. [3, гл. III, § 5, задача 5.26]), что (ℳ𝒜)*=𝒜*ℳ*=𝒜ℳ на
𝒟((ℳ𝒜)*) = 𝒟(𝒜ℳ). Из detM ̸= 0 и леммы 3.1 следует, что 𝒜ℳ = ℳ𝒜 на 𝒟(𝒜) =
𝒟(ℳ𝒜) = 𝒟(𝒜ℳ).
Далее, оператор ℳ𝒜+ ℬ самосопряжён в ℋ, поскольку ℬ самосопряжён и ограни-

чен (см. [3, гл.V, § 4, теорема 4.3]). Отсюда следует, что оператор ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ) само-
сопряжён в энергетическом пространстве ℋℛ оператора ℛ. Действительно, учитывая
ℛ = ℛ*,ℛ−1 ∈ ℒ(ℋ), имеем для любых 𝜉, 𝜁 ∈ 𝒟(𝒜) = 𝒟(ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)):(︀

ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉, 𝜁
)︀
ℋℛ

=
(︀
(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉, 𝜁

)︀
ℋ =

(︀
𝜉, (ℳ𝒜+ ℬ)𝜁

)︀
ℋ

=
(︀
ℛ𝜉,ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜁

)︀
ℋ =

(︀
𝜉,ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜁

)︀
ℋℛ

.

2) Покажем, что оператор ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ) положительно определён в ℋℛ.
Обозначим через 𝜆𝑗(M), 𝜙𝑗(M) (𝑗 = 1, . . . , 𝑛) собственные значения и соответствующие

им собственные векторы матрицы M. Координаты собственных векторов можно считать
действительными, а сама система {𝜙𝑗(M)}𝑛𝑗=1 есть ортонормированный базис в C

𝑛, так как
матрица вязкостей M положительна по условию. Обозначим через M𝜙 = M𝜙(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)
матрицу, столбцами которой являются собственные векторы матрицы M. Тогда имеют
место равенства M⊺

𝜙 = M*
𝜙, M*

𝜙M𝜙 = M𝜙M
*
𝜙 = I𝑛, где I𝑛 — единичная матрица в C𝑛,

M*
𝜙MM𝜙 = {𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(M)}𝑛𝑖,𝑗=1. Положим M𝜙 ↔ ℳ𝜙. Тогда ℳ*

𝜙ℳ𝜙 = ℳ𝜙ℳ*
𝜙 = ℐ, где ℐ —

единичный оператор в ℋ, ℳ*
𝜙ℳℳ𝜙 = {𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(M)𝐼}𝑛𝑖,𝑗=1.
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Для любого 𝜉 ∈ 𝒟(𝒜) = 𝒟(ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)) с учётом лемм 3.1, 3.2 теперь имеем(︀
ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉, 𝜉

)︀
ℋℛ

=
(︀
(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉, 𝜉

)︀
ℋ ⩾ (ℳ𝒜𝜉, 𝜉)ℋ

= (ℳ𝒜ℳ𝜙ℳ*
𝜙𝜉,ℳ𝜙ℳ*

𝜙𝜉)ℋ

=
(︀
(ℳ*

𝜙ℳℳ𝜙)𝒜ℳ*
𝜙𝜉,ℳ*

𝜙𝜉
)︀
ℋ

=
(︀
{𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(M)𝐴}𝑛𝑖,𝑗=1ℳ*

𝜙𝜉,ℳ*
𝜙𝜉
)︀
ℋ

⩾ 𝜆1(𝐴) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜆𝑗(M)(ℳ*
𝜙𝜉,ℳ*

𝜙𝜉)ℋ

= 𝜆1(𝐴) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜆𝑗(M)(𝜉, 𝜉)ℋ

⩾ 𝜆1(𝐴) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜆𝑗(M) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜌−1
𝑗 (ℛ𝜉, 𝜉)ℋ

= 𝜆1(𝐴) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜆𝑗(M) min
𝑗=1,...,𝑛

𝜌−1
𝑗 (𝜉, 𝜉)ℋℛ ,

а значит, оператор ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ) положительно определён в ℋℛ.

Лемма 3.4. Пусть u0
𝑖 ∈ 𝒟(𝐴) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), а поля f𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) удовлетворяют ло-

кальному условию Гёльдера. Тогда начально-краевая задача (2.1) имеет единственное
сильное по времени решение.

Доказательство. По лемме 3.3 оператор −ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ) самосопряжён и отрицательно
определён в ℋℛ, а значит, является генератором голоморфной сжимающей полугруппы
(см., например, [3, гл. IX, § 6, теорема 1.24]). Теперь чтобы применить теорему Крэнделла —
Пази (см. [14] или [1, гл. II, § 1, теорема 1.4]) к задаче Коши (2.2), нужно показать, что
𝜉0 ∈ 𝒟(𝒜), а функция ℱ удовлетворяет локальному условию Гёльдера.
1) Из условий на начальные данные следует, что 𝜉0 :=

(︀
u0
1; . . . ;u

0
𝑛

)︀⊺ ∈ ⊕𝑛
𝑙=1𝒟(𝐴) = 𝒟(𝒜).

2) Проверим, что функция ℱ :=
(︀
𝑃0f1; . . . ;𝑃0f𝑛

)︀⊺
локально гёльдерова со значениями

в пространстве ℋℛ. По условию поля f𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) удовлетворяют локальному усло-
вию Гёльдера, то есть для любого 𝑇 ∈ [0,+∞) найдутся такие числа 𝐾𝑖 = 𝐾𝑖(𝑇 ) > 0,
𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝑇 ) ∈ (0, 1], что

‖f𝑖(𝑡)− f𝑖(𝑠)‖L2(Ω) ⩽ 𝐾𝑖|𝑡− 𝑠|𝑘𝑖 при 0 ⩽ 𝑠, 𝑡 ⩽ 𝑇 .

Далее имеем

‖ℱ(𝑡)−ℱ(𝑠)‖ℋℛ ⩽ max
𝑗=1,...,𝑛

𝜌
1
2
𝑗 ‖ℱ(𝑡)−ℱ(𝑠)‖ℋ = max

𝑗=1,...,𝑛
𝜌

1
2
𝑗

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑃0f𝑖(𝑡)− 𝑃0f𝑖(𝑠)‖2L2(Ω)

⩽ max
𝑗=1,...,𝑛

𝜌
1
2
𝑗 ‖𝑃0‖

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

‖f𝑖(𝑡)− f𝑖(𝑠)‖2L2(Ω) ⩽ max
𝑗=1,...,𝑛

𝜌
1
2
𝑗

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2
𝑖 |𝑡− 𝑠|2𝑘𝑖

= max
𝑗=1,...,𝑛

𝜌
1
2
𝑗

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2
𝑖 |𝑡− 𝑠|

2(𝑘𝑖− min
𝑗=1,...,𝑛

𝑘𝑗) · |𝑡− 𝑠|
min

𝑗=1,...,𝑛
𝑘𝑗

⩽ max
𝑗=1,...,𝑛

𝜌
1
2
𝑗

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2
𝑖 𝑇

2(𝑘𝑖− min
𝑗=1,...,𝑛

𝑘𝑗) · |𝑡− 𝑠|
min

𝑗=1,...,𝑛
𝑘𝑗 ∀ 0 ⩽ 𝑠, 𝑡 ⩽ 𝑇.

По теореме Крэнделла — Пази задача Коши (2.2) имеет единственное решение в смысле
определения 2.1, а значит, начально–краевая задача (2.1) имеет единственное сильное по
времени решение (см. определение 2.1).
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4. Спектральные свойства оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)

В этом разделе доказываются утверждения 2), 3), 4) теоремы 2.1.
С целью полноты изложения докажем следующее вспомогательное предложение.

Предложение 4.1. Пусть оператор 𝑇 самосопряжён, положительно определён в 𝐻
и обладает дискретным спектром. Пусть функция распределения его собственных зна-
чений 𝒩 (𝑟, 𝑇 ) :=

∑︀
𝜆𝑘(𝑇 )⩽𝑟

1 имеет степенное асимптотическое распределение:

𝒩 (𝑟, 𝑇 ) = 𝑎𝑟𝛼
(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑟 → +∞. (4.1)

Тогда для собственных значений оператора 𝑇 имеет место асимптотическая формула

𝜆𝑘(𝑇 ) = 𝑎−
1
𝛼𝑘

1
𝛼

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑘 → ∞. (4.2)

Верно и обратное.

Доказательство. 1) Пусть главный член функции распределения собственных значений
𝒩 (𝑟, 𝑇 ) оператора 𝑇 имеет степенное асимптотическое поведение. Покажем, что при опе-
рациях с этим главным членом можно считать, что все собственные значения оператора
𝑇 простые. Действительно, перенумеруем собственные значения оператора 𝑇 в порядке
неубывания следующим образом {𝜆𝑙,1(𝑇 ) = . . . = 𝜆𝑙,𝑛𝑙

(𝑇 )}𝑙∈N, где 𝑛𝑙 ∈ N — кратность соб-
ственного значения. Обозначим через {𝑢𝑙,𝑠(𝑇 )}𝑙∈N, 𝑠=1,...,𝑛𝑙

систему соответствующих соб-
ственных элементов — ортонормированный базис в гильбертовом пространстве 𝐻.
Определим оператор

𝑆𝑢 :=
∑︁
𝑙∈N

𝑛𝑙∑︁
𝑠=1

(𝑠− 1)min{1, 𝜆𝑙+1,1(𝑇 )− 𝜆𝑙,1(𝑇 )}
𝑛𝑙

(︀
𝑢, 𝑢𝑙,𝑠(𝑇 )

)︀
𝐻
𝑢𝑙,𝑠(𝑇 ), 𝑢 ∈ 𝐻.

Оператор 𝑆 ограничен (𝑆 ∈ ℒ(𝐻)), как следует из оценок

‖𝑆𝑢‖2𝐻 =
∑︁
𝑙∈N

𝑛𝑙∑︁
𝑠=1

(𝑠− 1)2min2{1, 𝜆𝑙+1,1(𝑇 )− 𝜆𝑙,1(𝑇 )}
𝑛2
𝑙

|
(︀
𝑢, 𝑢𝑙,𝑠(𝑇 )

)︀
𝐻
|2

⩽
∑︁
𝑙∈N

𝑛𝑙∑︁
𝑠=1

|
(︀
𝑢, 𝑢𝑙,𝑠(𝑇 )

)︀
𝐻
|2 = ‖𝑢‖2𝐻 ∀ 𝑢 ∈ 𝐻.

Несложно видеть, что все собственные значения оператора 𝑇 + 𝑆 простые. Покажем, что
главные члены функций распределения 𝒩 (𝑟, 𝑇 ) и 𝒩 (𝑟, 𝑇 + 𝑆) совпадают. Действительно,
собственные значения операторов 𝑇 и 𝑇 + 𝑆 совпадают с характеристическими числами
операторных пучков 𝑙0(𝜆) := 𝐼 − 𝜆𝑇−1 и 𝑙(𝜆) := 𝐼 − 𝜆𝑇−1 + 𝑇−1𝑆 соответственно. Искомое
утверждение теперь следует из включения1 𝑇−1𝑆 ∈ S∞(𝐻) и теоремы М.В. Келдыша [4]
о сравнении спектров операторных пучков (см. также теорему А.С. Маркуса — В.И. Ма-
цаева [8]).
2) Пусть функция распределения собственных значений оператора 𝑇 имеет степенное

асимптотическое распределение (4.1). В силу доказанного выше можно считать, что все
собственные значения оператора 𝑇 простые. Из (4.1) имеем

lim
𝑟→+∞

𝒩 (𝑟, 𝑇 )

𝑎𝑟𝛼
= 1.

1ЧерезS∞(ℋ1,ℋ2) обозначено множество вполне непрерывных (компактных) операторов из ℒ(ℋ1,ℋ2),
S∞(ℋ) := S∞(ℋ,ℋ).
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Воспользуемся определением предела функции по Гейне, выбрав в качестве последова-
тельности точек {𝑟𝑘 = 𝜆𝑘(𝑇 )}𝑘∈N. Тогда 𝒩 (𝜆𝑘(𝑇 ), 𝑇 ) = 𝑘 и последнее соотношение, учиты-
вая 𝜆𝑘(𝑇 ) → +∞ при 𝑘 → ∞, можно переписать в следующих эквивалентных формах:

lim
𝜆𝑘(𝑇 )→+∞

𝑘

𝑎
(︀
𝜆𝑘(𝑇 )

)︀𝛼 = 1 ↔ lim
𝑘→∞

𝑎
(︀
𝜆𝑘(𝑇 )

)︀𝛼
𝑘

= 1.

Из последнего соотношения следует (4.2), а все вычисления можно обратить.

Лемма 4.1. Спектр 𝜎 оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ℬ) расположен на положительной полу-
оси, дискретен и имеет следующее асимптотическое распределение:

𝜆𝑘

(︀
ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)

)︀
=

(︂
|Ω|
3𝜋2

tr
(︀
R− 1

2MR− 1
2

)︀− 3
2

)︂− 2
3

𝑘
2
3

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑘 → ∞. (4.3)

Доказательство. 1) В силу компактности оператора, обратного к оператору Стокса, име-
ем 𝒜−1 = {𝛿𝑖𝑗𝐴−1}𝑛𝑖,𝑗=1 ∈ S∞(ℋ). С учётом леммы 3.1 найдём, что(︀

ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)
)︀−1

= 𝒜− 1
2 (ℳ+𝒜− 1

2ℬ𝒜− 1
2 )−1𝒜− 1

2ℛ ∈ S∞(ℋ),

а значит, спектр оператора ℛ−1(ℳ𝒜 + ℬ) дискретен (и расположен на положительной
полуоси по лемме 3.3).
2) Осуществим в спектральной задаче

ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉 = 𝜆𝜉

замену искомого элемента ℛ 1
2 𝜉 =: 𝜁, получим спектральную задачу

ℛ− 1
2 (ℳ𝒜+ ℬ)ℛ− 1

2 𝜁 = 𝜆𝜁.

Спектр этой задачи совпадает с характеристическими числами операторного пучка

ℒ(𝜆) := ℐ − 𝜆ℛ
1
2 (ℳ𝒜)−1ℛ

1
2 +

(︀
ℛ

1
2 (ℳ𝒜)−1ℛ

1
2

)︀
ℛ− 1

2ℬℛ− 1
2 .

В силу упомянутой теоремы М.В. Келдыша (см. [4], [8]), главный член функции рас-
пределения характеристических чисел операторного пучка ℒ(𝜆) совпадает с главным чле-
ном функции распределения характеристических чисел укороченного операторного пучка
ℒ0(𝜆) := ℐ − 𝜆ℛ 1

2 (ℳ𝒜)−1ℛ 1
2 , если эта функция распределения для ℒ0(𝜆) имеет, например,

степенной характер. Задача о спектре оператор–функции ℒ0(𝜆) эквивалентна спектраль-
ной задаче

(ℛ− 1
2ℳℛ− 1

2 )𝒜𝜁 = 𝜆𝜁.

Таким образом, если главный член функции распределения 𝒩 (𝑟, (ℛ− 1
2ℳℛ− 1

2 )𝒜) име-
ет степенной характер, то такой же главный член будет и у функции распределения
𝒩 (𝑟,ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ)).
3) Положим P := R− 1

2MR− 1
2 и обозначим, как и в лемме 3.3, через 𝜆𝑗(P), 𝜙𝑗(P)

(𝑗 = 1, . . . , 𝑛) собственные значения и соответствующие им собственные векторы матрицы
P. Координаты собственных векторов можно считать действительными, а сама система
{𝜙𝑗(P)}𝑛𝑗=1 есть ортонормированный базис в C𝑛. Обозначим через P𝜙 = P𝜙(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)
матрицу, столбцами которой являются собственные векторы матрицы P. Тогда име-
ют место равенства P⊺

𝜙 = P*
𝜙, P*

𝜙P𝜙 = P𝜙P
*
𝜙 = I𝑛, где I𝑛 — единичная матрица в C𝑛,

P*
𝜙PP𝜙 = {𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(P)}𝑛𝑖,𝑗=1. Положим P𝜙 ↔ 𝒫𝜙. Тогда 𝒫*

𝜙𝒫𝜙 = 𝒫𝜙𝒫*
𝜙 = ℐ, где ℐ — единичный

оператор в ℋ, 𝒫*
𝜙(ℛ− 1

2ℳℛ− 1
2 )𝒫𝜙 = {𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(P)𝐼}𝑛𝑖,𝑗=1.

Осуществим в задаче

(ℛ− 1
2ℳℛ− 1

2 )𝒜𝜁 = 𝜆𝜁
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замену искомого элемента 𝒫*
𝜙𝜁 =: 𝜂, с учётом леммы 3.1 получим следующую расщепля-

ющуюся спектральную задачу:

𝒫*
𝜙(ℛ− 1

2ℳℛ− 1
2 )𝒫𝜙𝒜𝜂 ≡ {𝛿𝑖𝑗𝜆𝑗(P)𝐴}𝑛𝑖,𝑗=1𝜂 = 𝜆𝜂, 𝜂 ∈ 𝒟(𝒜) =

𝑛⨁︁
𝑙=1

𝒟(𝐴).

С учётом предложения 4.1 и (3.3) отсюда следует, что

𝒩 (𝑟, (ℛ− 1
2ℳℛ− 1

2 )𝒜) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝒩 (𝑟, 𝜆𝑗(P)𝐴) =
𝑛∑︁

𝑗=1

|Ω|𝜆− 3
2

𝑗 (P)

3𝜋2
𝑟

3
2

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
=

|Ω|
3𝜋2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆
− 3

2
𝑗 (R− 1

2MR− 1
2 ) 𝑟

3
2

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
=

|Ω|
3𝜋2

tr
(︀
R− 1

2MR− 1
2

)︀− 3
2 𝑟

3
2

(︀
1 + 𝑜(1)

)︀
, 𝑟 → +∞.

Отсюда, из предложения 4.1 и предыдущих рассуждений следует (4.3).

Лемма 4.2. Спектр 𝜎 представи́м в виде 𝜎 = {𝜆(𝑝)
𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛, где 𝜆

(𝑝)
𝑘 (𝑝 = 1, . . . , 𝑛) —

корни характеристических уравнений

det
(︀
𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R

)︀
= 0.

Система собственных элементов {𝜉(𝑝)𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛 оператора ℛ−1(ℳ𝒜 + ℬ) образует
ортонормированный базис пространства ℋℛ и представима в виде⎧⎪⎨⎪⎩𝜉

(𝑝)
𝑘 =

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1
...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛

⎞⎟⎠u𝑘(𝐴) =

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭

𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛

,

где 𝜙
(𝑝)
𝑘 := (𝜙

(𝑝)
𝑘,1; . . . ;𝜙

(𝑝)
𝑘,𝑛)

⊺ (𝑝 = 1, . . . , 𝑛) — нормированные в C𝑛
R к единице собственные

элементы матричной спектральной задачи

(𝜆𝑘(𝐴)M+B)𝜙 = 𝜆R𝜙.

Доказательство. 1) Будем разыскивать собственные элементы спектральной задачи

(ℳ𝒜+ ℬ)𝜉 = 𝜆ℛ𝜉

в виде 𝜉 := 𝜙u𝑘(𝐴) (𝑘 ∈ N), где 𝜙 := (𝜙1; . . . ;𝜙𝑛)
⊺ ∈ C𝑛. Тогда учитывая, что 𝒜𝜉 = 𝜆𝑘(𝐴)𝜉,

получим соотношение

(ℳ𝒜+ ℬ − 𝜆ℛ)𝜉 = (𝜆𝑘(𝐴)ℳ+ ℬ − 𝜆ℛ)𝜉 = (𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R)𝜙u𝑘(𝐴) = 0.

Отсюда найдём, поскольку u𝑘(𝐴) собственный элемент оператора Стокса, а значит, нетри-
виальный, что вектор 𝜙 должен быть собственным вектором матричной спектральной
задачи

(𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R)𝜙 = 0.

Итак, пусть 𝜆
(𝑝)
𝑘 , 𝜙

(𝑝)
𝑘 := (𝜙

(𝑝)
𝑘,1; . . . ;𝜙

(𝑝)
𝑘,𝑛)

⊺ (𝑝 = 1, . . . , 𝑛) — собственные значения и отвеча-
ющие им собственные векторы матричной спектральной задачи

(𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R)𝜙 = 0

при каждом 𝑘 ∈ N. Можно считать, что система {𝜙(𝑝)
𝑘 }𝑛𝑝=1 есть ортонормированный базис

в C𝑛
R при каждом 𝑘 ∈ N. Тогда 𝜆

(𝑝)
𝑘 , 𝜉

(𝑝)
𝑘 := 𝜙

(𝑝)
𝑘 u𝑘(𝐴) (𝑘 ∈ N, 𝑝 = 1, . . . , 𝑛) — собственные

значения и отвечающие им собственные элементы оператора ℛ−1(ℳ𝒜 + ℬ). При этом

система {𝜉(𝑝)𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛 является ортонормированной в ℋℛ.
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2) Покажем, что система {𝜉(𝑝)𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛 полна в ℋℛ. Отсюда будет следовать, посколь-
ку система собственных элементов оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ℬ) является ортонормированной,
что собственных элементов, отличных от найденных, у оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ℬ) нет. При
этом корни характеристических уравнений

det
(︀
𝜆𝑘(𝐴)M+B− 𝜆R

)︀
= 0

исчерпают все собственные значения оператора ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ).
Допустим, что система {𝜉(𝑝)𝑘 }𝑘∈N, 𝑝=1,...,𝑛 не является полной в ℋℛ. Тогда существует

элемент 𝜁 = (v1; . . . ;v𝑛)
⊺ ∈ ℋ, 𝜁 ̸= 0, ортогональный всем элементам этой системы, то есть

(𝜉
(𝑝)
𝑘 , 𝜁)ℋℛ =

⎛⎜⎝ℛ

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠ ,

⎛⎝v1
...
v𝑛

⎞⎠
⎞⎟⎠

ℋ

=

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝𝜌1𝜙

(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)
...

𝜌𝑛𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠ ,

⎛⎝v1
...
v𝑛

⎞⎠
⎞⎟⎠

ℋ

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜌𝑗𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑗(u𝑘(𝐴),v𝑗)L2(Ω) = 0 ∀ 𝑘 ∈ N, 𝑝 = 1, . . . , 𝑛.

Итак, при фиксированном 𝑘 ∈ N имеем 𝑛 соотношений

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜌𝑗𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑗(u𝑘(𝐴),v𝑗)L2(Ω) = 0, 𝑝 = 1, . . . , 𝑛.

Эти соотношения и тот факт, что {𝜙(𝑝)
𝑘 = (𝜙

(𝑝)
𝑘,1; . . . ;𝜙

(𝑝)
𝑘,𝑛)

⊺}𝑛𝑝=1 есть линейно независимая
система, поскольку является ортонормированным базисом в C𝑛

R, можно переписать в сле-
дующей форме:⎛⎜⎝𝜙

(1)
𝑘,1 . . . 𝜙

(1)
𝑘,𝑛

...
. . .

...

𝜙
(𝑛)
𝑘,1 . . . 𝜙

(𝑛)
𝑘,𝑛

⎞⎟⎠
⎛⎝𝜌1(u𝑘(𝐴),v1)L2(Ω)

...
𝜌𝑛(u𝑘(𝐴),v𝑛)L2(Ω)

⎞⎠ =

⎛⎝0
...
0

⎞⎠ , det

⎛⎜⎝𝜙
(1)
𝑘,1 . . . 𝜙

(1)
𝑘,𝑛

...
. . .

...

𝜙
(𝑛)
𝑘,1 . . . 𝜙

(𝑛)
𝑘,𝑛

⎞⎟⎠ ̸= 0.

Отсюда следует, что (u𝑘(𝐴),v𝑗)L2(Ω) = 0 при всех 𝑘 ∈ N, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Следовательно,
v𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, поскольку {u𝑘(𝐴)}𝑘∈N есть ортонормированный базис в J0(Ω) — си-
стема собственных элементов оператора Стокса. Таким образом, 𝜁 = 0. Полученное про-
тиворечие завершает доказательство леммы.

Лемма 4.3. Решение задачи Коши (2.2) выражается формулой

𝜉(𝑡) = 𝒰(𝑡)𝜉0 +
𝑡∫︁

0

𝒰(𝑡− 𝑠)ℱ(𝑠) 𝑑𝑠, (4.4)

𝒰(𝑡)𝜉 := 𝒰(𝑡)

⎛⎝u1
...
u𝑛

⎞⎠ =
∑︁
𝑘∈N

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑒−𝜆
(𝑝)
𝑘 𝑡

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜌𝑙𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑙

(︀
u𝑙,u𝑘(𝐴)

)︀
L2(Ω)

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠ . (4.5)

Доказательство. Если 𝒰(𝑡) голоморфная полугруппа с генератором −ℛ−1(ℳ𝒜 + ℬ), то
формула (4.4) выражает решение задачи Коши (2.2) по теореме Крэнделла — Пази.
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Формула (4.5) следует из представления полугруппы 𝒰(𝑡) через спектральное семейство,
порождённое генератором −ℛ−1(ℳ𝒜+ ℬ). С учётом леммы 4.2 имеем

𝒰(𝑡)𝜉 =
∑︁
𝑘∈N

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑒−𝜆
(𝑝)
𝑘 𝑡(𝜉, 𝜉

(𝑝)
𝑘 )ℋℛ𝜉

(𝑝)
𝑘

=
∑︁
𝑘∈N

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑒−𝜆
(𝑝)
𝑘 𝑡

⎛⎜⎝
⎛⎝𝜌1u1

...
𝜌𝑛u𝑛

⎞⎠ ,

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

ℋ

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠

=
∑︁
𝑘∈N

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑒−𝜆
(𝑝)
𝑘 𝑡

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜌𝑙𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑙

(︀
u𝑙,u𝑘(𝐴)

)︀
L2(Ω)

⎛⎜⎝𝜙
(𝑝)
𝑘,1u𝑘(𝐴)

...

𝜙
(𝑝)
𝑘,𝑛u𝑘(𝐴)

⎞⎟⎠ .

Лемма доказана.

5. Заключение

Для начально–краевой задачи о малых движениях многокомпонентной вязкой несжи-
маемой жидкости проведено исследование однозначной разрешимости, а также спектраль-
ных свойств. В исследуемых уравнениях, являющихся некоторыми обобщениями извест-
ной системы уравнений Навье — Стокса, присутствуют старшие производные (производ-
ные второго порядка) от полей скоростей всех компонент, поскольку, в отличие от уравне-
ний Навье — Стокса, в которых коэффициент вязкости является скаляром, в многокомпо-
нентном случае, ввиду составной структуры тензоров вязких напряжений, коэффициенты
вязкостей образуют матрицу вязкостей, элементы которой отвечают за вязкое трение. За
вязкое трение внутри каждой компоненты отвечают диагональные элементы, а за трение
между компонентами — недиагональные. Это не позволяет автоматически распростра-
нить известные результаты для уравнений Навье — Стокса на многокомпонентный слу-
чай. В случае диагональной матрицы вязкостей уравнения будут связаны возможно лишь
только через младшие члены. В работе рассматривается более сложный случай недиаго-
нальной матрицы вязкостей. Доказывается существование и единственность сильного по
времени решения начально–краевой задачи без каких-либо упрощающих предположений
о структуре матрицы вязкостей, кроме стандартных физических требований симметрич-
ности и положительной определенности. Доказывается дискретность спектра в задаче о
нормальных колебаниях исследуемой системы, асимптотическая формула для собствен-
ных значений. Спектр и система собственных элементов задачи о нормальных колебаниях
выражаются в терминах оператора Стокса.
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