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КРУПНОЗЕРНИСТЫЕ СОСТОЯНИЯ НА

УЛЬТРАПРОИЗВЕДЕНИИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ АЛГЕБР

С.Г. ХАЛИУЛЛИН

Аннотация. Вероятностная алгебра, являющаяся некоторым аналогом вероятностно-
го пространства, призвана описывать некоторую физическую систему. Если у нас есть
априорное распределение, заданное точным состоянием на этой алгебре, и мы можем
определить поведение системы в терминах этого состояния, то мы также можем сде-
лать некоторый прогноз поведения системы. На практике же невозможно измерить все
наблюдаемые величины на исходной алгебре, поэтому мы проводим лишь частичное
измерение, то есть, мы измеряем наблюдаемые величины на некоторой подалгебре. Это
измерение определяет уже другое состояние на этой подалгебре. Если полученное со-
стояние продолжается на исходную алгебру и при этом не привносит дополнительной
информации о поведении системы, то мы называем полученное состояние на исходной
алгебре крупнозернистым.
В работе обсуждаются вопросы существования крупнозернистых состояний, называ-

емых в работе (ℬ, 𝜔)–крупнозернистостью некоторого состояния, а также рассмотрены
ультрапроизведения последовательностей вероятностных алгебр и состояний. В рабо-
те показано, что относительно введённого определения ультрапроизведение последова-
тельностей вероятностных алгебр являются вероятностными алгебрами, обсуждаются
вопросы существования в них условных математических ожиданий, крупнозернистых
состояний и информации.
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стые состояния, информация, ультрапроизведения.
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1. Введение

Работа продолжает цикл исследований ультрапроизведений различных квантовых
структур (см. [1], [2], [6]–[9]). Интерес автора представляет изучение соотношений состоя-
ний, таких, как абсолютная непрерывность и сингулярность состояний. При этом, опреде-
ления абсолютной непрерывности состояния относительно другого состояния для различ-
ных структур могут различаться. Связано это с тем, что иногда приходится рассматривать
лишь точные состояния, которые при традиционном определении тривиальным образом
взаимно абсолютно непрерывны относительно других точных состояний.
Также интересно изучать связанные с понятием абсолютной непрерывности вопросы

существования производных Радона — Никодима, условного математического ожидания,
крупнозернистых состояний и информации на вероятностных алгебрах. Понятие вероят-
ностной алгебры восходит к работам Дэя и Сигала ([4], [12]).
Для сохранения полезных свойств «сомножителей» ультрапризведения от структуры к

структуре корректируется и само определение ультрапроизведения. Рассмотрение здесь
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ультрафильтров только в множестве натуральных чисел обусловлено вопросами эквива-
лентности состояний и взаимной контигуальности последовательностей состояний. Поня-
тие контигуальности впервые было введено Л. Ле Камом ([10]) в статистической задаче
различения близких гипотез при увеличении объёма выборки.

2. Эквивалентность и ортогональность состояний на вероятностных

алгебрах

Определение 2.1 ([5]). Пусть задана *–алгебра 𝒜 над полем комплексных чисел с ин-
волюцией * и единицей. Линейный функционал 𝜔 : 𝒜 → C называется состоянием, если

i) 𝜔 является положительным: 𝜔(𝑥*𝑥) ⩾ 0 для всех 𝑥 ∈ 𝒜;
ii) 𝜔 нормирован: 𝜔(1) = 1.

Состояние 𝜔 является точным, если 𝜔(𝑥*𝑥) = 0 подразумевает, что 𝑥 = 0. Пусть далее
𝜔 : 𝒜 → C — точное состояние на 𝒜. Тогда тройка (𝒜, *, 𝜔) называется вероятностной
алгеброй.

Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра. Введём на 𝒜 скалярное произведение, полагая

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝜔(𝑦*𝑥).

Обозначим через 𝐻 гильбертово пространство, являющееся пополнением алгебры 𝒜 от-
носительно этого скалярного произведения. Продолжение состояния 𝜔 c алгебры 𝒜 на 𝐻
будем обозначать той же буквой 𝜔.

Определение 2.2 ([11]). Представление 𝜋 алгебры ℰ в гильбертовом пространстве
𝐻̃ есть отображение из ℰ в множество линейных операторов, определённых в общей
плотной области 𝐷(𝜋) (плотна в 𝐻̃), удовлетворяющее условиям:

1. 𝜋(1) = 1;

2. 𝜋(𝑎𝑥+ 𝑦)𝑧 = 𝑎𝜋(𝑥)𝑧 + 𝜋(𝑦)𝑧 𝑥, 𝑦 ∈ ℰ , 𝑧 ∈ 𝐷(𝜋), 𝑎 ∈ C;
3. 𝜋(𝑥)𝐷(𝜋) ⊂ 𝐷(𝜋) для всех 𝑥 ∈ ℰ и 𝜋(𝑥)𝜋(𝑦)𝑧 = 𝜋(𝑥𝑦)𝑧, 𝑥, 𝑦 ∈ ℰ, 𝑧 ∈ 𝐷(𝜋);

4. 𝜋(𝑥*) ⊂ 𝜋(𝑥)* для всех 𝑥 ∈ 𝒜.

Определение 2.3 ([11]). Представление 𝜋*–алгебры ℰ в гильбертовом пространстве
𝐻 называется эрмитовым или *–представлением, если (𝑦, 𝜋(𝑥)𝑧) = (𝜋(𝑥*)𝑦, 𝑧) для всех
𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷(𝜋) и 𝑥 ∈ ℰ.

Заметим, что представление 𝜋 является эрмитовым тогда и только тогда, когда для
каждого эрмитова 𝑥 ∈ ℰ , то есть 𝑥 = 𝑥*, оператор 𝜋(𝑥) является эрмитовым.
Пусть теперь(𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра. Для 𝑥 ∈ 𝒜 определим оператор 𝜋(𝑥) :

𝒜 → 𝒜 формулой
𝜋(𝑥)𝑦 = 𝑥𝑦. (2.1)

Тогда оператор 𝜋 является эрмитовым *–представлением вероятностной алгебры𝒜 в плот-
ной инвариантной области 𝐷(𝜋) = 𝒜 ⊆ 𝐻.
Сопряжённое представление 𝜋* определим следующим образом:

𝐷(𝜋*) = {∩𝐷(𝜋(𝑥)*) : 𝑥 ∈ 𝒜}, 𝜋*(𝑥) = [𝜋(𝑥*)]*|𝐷(𝜋*).

Всюду далее будем рассматривать представления вида 2.1.
Обозначим множество всех линейных отображений 𝐶 : 𝒜 → 𝐻 через 𝐿(𝒜).

Определение 2.4 ([5]). Множество

𝜋(𝒜)𝑐 = {𝐶 ∈ 𝐿(𝒜) : ⟨𝐶𝜋(𝑥)𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝐶𝑦, 𝜋(𝑥*)𝑧⟩, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜}
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называется слабым неограниченным коммутантом оператора 𝜋.

Можно показать, что если 𝐶 ∈ 𝜋(𝒜)𝑐, то 𝐶 : 𝒜 → 𝐷(𝜋*) и

𝐶𝜋(𝑥) = 𝜋*(𝑥)𝐶

для всех 𝑥 ∈ 𝒜.

Пример 2.1. Пусть (𝐻,ℳ, 𝜏) регулярное вероятностное калибровочное простран-
ство, то есть, 𝐻 — комплексное гильбертово пространство, ℳ — алгебра фон Неймана
на 𝐻 и 𝜏 — точное нормальное следовое состояние на ℳ (подробнее см. [12]). Возьмём
в алгебре ℳ такой набор (𝑃𝛼) взаимно ортогональных проекторов, что

∑︀
𝛼 𝑃𝛼 = 1. Рас-

смотрим множество 𝒜 простых операторов на 𝐻, другими словами, конечных сумм
𝑇 =

∑︀
𝜆𝑖𝑃𝑖, где 𝜆𝑖 ∈ C, 𝑃𝑖 ∈ (𝑃𝛼). Зададим точное состояние 𝜔 на 𝒜, полагая

𝜔(𝑇 ) =
∑︁

𝜆𝑖𝜏(𝑃𝑖).

Тогда тройка (𝒜, *, 𝜔) является вероятностной алгеброй.

Определение 2.5. Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра.

1) Состояние 𝜈 называется абсолютно непрерывным относительно состояния 𝜔 (обо-
значается 𝜈 ≪ 𝜔), если из того, что 𝜔(𝑥*

𝑘𝑥𝑘) → 0 следует, что 𝜈(𝑦𝑥𝑘) → 0, (𝑘 → ∞)
для каждого 𝑦 ∈ 𝒜. Взаимно абсолютно непрерывные состояния называются экви-
валентными;

2) Состояния 𝜔 и 𝜈 называются ортогональными, если существует такая последо-
вательность (𝑥𝑘) ∈ 𝒜, что 𝜔(𝑥*

𝑘𝑥𝑘) → 0 и 𝜈(1 − 𝑦𝑥𝑘) → 0, (𝑘 → ∞) для каждого
𝑦 ∈ 𝒜.

Известно ([5]), что на вероятностных алгебрах верен аналог теоремы Радона — Нико-
дима: состояние 𝜈 абсолютно непрерывно относительно состояния 𝜔 тогда и только тогда,

если существует такой неотрицательный элемент 𝐶 =:
𝑑𝜈

𝑑𝜔
∈ 𝜋(𝒜)𝑐, что 𝜔(𝐶1) = 1 и

𝜈(𝑥) = 𝜔(𝐶𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝒜. Если при этом состояние 𝜈 точное, то 𝐶 > 0.
Определим понятие контигуальности для последовательностей состояний, заданных на

вероятностных алгебрах.

Определение 2.6. Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных ал-

гебр.

1) Последовательность состояний (𝜈𝑛), заданная на последовательности алгебр
(𝒜𝑛,

*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 называется контигуальной относительно последовательности (𝜔𝑛),
если

lim
𝑛→∞

𝜔𝑛(𝑥
*
𝑛𝑥𝑛) = 0 влечёт lim

𝑛→∞
𝜈𝑛(𝑦𝑛𝑥𝑛) = 0 для каждого 𝑦𝑛 ∈ 𝒜𝑛.

Если при этом последовательность (𝜔𝑛) контигуальна по отношению к последова-
тельности (𝜈𝑛), то эти последовательности называются взаимно контигуальны-
ми или, просто, контигуальными;

2) Последовательности состояний (𝜔𝑛) и (𝜈𝑛) называются вполне асимптотически
разделимыми, если существует подпоследовательность (𝑛′) ⊆ (𝑛) и (𝑥𝑛′) ∈ 𝒜𝑛′

такие, что

lim
𝑛′→∞

𝜔𝑛′(𝑥*
𝑛′𝑥𝑛′) = 0, lim

𝑛′→∞
𝜈𝑛′(1− 𝑦𝑛′𝑥𝑛′) = 0 для каждого 𝑦𝑛′ ∈ 𝒜𝑛′ .

Ясно, что контигуальность последовательностей состояний является обобщением поня-
тия эквивалентности состояний, а полная асимптотическая разделимость обобщает поня-
тие ортогональности состояний.
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Пусть далее (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра и ℬ — *–подалгебра алгебры 𝒜. В этом
случае ℬ является подпространством 𝐻 и её замыкание ℬ̄ есть (замкнутое) подпростран-
ство 𝐻. Обозначим через 𝜋|ℬ *–представление *–подалгебры ℬ.

Определение 2.7 ([5]). Для 𝑥 ∈ 𝒜 условным математическим ожиданием элемента
𝑥 относительно *–подалгебры ℬ называется элемент E(𝑥|ℬ), если

E(𝑥|ℬ) ∈ 𝐷[(𝜋|ℬ)*] ⊆ ℬ̄, 𝜔(𝑦𝑥) = 𝜔[(𝜋|ℬ)*(𝑦)E(𝑥|ℬ)]
для всех 𝑦 ∈ ℬ.

Существование условного математического ожидания следует из следующего факта (на-
пример, [5]). Пусть для всех 𝑥 ∈ 𝒜 определено состояние 𝜔𝑥 : ℬ → C следующим образом:
обозначим 𝜔𝑥(𝑦) = 𝜔(𝜋(𝑥)𝑦) = 𝜔(𝑥𝑦), которое оказывается абсолютно непрерывным от-
носительно состояния 𝜔|ℬ. Назовём это преобразованием состояния 𝜔 относительно пред-
ставления 𝜋. Тогда E(𝑥|ℬ) = (𝑑𝜔𝑥*/𝑑(𝜔|ℬ))1.
Легко видеть, что при 𝑦 = 1 выполняется равенство

𝜔(𝑥) = 𝜔(E(𝑥|ℬ)).
Также известно и другое свойство условных математических ожиданий:

E(𝑥|ℬ) = 𝑃ℬ(𝑥),

где 𝑃ℬ : 𝐻 → ℬ̄ — проекция.

Определение 2.8 ([5]). Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра, а ℬ ⊆ 𝒜 — *–
подалгебра. Пусть 𝜈 — состояние на ℬ такое, что 𝜈 ≪ 𝜔|ℬ. (ℬ, 𝜔)–крупнозернистостью
𝜈𝑐 состояния 𝜈 на алгебре 𝒜 называется состояние, удовлетворяющее условиям:

1) 𝜈𝑐|ℬ = 𝜈;

2) 𝜈𝑐 ≪ 𝜔;

3) 𝜈𝑐(𝑥) = 𝜈𝑐[E(𝑥|ℬ)] для всех 𝑥 ∈ 𝒜.

Рассмотрим ещё одно необходимое в дальнейшем понятие.

Определение 2.9 ([5]). Говорят, что *–подалгебра ℬ сохраняет положительность,
если для любого 𝑥 ∈ 𝒜 существует последовательность (𝑦𝑘), 𝑦𝑘 ∈ ℬ, такая, что

𝑦*𝑘𝑦𝑘 → 𝑃ℬ(𝑥
*𝑥) (𝑘 → ∞),

где сходимость рассматривается как сходимость по норме на *–подалгебре ℬ.

Приведём некоторые известные результаты о существовании и свойствах (ℬ, 𝜔)-
крупнозернистости.

Теорема 2.1 ([3]). Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра, а ℬ ⊆ 𝒜 — *–подалгебра.
Предположим, что *–подалгебра ℬ сохраняет положительность, и 𝜈 — такое состояние
на ℬ, что 𝜈 ≪ 𝜔|ℬ. Тогда (ℬ, 𝜔)–крупнозернистость состояния 𝜈 существует.

Теорема 2.2 ([5]). Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра, а ℬ ⊆ 𝒜 — *–подалгебра.
Если (ℬ, 𝜔)-крупнозернистость 𝜈𝑐 состояния 𝜈 существует и единственна, то 𝜈𝑐 явля-
ется абсолютно непрерывным расширением состояния 𝜈 на алгебру 𝒜, и (𝑑𝜈𝑐/𝑑𝜔)|ℬ =
𝑑𝜈/𝑑(𝜔|ℬ).

Определение 2.10. Пусть (𝒜, *, 𝜔) — вероятностная алгебра, а 𝜈 — состояние на
𝒜. Информация о состоянии 𝜈 относительно состояния 𝜔 представляет собой отобра-
жение 𝜈 → 𝐼𝜔(𝜈), удовлетворяющее:

1) 𝐼𝜔(𝜈) ⩾ 0, 𝐼𝜔(𝜔) = 1;



118 С.Г. ХАЛИУЛЛИН

2) для состояний 𝜈1 ≪ 𝜔, 𝜈2 ≪ 𝜔, таких, что ⟨(𝑑𝜈1/𝑑𝜔)1, (𝑑𝜈2/𝑑𝜔)1⟩ = 0,

𝐼𝜔(𝜈1 + 𝜈2) = 𝐼𝜔(𝜈1) + 𝐼𝜔(𝜈2).

Известно (см. [5, теорема 4]), что информация 𝐼𝜔(𝜈) существует, единственна, при этом

𝐼𝜔(𝜈) = ‖(𝑑𝜈/𝑑𝜔)1‖2,
и если (ℬ, 𝜔)–крупнозернистость состояния 𝜈 существует, то она является единственным
непрерывным продолжением 𝜈 на алгебру 𝒜 с минимальной информацией относительно
состояния 𝜔.

3. Ультрапроизведение вероятностных алгебр

Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных алгебр, U — нетривиальный

ультрафильтр на множестве N. Рассмотрим ультрапроизведение ((𝒜𝑛)U , *, 𝜔U ) этой по-
следовательности (см. определение [9]).

Теорема 3.1 ([9]). Ультрапроизведение последовательности вероятностных алгебр
есть вероятностная алгебра.

Естественным образом на вероятностной алгебре ((𝒜𝑛)U , *, 𝜔U ) вводится *–представление
𝜋U и его сопряжённое 𝜋*

U :

𝜋U (𝑥)𝑦 = (𝜋𝑛(𝑥𝑛)𝑦𝑛)U = (𝑥𝑛)U (𝑦𝑛)U , 𝑥 = (𝑥𝑛)U , 𝑦 = (𝑦𝑛)U .

Теорема 3.2. Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных алгебр.

1) Если последовательности состояний (𝜔𝑛) и (𝜈𝑛) взаимно контигуальны, то состо-
яния 𝜔U и 𝜈U эквивалентны на ультрапроизведении (𝒜𝑛)U для каждого нетриви-
ального ультрафильтра U на N.

2) Если последовательности состояний (𝜔𝑛) и (𝜈𝑛) вполне асимптотически разделимы,
то состояния 𝜔U и 𝜈U ортогональны на ультрапроизведении (𝒜𝑛)U для некоторого
нетривиального ультрафильтра U на N.

Доказательство. Часть 1) теоремы доказана в работе [6]. Докажем вторую часть.
Предположим противное, то есть, состояния 𝜔U и 𝜈U на ультрапроизведении (𝒜𝑛)U яв-

ляются неортогональными. Это означает, что для каждого ультрафильтра U , для любой
последовательности (𝑥𝑘) ∈ (𝒜𝑛)U существует такой элемент 𝑦 ∈ (𝒜𝑛)U , что

lim
𝑘→∞

𝜔U (𝑥*
𝑘𝑥𝑘) = 0, lim

𝑘→∞
𝜈U (1− 𝑦𝑥𝑘) > 𝛿 для некоторого 𝛿 > 0.

Отсюда следует, что существует такое 𝑘0, что для всех 𝑘 > 𝑘0

𝜔U (𝑥*
𝑘𝑥𝑘) < 𝜀, 𝜈U (1− 𝑦𝑥𝑘) > 𝛿.

Значит, для всех 𝑘 > 𝑘0 существует 𝑈𝑘 ∈ U , и для всех 𝑛(𝑘) ∈ 𝑈𝑘

𝜔𝑛(𝑘)(𝑥
*
𝑛(𝑘)𝑥𝑛(𝑘)) < 𝜀, 𝜈𝑛(𝑘)(1− 𝑦𝑛(𝑘)𝑥𝑛(𝑘)) > 𝛿.

Последнее противоречит с тем, что последовательности состояний (𝜔𝑛) и (𝜈𝑛) вполне
асимптотически разделимы.

Приведём условия существования в ультрапроизведении вероятностных алгебр услов-
ного математического ожидания и связанной с ним информации.

Теорема 3.3. Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных алгебр,

ℬ𝑛 — *–подалгебра алгебры 𝒜𝑛, 𝑛 ∈ N, U — ультрафильтр в множестве N. Предпо-
ложим, что

1) для каждого 𝑛 существует условное математическое ожидание E(𝑥𝑛|ℬ𝑛);
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2) последовательность состояний ((𝜔𝑛)𝑥*
𝑛
), определённых на последовательности

*–подалгебр (ℬ𝑛) является контигуальной по отношению к последовательности
(𝜔𝑛|ℬ𝑛), где (𝜔𝑛)𝑥𝑛

(𝑦𝑛) = 𝜔𝑛(𝑥𝑛𝑦𝑛), 𝑦𝑛 ∈ ℬ𝑛;

3) последовательность состояний (𝜈𝑛) контигуальна относительно последовательно-
сти (𝜔𝑛).

Тогда на ультрапроизведении ((𝒜𝑛)U , *, 𝜔U ) существует условное математическое
ожидание относительно подалгебры (ℬ𝑛)U и

E((𝑥𝑛)U |(ℬ𝑛)U ) = (E(𝑥𝑛|ℬ𝑛))U ,

а также существует информация о состоянии 𝜈U относительно состояния 𝜔U и

𝐼𝜔U
(𝜈U ) = lim

U
‖(𝑑𝜈𝑛/𝑑𝜔𝑛)1n‖2.

Доказательство. Доказательство теоремы сразу следует из определения ультрапроиз-
ведения и теоремы 3.2. Действительно, условие 2) теоремы гарантирует, что состояние
((𝜔𝑛)𝑥*

𝑛
)U абсолютно непрерывно относительно состояния (𝜔𝑛|ℬ𝑛)U , и, следовательно, су-

ществует производная Радона — Никодима

𝑑(𝜔𝑥*
𝑛
)U /𝑑(𝜔𝑛|ℬ𝑛)U = lim

U
𝑑(𝜔𝑥*

𝑛
)/𝑑(𝜔𝑛|ℬ𝑛)

и [𝑑(𝜔𝑥*
𝑛
)U /𝑑(𝜔𝑛|ℬ𝑛)U ]1 = E((𝑥𝑛)U |(ℬ𝑛))U .

Точно также из условия 3) выводятся существование информации и необходимое равен-
ство.

Введём следующее необходимое определение.

Определение 3.1. Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных ал-

гебр,

𝒜 = {(𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ∈ 𝒜𝑛 : sup
𝑛

‖𝑥𝑛‖𝑛 < ∞}.

Скажем, что последовательность (𝑥(𝑘))𝑘⩾1 = (𝑥
(𝑘)
𝑛 )𝑘⩾1 ∈ 𝒜 равномерно сходится к эле-

менту 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝒜 при 𝑘 → ∞, если для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝑘0, что для
всех 𝑘 > 𝑘0 и всех 𝑛 ∈ N

‖𝑥(𝑘)
𝑛 − 𝑥𝑛‖𝑛 < 𝜀.

Теорема 3.4. Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных алгебр,

ℬ𝑛 ⊆ 𝒜𝑛 — *–подалгебры (𝑛 ∈ N), (ℬ𝑛)U — ультрапроизведение последовательности
(ℬ𝑛).
Если *–подалгебра ℬ𝑛 сохраняет положительность, 𝑛 ∈ N, и для любого 𝑥𝑛 ∈ 𝒜𝑛 су-

ществует последовательность (𝑦𝑘𝑛), 𝑦
𝑘
𝑛 ∈ ℬ𝑛, такая, что 𝑦𝑘*𝑛 𝑦𝑘𝑛 → 𝑃ℬ𝑛(𝑥

*
𝑛𝑥𝑛) равномерно

при 𝑘 → ∞, то *–подалгебра (ℬ𝑛)U сохраняет положительность.

Доказательство. Возьмём произвольную последовательность 𝑥𝑘 ∈ (𝒜𝑛)U , 𝑥𝑘 = (𝑥𝑘
𝑛)U .

Из условия теоремы следует, что для каждого 𝑛 существует такая последовательность
(𝑦𝑘𝑛), что lim𝑘→∞ ‖𝑦𝑘*𝑛 𝑦𝑘𝑛 − 𝑃ℬ𝑛(𝑥

𝑘*
𝑛 𝑥𝑘

𝑛)‖ = 0. Пусть 𝑦𝑘 = (𝑦𝑘𝑛)U , ℬ = (ℬ𝑛)U . Тогда

lim
𝑘→∞

‖𝑦𝑘*𝑦𝑘 − 𝑃ℬ(𝑥
𝑘*𝑥𝑘)‖ = lim

𝑘→∞
lim
U

‖𝑦𝑘*𝑛 𝑦𝑘𝑛 − 𝑃ℬ𝑛(𝑥
𝑘*
𝑛 𝑥𝑘

𝑛)‖

= lim
U

lim
𝑘→∞

‖𝑦𝑘*𝑛 𝑦𝑘𝑛 − 𝑃ℬ𝑛(𝑥
𝑘*
𝑛 𝑥𝑘

𝑛)‖ = 0.

Перестановку пределов в двойном пределе обеспечивает условие равномерной сходимо-
сти соответствующей последовательности.
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Теорема 3.5. 1) Пусть (𝒜𝑛,
*, 𝜔𝑛)𝑛⩾1 — последовательность вероятностных ал-

гебр, ℬ𝑛 ⊆ 𝒜𝑛 — *–подалгебры (𝑛 ∈ N), 𝜈𝑛 — состояние на ℬ𝑛, такое, что
𝜈𝑛 ≪ 𝜔𝑛|ℬ𝑛 и последовательность (𝜈𝑛) контигуальна относительно (𝜔𝑛|ℬ𝑛),
U — нетривиальным ультрафильтр на множестве N. Если существует (ℬ𝑛, 𝜔𝑛)–
крупнозернистость 𝜈𝑛𝑐 состояния 𝜈𝑛 на алгебре 𝒜𝑛 и

*–подалгебра (ℬ𝑛)U сохраняет
положительность, то состояние 𝜈U 𝑐 на алгебре (𝒜𝑛)U является крупнозернисто-
стью состояния 𝜈U , где

𝜈U 𝑐(·) = lim
U

𝜈𝑛𝑐(·);

2) Если при этом (𝜈𝑛𝑐) контигуальна относительно (𝜔𝑛), то состояние 𝜈U 𝑐 являет-
ся единственным абсолютно непрерывным продолжением состояния 𝜈U на алгебру
(𝒜𝑛)U с минимальной информацией относительно 𝜔U .

Доказательство. 1). Существование крупнозернистости на ультрапроизведении следует
из теоремы 2.2 и предыдущей теоремы 3.4. 2). Следует из теоремы 3.3.
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