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Аннотация. Статья посвящена развитию метода классификации трехмерных инте-
грируемых дискретных цепочек, основанный на использовании интегрируемых по Дар-
бу конечно–полевых редукций уравнений с одной непрерывной и двумя дискретными
независимыми переменными. В качестве иллюстративного примера рассмотрена полу-
дискретная цепочка Тоды. В рамках настоящего исследования получена решеточная
цепочка Тоды.
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1. Введение

В работе обсуждается метод классификации дискретных уравнений с тремя независи-
мыми переменными типа цепочки Хироты — Мивы

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 = ℎ(𝑢𝑗𝑛,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1, 𝑢

𝑗
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1,𝑚), (1.1)

где функция 𝑢 = 𝑢𝑗𝑛,𝑚 зависит от трех дискретных переменных 𝑛, 𝑗 и 𝑚. Подход основан
на дискретизации трехмерных уравнений типа полудискретной цепочки Тоды

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑔(𝑢𝑗𝑛,𝑥, 𝑢

𝑗+1
𝑛 , 𝑢𝑗𝑛+1, 𝑢

𝑗
𝑛, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1), (1.2)

где функция 𝑢 = 𝑢𝑗𝑛(𝑥) зависит от непрерывной переменной 𝑥 и дискретных переменных
𝑛 и 𝑗. Другими словами, для получения списка интегрируемых уравнений вида (1.1),
необходимо исследовать список всех известных уравнений вида (1.2), который включает
в себя следующие цепочки

(𝐿1) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 + 𝑒𝑢

𝑗
𝑛−𝑢𝑗+1

𝑛−1 − 𝑒𝑢
𝑗
𝑛+1−𝑢𝑗+1

𝑛 ;

(𝐿2) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 − 𝑒𝑢

𝑗+1
𝑛−1−𝑢𝑗

𝑛 + 𝑒𝑢
𝑗+1
𝑛 −𝑢𝑗

𝑛+1 − 𝑒𝑢
𝑗+1
𝑛−1−𝑢𝑗+1

𝑛 + 𝑒𝑢
𝑗
𝑛−𝑢𝑗

𝑛+1 ;

(𝐿3) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥

(𝑢𝑗+1
𝑛 )

2

𝑢𝑗𝑛+1𝑢
𝑗+1
𝑛−1

;

(𝐿4) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥

𝑢𝑗𝑛+1 − 𝑢𝑗+1
𝑛

𝑢𝑗𝑛 − 𝑢𝑗+1
𝑛−1

;
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(𝐿5) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥

𝑢𝑗+1
𝑛

(︀
𝑢𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑗𝑛+1

)︀
𝑢𝑗𝑛+1

(︀
𝑢𝑗+1
𝑛−1 − 𝑢𝑗𝑛

)︀ ;

(𝐿6) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥

(︀
𝑢𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑗+1

𝑛−1

)︀ (︀
𝑢𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑗𝑛+1

)︀(︀
𝑢𝑗𝑛+1 − 𝑢𝑗𝑛

)︀ (︀
𝑢𝑗+1
𝑛−1 − 𝑢𝑗𝑛

)︀ ;

(𝐿7) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 + 𝑒𝑢

𝑗+1
𝑛−1−𝑢𝑗+1

𝑛 −𝑢𝑗
𝑛+𝑢𝑗

𝑛+1 ;

(𝐿8) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 + 𝑒𝑢

𝑗
𝑛+1 + 𝑒𝑢

𝑗+1
𝑛−1 − 𝑒𝑢

𝑗+1
𝑛 − 𝑒𝑢

𝑗
𝑛 ;

(𝐿9) 𝑢
𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 +

(︀
𝑢𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑗𝑛

)︀ (︀
𝑢𝑗+1
𝑛 + 𝑢𝑗𝑛 − 𝑢𝑗+1

𝑛−1 − 𝑢𝑗𝑛+1

)︀
.

Интегрируемые цепочки (𝐿1)–(𝐿9) были найдены в рамках различных исследований в
следующих работах. Уравнения (𝐿1) и (𝐿8) были получены как итерации преобразова-
ния Беклунда для нелинейных дифференциально–разностных моделей в статье Е. Дейта,
М. Джимбы и Т. Мивы [9]. Уравнение (𝐿7) было найдено как уравнение для инвариан-
тов Лапласа линейных дифференциально–разностных уравнений с переменными коэффи-
циентами в работе С.Я. Старцева и В.Э. Адлера [1]. Цепочки (𝐿2)–(𝐿6) были получены
в результате решения задачи классификации интегрируемых уравнений вида (1.2), при
некотором дополнительном предположении, методом дисперсионных деформаций в ста-
тье Е.В. Ферапонтова, В.С. Новикова и И. Рустемоглу [10]. Уравнение (𝐿9) было выведено
при исследовании свойств тангенциального отображения В.Э. Адлером в работе [8].

Замечание 1.1. В недавних работах [13], [7], написанных совместно с И.Т. Хабибул-
линым, мы получили полный список уравнений (𝐿1)–(𝐿9) путем дискретизации всех из-
вестных трехмерных уравнений типа двумеризованной цепочки Тоды

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦, 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1), (1.3)

который состоит из шести следующих уравнений

(𝐸1) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑒𝑢𝑛+1−2𝑢𝑛+𝑢𝑛−1 ,

(𝐸2) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑒𝑢𝑛+1 − 2𝑒𝑢𝑛 + 𝑒𝑢𝑛−1 ,

(𝐸3) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑒𝑢𝑛+1−𝑢𝑛 − 𝑒𝑢𝑛−𝑢𝑛−1 ,

(𝐸4) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = (𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥,

(𝐸5) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = (𝑒𝑢𝑛+1−𝑢𝑛 − 𝑒𝑢𝑛−𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥,

(𝐸6) 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝛼𝑛𝑢𝑛,𝑥𝑢𝑛,𝑦, 𝛼𝑛 = 1
𝑢𝑛−𝑢𝑛−1

− 1
𝑢𝑛+1−𝑢𝑛

.

Уравнения (𝐸1)–(𝐸3) известны из работ классиков (см., например, обзор [2]), (𝐸4), (𝐸5)
получены в рамках классификации уравнений вида (1.3) в работе [15], цепочка (𝐸6) най-
дена независимо в [15] и [5]. Более того, в работах [4], [14], [6] методом интегрируемых
по Дарбу редукций, была решена задача полного описания интегрируемых случаев уравне-
ния (1.3) с линейной зависимостью от производных 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦. Насколько нам известно,
в литературе нет примеров интегрируемых уравнений вида (1.3), которые не были бы
линейными по производным. Поэтому вполне вероятно, что список (𝐸1)–(𝐸6) является
исчерпывающим списком интегрируемых уравнений вида (1.3). В связи с этим, можно
предположить, что список (𝐿1)–(𝐿9) также является исчерпывающим.
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Обсудим некоторые понятия, необходимые нам в дальнейшем. Рассмотрим систему
дифференциально–разностных уравнений вида⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢𝑗+1
1,𝑥 = 𝑔1(𝑢

𝑗
1,𝑥, 𝑢

𝑗+1
1 , 𝑢𝑗2, 𝑢

𝑗
𝑛),

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑔(𝑢𝑗𝑛,𝑥, 𝑢

𝑗+1
𝑛 , 𝑢𝑗𝑛+1, 𝑢

𝑗
𝑛, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1), 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 − 1,

𝑢𝑗+1
𝑁,𝑥 = 𝑔𝑁(𝑢

𝑗
𝑁,𝑥, 𝑢

𝑗+1
𝑁 , 𝑢𝑗𝑁+1, 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗+1
𝑁−1).

(1.4)

Определение 1.1. Система уравнений (1.4) называется интегрируемой в смысле
Дарбу, если она допускает полные наборы интегралов по обоим характеристическим на-
правлениям 𝑥 и 𝑗.

Определение 1.2. Функция

𝐽 = 𝐽(𝑥, 𝑗, 𝑢𝑗1, 𝑢
𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗+1
1 , 𝑢𝑗+1

2 , . . . , 𝑢𝑗+1
𝑁 , . . . , 𝑢𝑗+𝑘

1 , 𝑢𝑗+𝑘
2 , . . . , 𝑢𝑗+𝑘

𝑁 ), (1.5)

где 𝑘 = 1, 2, . . . , называется 𝑥–интегралом системы (1.4) порядка 𝑘, если хотя бы для
одной пары чисел 𝑙, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑁 , произведение

𝜕𝐽

𝜕𝑢𝑗𝑙
· 𝜕𝐽

𝜕𝑢𝑗+𝑘
𝑠

тождественно не обращается в нуль, и, кроме того, выполняется соотношение

𝐷𝑥𝐽 = 0,

где 𝐷𝑥 обозначает оператор полного дифференцирования по 𝑥. Производная переменных
𝑢𝑗+𝑘
1 , 𝑢𝑗+𝑘

2 , . . ., 𝑢𝑗+𝑘
𝑁 , 𝑘 = 1, 2, . . . , по 𝑥 вычисляется при помощи системы (1.4).

Пусть задан набор 𝑥–интегралов минимальных порядков 𝑘𝑙 (определение минимально-
сти можно найти в [3])

𝐽𝑙 = 𝐽𝑙(𝑥, 𝑗, 𝑢
𝑗
1, 𝑢

𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗+1
1 , 𝑢𝑗+1

2 , . . . , 𝑢𝑗+1
𝑁 , . . . , 𝑢𝑗+𝑘𝑙

1 , 𝑢𝑗+𝑘𝑙
2 , . . . , 𝑢𝑗+𝑘𝑙

𝑁 ), (1.6)

где 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Множество (1.6) представляет собой полный набор 𝑥–интегралов для
системы гиперболического типа (1.4) тогда и только тогда, когда выполняется условие

det

(︂
𝜕𝐽𝑙

𝜕𝑢𝑗+𝑘𝑙
𝑛

)︂
:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝜕𝐽1

𝜕𝑢
𝑗+𝑘1
1

𝜕𝐽1

𝜕𝑢
𝑗+𝑘1
2

. . . 𝜕𝐽1

𝜕𝑢
𝑗+𝑘1
𝑁

. . . . . . . . . . . .
𝜕𝐽𝑁

𝜕𝑢
𝑗+𝑘𝑁
1

𝜕𝐽𝑁

𝜕𝑢
𝑗+𝑘𝑁
2

. . . 𝜕𝐽𝑁

𝜕𝑢
𝑗+𝑘𝑁
𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ̸= 0. (1.7)

Определение 1.3. Функция

𝐼 = 𝐼(𝑥, 𝑗, 𝑢𝑗1, 𝑢
𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗
1,𝑥, 𝑢

𝑗
2,𝑥, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁,𝑥, . . . , 𝑢

𝑗
1,[𝑟], 𝑢

𝑗
2,[𝑟], . . . , 𝑢

𝑗
𝑁,[𝑟]), (1.8)

где 𝑢[𝑟] =
𝜕𝑟𝑢
𝜕𝑥𝑟 , 𝑟 = 1, 2, . . ., называется 𝑗–интегралом порядка 𝑟 системы (1.4), если вы-

полнено соотношение

𝐷𝑗𝐼 = 𝐼,

где 𝐷𝑗 является оператором сдвига, действующим по правилу 𝐷𝑗(𝑓(𝑗)) = 𝑓(𝑗+1). Сдвиг 𝑗

переменных 𝑢𝑗1,[𝑟], 𝑢
𝑗
2,[𝑟], . . ., 𝑢

𝑗
𝑁,[𝑟], 𝑟 = 1, 2, . . ., вычисляется в силу системы уравнений

(1.4).

Пусть задан набор 𝑗–интегралов минимальных порядков 𝑟𝑠

𝐼𝑠 = 𝐼𝑠(𝑥, 𝑗, 𝑢
𝑗
1, 𝑢

𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗
1,𝑥, 𝑢

𝑗
2,𝑥, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁,𝑥, . . . , 𝑢

𝑗
1,[𝑟𝑠]

, 𝑢𝑗2,[𝑟𝑠], . . . , 𝑢
𝑗
𝑁,[𝑟𝑠]

), (1.9)
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где 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Множество (1.9) определяет полный набор 𝑗–интегралов системы (1.4)
тогда и только тогда, когда выполняется условие (см. [11])

det

(︃
𝜕𝐼𝑠

𝜕𝑢𝑗𝑛,[𝑟𝑠]

)︃
:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝜕𝐼1
𝜕𝑢𝑗

1,[𝑟1]

𝜕𝐼1
𝜕𝑢𝑗

2,[𝑟1]

. . . 𝜕𝐼1
𝜕𝑢𝑗

𝑁,[𝑟1]

. . . . . . . . . . . .
𝜕𝐼𝑁

𝜕𝑢𝑗
1,[𝑟𝑁 ]

𝜕𝐼𝑁
𝜕𝑢𝑗

2,[𝑟𝑁 ]

. . . 𝜕𝐼𝑁
𝜕𝑢𝑗

𝑁,[𝑟𝑁 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0. (1.10)

2. Алгоритм дискретизации цепочек типа полудискретной цепочки Тоды

Обсудим метод дискретизации интегрируемых трехмерных цепочек вида (1.2), основан-
ный на использовании её конечно–полевой редукции⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢𝑗+1
1,𝑥 = 𝑔1(𝑢

𝑗
1,𝑥, 𝑢

𝑗+1
1 , 𝑢𝑗2, 𝑢

𝑗
𝑛),

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑔(𝑢𝑗𝑛,𝑥, 𝑢

𝑗+1
𝑛 , 𝑢𝑗𝑛+1, 𝑢

𝑗
𝑛, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1), 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 − 1,

𝑢𝑗+1
𝑁,𝑥 = 𝑔𝑁(𝑢

𝑗
𝑁,𝑥, 𝑢

𝑗+1
𝑁 , 𝑢𝑗𝑁+1, 𝑢

𝑗
𝑁 , 𝑢

𝑗+1
𝑁−1).

(2.1)

Здесь функции 𝑔1 и 𝑔𝑁 выбраны таким образом, что система (2.1) является интегрируемой
в смысле Дарбу. Граничные условия для цепочек (𝐿1)–(𝐿9), обеспечивающие интегрируе-
мые по Дарбу редукции, найдены в работах [12], [13], [7].
Предположим, что функции

𝐽𝑙 = 𝐽𝑙(𝑥, 𝑗, 𝑢
𝑗, 𝑢𝑗+1, . . . , 𝑢𝑗+𝑘𝑙), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑁, (2.2)

где 𝑢𝑗 = (𝑢𝑗1, 𝑢
𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁), образуют полный набор характеристических интегралов мини-

мальных порядков по направлению 𝑥 системы (2.1). Другими словами, функции 𝐽𝑙 удо-
влетворяют соотношению 𝐷𝑥𝐽𝑙 = 0, где 𝐷𝑥 обозначает оператор полной производной по
переменной 𝑥. При этом имеется в виду, что производная 𝐷𝑥 от функции 𝐽𝑙 вычисляется
в силу исходной системы (2.1).
В дальнейшем мы предполагаем, что динамические переменные 𝑢𝑗1, 𝑢

𝑗
2, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁 зависят

не только от 𝑥 и 𝑗, но и от дополнительной дискретной переменной 𝑚, поэтому введем
нижний индекс 𝑢𝑗1,𝑚, 𝑢

𝑗
2,𝑚, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁,𝑚. Зависимость от переменной 𝑚 будет определяться в

силу разностной системы следующего вида⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑗+1
1,𝑚+1 = ℎ1(𝑢

𝑗
1,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
1,𝑚 , 𝑢

𝑗
2,𝑚+1, 𝑢

𝑗
1,𝑚),

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 = ℎ(𝑢𝑗𝑛,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1, 𝑢

𝑗
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1,𝑚), 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 − 1,

𝑢𝑗+1
𝑁,𝑚+1 = ℎ𝑁(𝑢

𝑗
𝑁,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑁,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑁,𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑁−1,𝑚)

(2.3)

с неопределенными правыми частями. Для отыскания конкретного вида функций ℎ1,
ℎ2 и ℎ мы будем пользоваться предположением, что функции 𝐽𝑙, которые являются 𝑥–
интегралами системы (2.1), после введения зависимости от дискретной переменной 𝑚 бу-
дут являться 𝑚–интегралами искомой системы (2.3). Обозначим эти функции через 𝐽𝑙:

𝐽𝑙 = 𝐽𝑙(𝑥, 𝑗,𝑚, 𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , . . . , 𝑢𝑗+𝑘𝑙

𝑚 ), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑁, (2.4)

где 𝑢𝑗𝑚 = (𝑢𝑗1,𝑚, 𝑢
𝑗
2,𝑚, . . . , 𝑢

𝑗
𝑁,𝑚). Другими словами, функции 𝐽𝑙 должны удовлетворять усло-

вию

𝐷𝑚𝐽𝑙 = 𝐽𝑙,

где 𝐷𝑚 — оператор сдвига аргумента 𝑚, сдвиг по переменной 𝑚 выполняется в силу
системы (2.3).
При этом, для исключения тривиального результата, необходимо, чтобы функции 𝐽1,

𝐽2, . . ., 𝐽𝑙 обеспечивали полный набор независимых 𝑚–интегралов минимальных порядков
для (2.3).
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Допустим, что система вида (2.3) найдена и она не является тривиальной, тогда мы
легко определяем вид дискретной трехмерной цепочки

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 = ℎ(𝑢𝑗𝑛,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1, 𝑢

𝑗
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1,𝑚). (2.5)

Отметим, что для решения задачи дискретизации достаточно ограничиться рассмотрени-
ем случая 𝑁 = 3.

3. Пример

В качестве иллюстрации алгоритма дискретизации рассмотрим полудискретную цепоч-
ку Тоды (𝐿1)

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑥 = 𝑢𝑗𝑛,𝑥 + 𝑒𝑢

𝑗
𝑛−𝑢𝑗+1

𝑛−1 − 𝑒𝑢
𝑗
𝑛+1−𝑢𝑗+1

𝑛 . (3.1)

Конечно–полевая редукция уравнения (3.1) получается из этой цепочки при помощи на-
ложения граничных условий обрыва 𝑢0 = ∞, 𝑢4 = −∞ и имеет вид⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢̄𝑗+1
𝑥 = 𝑢̄𝑗𝑥 − 𝑒𝑣

𝑗−𝑢̄𝑗+1
,

𝑣𝑗+1
𝑥 = 𝑣𝑗𝑥 + 𝑒𝑣

𝑗−𝑢̄𝑗+1 − 𝑒𝑤̄
𝑗−𝑣𝑗+1

,

𝑤̄𝑗+1
𝑥 = 𝑤̄𝑗

𝑥 + 𝑒𝑤̄
𝑗−𝑣𝑗+1

,

(3.2)

где 𝑢̄𝑗 = 𝑢𝑗1, 𝑣
𝑗 = 𝑢𝑗2, 𝑤̄

𝑗 = 𝑢𝑗3. Далее нам понадобятся 𝑥–интегралы системы (3.2), которые
имеют вид

𝐽1 = 𝑒𝑢̄
𝑗+1+𝑣𝑗+1+𝑤̄𝑗+1−𝑢̄𝑗−𝑣𝑗−𝑤̄𝑗

,

𝐽2 = 𝑒𝑣
𝑗+𝑤̄𝑗−𝑣𝑗−1−𝑤̄𝑗−1

+ 𝑒𝑢̄
𝑗+1+𝑤̄𝑗−𝑢̄𝑗−𝑤̄𝑗−1

+ 𝑒𝑢̄
𝑗+1+𝑣𝑗+1−𝑢̄𝑗−𝑣𝑗 ,

𝐽3 = 𝑒𝑢̄
𝑗+2−𝑢̄𝑗+1

+ 𝑒𝑣
𝑗+1−𝑣𝑗 + 𝑒𝑤̄

𝑗−𝑤̄𝑗−1

.

Покажем, что интегралы 𝐽1–𝐽3 образуют полный набор независимых 𝑥–интегралов. Вы-
числим определитель (1.7). Получим⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝜕𝐽1
𝜕𝑢̄𝑗+1

𝜕𝐽1
𝜕𝑣𝑗+1

𝜕𝐽1
𝜕𝑤̄𝑗+1

𝜕𝐷𝑗(𝐽2)

𝜕𝑢̄𝑗+2

𝜕𝐷𝑗(𝐽2)

𝜕𝑣𝑗+2

𝜕𝐷𝑗(𝐽2)

𝜕𝑤̄𝑗+2

𝜕𝐷𝑗(𝐽3)

𝜕𝑢̄𝑗+3

𝜕𝐷𝑗(𝐽3)

𝜕𝑣𝑗+3

𝜕𝐷𝑗(𝐽3)

𝜕𝑤̄𝑗+3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑒𝑢̄

𝑗+3+𝑣𝑗+2+𝑤̄𝑗+1−𝑢̄𝑗−𝑣𝑗−𝑤̄𝑗 ̸= 0. (3.3)

Следовательно, интегралы 𝐽1–𝐽3 образуют полный набор независимых 𝑥–интегралов.
Теперь введем зависимость от 𝑚 в переменных 𝑢̄𝑗 = 𝑢̄𝑗𝑚, 𝑣

𝑗 = 𝑣𝑗𝑚, 𝑤̄
𝑗 = 𝑤̄𝑗

𝑚 и сделаем

замену 𝑒𝑢̄
𝑗
𝑚 = 𝑢𝑗𝑚, 𝑒

𝑣𝑗𝑚 = 𝑣𝑗𝑚, 𝑒
𝑤̄𝑗

𝑚 = 𝑤𝑗
𝑚, тогда 𝑥–интегралы 𝐽1–𝐽3 перепишутся в виде

𝐽1 =
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑤𝑗+1
𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚𝑤

𝑗
𝑚

,

𝐽2 =
𝑣𝑗𝑚𝑤

𝑗
𝑚

𝑣𝑗−1
𝑚 𝑤𝑗−1

𝑚

+
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑤
𝑗−1
𝑚

+
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚

,

𝐽3 =
𝑢𝑗+2
𝑚

𝑢𝑗+1
𝑚

+
𝑣𝑗+1
𝑚

𝑣𝑗𝑚
+

𝑤𝑗
𝑚

𝑤𝑗−1
𝑚

.

Далее будем предполагать, что функции 𝐽1–𝐽3 являются 𝑚–интегралами системы⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑗+1
𝑚+1 = ℎ1(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1),

𝑣𝑗+1
𝑚+1 = ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ),

𝑤𝑗+1
𝑚+1 = ℎ3(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ),

(3.4)
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которая получается из цепочки

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 = ℎ2(𝑢

𝑗
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑛,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑛,𝑚, 𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑛−1,𝑚). (3.5)

Из условий (𝐷𝑚 − 1)𝐽𝑖 = 0 получаем следующие 3 уравнения

(𝐷𝑚 − 1)𝐽1 =
𝑢𝑗+1
𝑚+1𝑣

𝑗+1
𝑚+1𝑤

𝑗+1
𝑚+1

𝑢𝑗𝑚+1𝑣
𝑗
𝑚+1𝑤

𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑤𝑗+1
𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚𝑤

𝑗
𝑚

= 0,

(𝐷𝑚 − 1)𝐽2 =
𝑣𝑗𝑚+1𝑤

𝑗
𝑚+1

𝑣𝑗−1
𝑚+1𝑤

𝑗−1
𝑚+1

+
𝑢𝑗+1
𝑚+1𝑤

𝑗
𝑚+1

𝑢𝑗𝑚+1𝑤
𝑗−1
𝑚+1

+
𝑢𝑗+1
𝑚+1𝑣

𝑗+1
𝑚+1

𝑢𝑗𝑚+1𝑣
𝑗
𝑚+1

− 𝑣𝑗𝑚𝑤
𝑗
𝑚

𝑣𝑗−1
𝑚 𝑤𝑗−1

𝑚

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑤
𝑗−1
𝑚

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚

= 0,

(𝐷𝑚 − 1)𝐽3 =
𝑢𝑗+2
𝑚+1

𝑢𝑗+1
𝑚+1

+
𝑣𝑗+1
𝑚+1

𝑣𝑗𝑚+1

+
𝑤𝑗

𝑚+1

𝑤𝑗−1
𝑚+1

− 𝑢𝑗+2
𝑚

𝑢𝑗+1
𝑚

− 𝑣𝑗+1
𝑚

𝑣𝑗𝑚
− 𝑤𝑗

𝑚

𝑤𝑗−1
𝑚

= 0.

(3.6)

Сосредоточимся на первом уравнении. Перепишем его с учетом системы (3.4):

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )ℎ3(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 )

𝑢𝑗𝑚+1𝑣
𝑗
𝑚+1𝑤

𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑤𝑗+1
𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚𝑤

𝑗
𝑚

= 0.

(3.7)

Продифференцируем уравнение (3.7) по 𝑢𝑗𝑚+1 и получим, что функция ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)

удовлетворяет уравнению

𝑢𝑗𝑚+1

𝜕

𝜕𝑢𝑗𝑚+1

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)− ℎ1(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) = 0. (3.8)

Решая полученное уравнение, найдем

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) = ℎ11(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)𝑢

𝑗
𝑚+1. (3.9)

Тогда, с учетом найденного, уравнение (3.7) перепишется в виде

ℎ11(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )ℎ3(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 )

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑤𝑗+1
𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚𝑤

𝑗
𝑚

= 0.

(3.10)

Далее, мы дифференцируем уравнение (3.10) по 𝑤𝑗+1
𝑚 дважды и, анализируя полученное

уравнение, находим, что функция ℎ3(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ) принимает вид

ℎ3(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ) = ℎ31(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )𝑤𝑗+1

𝑚 . (3.11)

Тогда уравнение (3.10) запишется в виде

ℎ11(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )ℎ31(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚𝑤

𝑗
𝑚

= 0. (3.12)
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Поскольку функции ℎ11(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1), ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ), ℎ31(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

не равны нулю, уравнение (3.12) может быть представлено одним из следующих вари-
антов

ℎ11(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)𝑢

𝑗
𝑚

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑣𝑗𝑚𝑤
𝑗
𝑚ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )ℎ31(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

= 0;

ℎ2(𝑣
𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )𝑣𝑗𝑚

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑤
𝑗
𝑚ℎ11(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ31(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

= 0;

ℎ31(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )𝑤𝑗

𝑚

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑢𝑗𝑚𝑣
𝑗
𝑚ℎ11(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )

= 0.

(3.13)

Дифференцируя эти три уравнения соответственно по 𝑢𝑗𝑚, 𝑣
𝑗
𝑚 и 𝑤𝑗

𝑚, найдем зависимость
искомых функций от данных переменных

ℎ11(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) =

ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)

𝑢𝑗𝑚
;

ℎ2(𝑣
𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) =

ℎ22(𝑣
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )

𝑣𝑗𝑚
;

ℎ31(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 ) =

ℎ32(𝑤
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

𝑤𝑗
𝑚

.

(3.14)

Тогда, уравнение (3.12) перепишется в виде

ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ22(𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 )ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

− 𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 = 0, (3.15)

из которого выразим функцию ℎ22(𝑣
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ):

ℎ22(𝑣
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) =

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

. (3.16)

В итоге, из первого уравнения (3.6) находим предварительный вид искомых функций
ℎ1(𝑢

𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1), ℎ2(𝑣

𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) и ℎ3(𝑤

𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ):

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) =

ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)𝑢

𝑗
𝑚+1

𝑢𝑗𝑚
;

ℎ2(𝑣
𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) =

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

𝑣𝑗𝑚ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

;

ℎ3(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ) =
ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )𝑤𝑗+1

𝑚

𝑤𝑗
𝑚

.

(3.17)

Перейдем далее к исследованию второго уравнения (3.6), которое с учетом найденных
значений (3.17) принимает вид

ℎ32(𝑤
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )ℎ12(𝑢

𝑗+2
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚+1)

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗

𝑚+1

+
𝑢𝑗+2
𝑚 𝑣𝑗+2

𝑚 ℎ32(𝑤
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 ℎ32(𝑤
𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 )

+
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑣𝑗𝑚ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)

− 𝑣𝑗+1
𝑚

𝑣𝑗𝑚
− 𝑢𝑗+2

𝑚

𝑢𝑗+1
𝑚

− 𝑤𝑗
𝑚𝑢

𝑗+2
𝑚 𝑣𝑗+2

𝑚

𝑤𝑗+1
𝑚 𝑢𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗+1
𝑚

= 0,

(3.18)

где

ℎ12(𝑢
𝑗+2
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚+1) = 𝐷𝑗(ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)) = ℎ12

(︃
𝑢𝑗+2
𝑚 ,

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

𝑣𝑗𝑚ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1)ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )

)︃
,
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ℎ32(𝑤
𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 ) = 𝐷𝑗(ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )) = ℎ32

(︃
ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 )𝑤𝑗+1

𝑚

𝑤𝑗
𝑚

, 𝑣𝑗+2
𝑚

)︃
.

Заметим, что в уравнении (3.18) только функция ℎ12(𝑢
𝑗+2
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚+1) содержит переменную

𝑢𝑗+2
𝑚 , аналогично только ℎ32(𝑤

𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 ) содержит 𝑣𝑗+2

𝑚 . Следовательно, дифференцируя
уравнение (3.18) по 𝑢𝑗+2

𝑚 дважды и, соответственно, по 𝑣𝑗+2
𝑚 дважды, получим следующие

два уравнения на искомые функции:

𝜕2

𝜕
(︀
𝑢𝑗+2
𝑚

)︀2ℎ12(𝑢𝑗+2
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚+1) = 0,

𝜕2

𝜕
(︀
𝑣𝑗+2
𝑚

)︀2ℎ32(𝑤𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 )−

2
(︁

𝜕

𝜕𝑣𝑗+2
𝑚
ℎ32(𝑤

𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 )

)︁2
ℎ32(𝑤

𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 )

+
2

𝑣𝑗+2
𝑚

𝜕

𝜕𝑣𝑗+2
𝑚

ℎ32(𝑤
𝑗+1
𝑚+1, 𝑣

𝑗+2
𝑚 ) = 0.

Подействуем оператором 𝐷−1
𝑗 на последние два уравнения. Тогда получим уравнения на

неизвестные функции ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) и ℎ32(𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 ). Откуда найдем

ℎ12(𝑢
𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) = ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1),

ℎ32(𝑤
𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 ) = − 𝑣𝑗+1

𝑚

ℎ33(𝑤
𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

.

Таким образом, искомые функции примут вид

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) =

(︀
ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑢𝑗𝑚+1

𝑢𝑗𝑚
;

ℎ2(𝑣
𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) = −

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤

𝑗
𝑚+1

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)

)︀ ;

ℎ3(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ) = − 𝑤𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚

𝑤𝑗
𝑚

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀ .
(3.19)

Перепишем уравнение (3.18) с учетом найденных функций и приравняем коэффициен-
ты при независимых переменных 𝑢𝑗+2

𝑚 и 𝑣𝑗+2
𝑚 . Соответственно получим следующие три

уравнения

1) ℎ33

(︃
− 𝑤𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗+1
𝑚

𝑤𝑗
𝑚

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀)︃−
𝑤𝑗

𝑚

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗+1

𝑚

= 0,

2) ℎ13

(︃
−
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗+1
𝑚

)︃
𝑣𝑗+1
𝑚

+ ℎ34

(︃
− 𝑤𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗+1
𝑚

𝑤𝑗
𝑚

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀)︃𝑤𝑗
𝑚+1

−
(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑤𝑗

𝑚+1 = 0,

3) ℎ14

(︃
−
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗𝑚+1𝑤
𝑗
𝑚+1

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗+1
𝑚

)︃

+
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗

𝑚+1

(︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗𝑚
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−
𝑤𝑗

𝑚+1 (𝑢
𝑗+1
𝑚 )

2 (︀
ℎ33(𝑤

𝑗
𝑚+1)𝑣

𝑗+1
𝑚 − ℎ34(𝑤

𝑗
𝑚+1)

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
ℎ13(𝑣

𝑗
𝑚+1)𝑢

𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)

)︀ = 0.

Сосредоточимся на втором уравнении этой тройки. Заметим, что только функция ℎ13
зависит от переменной 𝑣𝑗𝑚 и только ℎ34 от 𝑤

𝑗
𝑚. Следовательно, находим

ℎ13 = 𝐶1, ℎ34 = 𝐶2.

Тогда из того же уравнения найдем явный вид функции ℎ33

ℎ33 = − 𝐶1

𝑤𝑗
𝑚+1

.

Анализ первого уравнения тройки приводит к равенству 𝐶1 = 1. Теперь осталось рассмот-
реть третье уравнение, которое имеет вид

ℎ14

(︃
𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗𝑚+1(𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1 + 𝑣𝑗+1

𝑚 )

𝑣𝑗𝑚(𝑢
𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1))

)︃
−
𝑢𝑗+1
𝑚 ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1)(𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1 + 𝑣𝑗+1

𝑚 )

𝑣𝑗𝑚(𝑢
𝑗+1
𝑚 + ℎ14(𝑣

𝑗
𝑚+1))

= 0.

Дифференцируя это равенство по 𝑤𝑗
𝑚+1 дважды и действуя на полученное уравнение опе-

ратором 𝐷−1
𝑗 найдем

ℎ14(𝑣
𝑗
𝑚+1) = 𝐶3𝑣

𝑗
𝑚+1.

В итоге находим, что искомые функции имеют вид

ℎ1(𝑢
𝑗
𝑚, 𝑢

𝑗
𝑚+1, 𝑢

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗𝑚+1) =

𝑢𝑗𝑚+1

(︀
𝑢𝑗+1
𝑚 + 𝐶3𝑣

𝑗
𝑚+1

)︀
𝑢𝑗𝑚

,

ℎ2(𝑣
𝑗
𝑚, 𝑣

𝑗
𝑚+1, 𝑣

𝑗+1
𝑚 , 𝑤𝑗

𝑚+1, 𝑢
𝑗+1
𝑚 ) =

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗𝑚+1

(︀
𝑣𝑗+1
𝑚 + 𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
𝑢𝑗+1
𝑚 + 𝐶3𝑣

𝑗
𝑚+1

)︀ ,

ℎ3(𝑤
𝑗
𝑚, 𝑤

𝑗
𝑚+1, 𝑤

𝑗+1
𝑚 , 𝑣𝑗+1

𝑚 ) =
𝑤𝑗+1

𝑚 𝑣𝑗+1
𝑚 𝑤𝑗

𝑚+1

𝑤𝑗
𝑚

(︀
𝑣𝑗+1
𝑚 + 𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1

)︀ .
(3.20)

Теперь нам остается проверить третье уравнение системы (3.6), т.е. проверить, что функ-
ция 𝐽3 является𝑚–интегралом найденной системы (3.20). Непосредственным вычислением
находим, что система (3.20) удовлетворяет третьему уравнению системы (3.6).
Таким образом, окончательно получаем систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑗+1
𝑚+1 =

𝑢𝑗𝑚+1

(︀
𝑢𝑗+1
𝑚 + 𝐶3𝑣

𝑗
𝑚+1

)︀
𝑢𝑗𝑚

,

𝑣𝑗+1
𝑚+1 =

𝑢𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗𝑚+1

(︀
𝑣𝑗+1
𝑚 + 𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1

)︀
𝑣𝑗𝑚
(︀
𝑢𝑗+1
𝑚 + 𝐶3𝑣

𝑗
𝑚+1

)︀ ,

𝑤𝑗+1
𝑚+1 =

𝑤𝑗+1
𝑚 𝑣𝑗+1

𝑚 𝑤𝑗
𝑚+1

𝑤𝑗
𝑚

(︀
𝑣𝑗+1
𝑚 + 𝐶2𝑤

𝑗
𝑚+1

)︀ .
(3.21)

Поскольку предполагается, что найденная система получается из цепочки вида (3.5), име-
ем

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 =

𝑢𝑗+1
𝑛−1,𝑚𝑢

𝑗
𝑛,𝑚+1(𝐶𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1 + 𝑢𝑗+1

𝑛,𝑚)

𝑢𝑗𝑛,𝑚(𝐶𝑢
𝑗
𝑛,𝑚+1 + 𝑢𝑗+1

𝑛−1,𝑚)
, (3.22)

Положим постоянную 𝐶 = −1, поскольку ее можно удалить заменой 𝑢𝑗𝑛,𝑚 = (−𝐶)−𝑚𝑣𝑗𝑛,𝑚.
Тогда получим известную цепочку, а именно решеточную цепочку Тоды

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚+1 =

𝑢𝑗+1
𝑛−1,𝑚𝑢

𝑗
𝑛,𝑚+1(𝑢

𝑗
𝑛+1,𝑚+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛,𝑚)

𝑢𝑗𝑛,𝑚(𝑢
𝑗
𝑛,𝑚+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛−1,𝑚)
. (3.23)
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Пара Лакса цепочки ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜓𝑗+1
𝑛,𝑚 =

𝑢𝑗+1
𝑛,𝑚

𝑢𝑗𝑛,𝑚
𝜓𝑗
𝑛,𝑚 − 𝜓𝑗

𝑛+1,𝑚,

𝜓𝑗
𝑛,𝑚+1 = 𝜓𝑗

𝑛,𝑚 −
𝑢𝑗𝑛,𝑚+1

𝑢𝑗𝑛−1,𝑚

𝜓𝑗
𝑛−1,𝑚.

(3.24)
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