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СТЕПЕНЬ УСТОЙЧИВОСТИ МАКСИМАЛЬНОГО ЧЛЕНА

РЯДА ДИРИХЛЕ

Н.Н. АИТКУЖИНА, Р.А. ГАЙСИН

Аннотация. Изучается мера устойчивости максимального члена ряда Дирихле с по-
ложительными показателями, сумма которого представляет собой целую функцию.
Для класса целых рядов Дирихле, определяемого некоторой выпуклой мажорантой
роста, доказана теорема о количественной оценке степени эквивалентности (вне неко-
торого исключительного 𝑐𝑞–множества) логарифмов максимальных членов исходного
ряда и измененного ряда Дирихле. Аналогичная задача для целых рядов Дирихле
произвольного, сколь угодно быстрого роста, но без никакой количественной оцен-
ки степени устойчивости максимального члена, в конце 1990-х — начале 2000-х годов
впервые изучалась А.М. Гайсиным. Им тогда был получен критерий устойчивости —
эквивалентности логарифмов максимальных членов исходного и измененного ряда на
асимптотическом множестве. Этот результат, как и соответствующие утверждения об
устойчивости для рядов Дирихле, сходящихся только в некоторой полуплоскости, по-
лученные А.М. Гайсиным и Т.И. Белоус, нашли полезные приложения в теории асимп-
тотических свойств рядов Дирихле, а именно при доказательстве равенств типа Полиа.
Рассматриваемая в настоящей статье постановка задачи об устойчивости актуальна с
точки зрения ее приложений к проблеме о минимуме модуля, а также к другим близ-
ким задачам анализа и комплексной динамики.

Ключевые слова: Ряд Дирихле, выпуклая мажоранта роста, максимальный член,
степень устойчивости.
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1. Введение

Изучение устойчивости максимального члена ряда Дирихле с положительными пока-
зателями, сумма которого представляет собой целую функцию, актуально в связи с тео-
ремами об асимптотике целых рядов Дирихле на различных континуумах, уходящих в
бесконечность (например, на кривых, полосах), в которых ключевую роль играют фор-
мулы Леонтьева для коэффициентов, подсчитываемых через биортогональную систему
функций (см. [4]). Функции этой системы содержат сомножитель, зависящий от обрат-
ной величины производной характеристической функции — четного произведения Вейер-
штрасса, нулевое множество которого совпадает с последовательностью показателей ряда
Дирихле (см. [4]).
Устойчивость максимального члена ряда Дирихле

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1.1)

N.N. Aitkuzhina, R.A. Gaisin, Stability degree of maximal term of Dirichlet series.
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с положительными показателями, абсолютно сходящегося во всей плоскости, впервые ис-
следовалась в [1]. Это понятие оказалось весьма полезным при изучении асимптотиче-
ского поведения суммы ряда Дирихле на кривых, уходящих в бесконечность, а именно
при доказательстве известной гипотезы Полиа. Аналогичные исследования позже прово-
дились и для рядов Дирихле заданного роста, в частности, конечного порядка по Ритту
(см. [2], [3], [6]). Ключевую роль в таких вопросах играют леммы типа Бореля — Неванлин-
ны. Отметим, что в подобных задачах 𝜆𝑛 необходимо являются нулями некоторой целой
функции экспоненциального типа. Однако изучение устойчивости максимального члена
представляет и самостоятельный интерес. При таком подходе показатели ряда допускают
оптимальный выбор [5].
В статьях [2], [6] изучаются ряды Дирихле из классов 𝐷(Φ) и 𝐷(Φ), определяемых

некоторой выпуклой мажорантой Φ. В них были получены критерии устойчивости макси-
мального члена ряда Дирихле (1.1) в терминах функции 𝜙, обратной к Φ. Суть основных
результатов работ [2], [6] — теоремы о соотношениях типа

ln𝜇(𝜎) = (1 + 𝑜(1)) ln𝜇*(𝜎), (1.2)

имеющих место при 𝜎 → ∞ вне некоторых исключительных множеств 𝐸 ⊂ R+ = [0,∞)
нулевой нижней плотности. Здесь 𝜇(𝜎) — максимальный член ряда (1.1), а 𝜇*(𝜎) — макси-
мальный член целого ряда Дирихле с теми же показателями, но с измененными коэффи-
циентами вида 𝑎𝑛𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . . Однако в этих работах вообще не обсуждался вопрос о
поведении бесконечно малой величины 𝑜(1) в равенстве (1.2), означающего устойчивость
𝜇(𝜎). Цель настоящей статьи — в классе 𝐷𝑝(Φ), некотором аналоге 𝐷(Φ), зависящем от
параметра 𝑝 > 0, получить оценку типа⃒⃒⃒⃒

1− ln𝜇*(𝜎)

ln𝜇(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
<

const

𝜎𝛾+𝜇
, 0 < 𝜇 < 𝛽,

которая справедлива при 𝜎 → ∞ вне некоторого 𝑐𝑞–множества 𝐸
𝑝
𝛼𝛽𝛾 ⊂ R+,

dens𝐸𝑝
𝛼𝛽𝛾 ⩽ 𝑞 < 1,

где 𝛼, 𝛽, 𝛾 — заданные параметры, 𝑞 = 𝑞(𝛼) = 𝑂(𝛼) при 𝛼 → 0, 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛾 ∈ (0, 1),
𝛽 + 𝛾 < 1, 0 < 𝛼 ⩽ 𝛼0 < 1.

2. Необходимые сведения и основной результат

Пусть Λ = {𝜆𝑛} (0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞) — последовательность, удовлетворяющая условию

lim
𝑛→∞

ln𝑛

𝜆𝑛
= 0. (2.1)

Обозначим через 𝐷(Λ) класс всех функций 𝐹 , представимых во всей плоскости рядами
Дирихле

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. (2.2)

Из условия (2.1) следует, что если ряд (2.2) сходится во всей плоскости, то он сходится
в ней и абсолютно, а его сумма 𝐹 — целая функция [4]. Через 𝐿 обозначим класс всех
непрерывных и неограниченно возрастающих на R+ положительных функций. Пусть Φ —
выпуклая функция из 𝐿,

𝐷𝑚(Φ) = {𝐹 ∈ 𝐷(Λ) : ln𝑀𝐹 (𝜎) ⩽ Φ(𝑚𝜎)} , 𝑚 ⩾ 1,
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где 𝑀𝐹 (𝜎) = sup
|𝑡|<∞

|𝐹 (𝜎 + 𝑖𝑡)|. Положим

𝐷(Φ) =
∞⋃︁

𝑚=1

𝐷𝑚(Φ).

Наряду с рядом (2.2) введем в рассмотрение ряд

𝐹 *
𝑏 (𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠, (2.3)

где последовательность 𝑏 = {𝑏𝑛} комплексных чисел 𝑏𝑛 (𝑏𝑛 ̸= 0 при 𝑛 ⩾ 𝑁), удовлетворяет
условию

lim
𝑛→∞

|ln |𝑏𝑛||
𝜆𝑛

<∞. (2.4)

Пусть 𝐸 ⊂ [0,∞) — измеримое по Лебегу множество. Верхней 𝐷𝐸 и нижней 𝑑𝐸 плот-
ностями множества 𝐸 называются величины

𝐷𝐸 = dens𝐸 = lim
𝜎→∞

mes(𝐸 ∩ [0, 𝜎])

𝜎
, 𝑑𝐸 = dens𝐸 = lim

𝜎→∞

mes(𝐸 ∩ [0, 𝜎])

𝜎
.

В дальнейшем считаем, что все исключительные множества 𝐸 ⊂ [0,∞), вне которых
будут получены асимптотические оценки, представляют собой объединения отрезков вида
[𝑎𝑛, 𝑎

′
𝑛], где (см. [1])

0 < 𝑎1 < 𝑎′1 ⩽ 𝑎2 < 𝑎′2 ⩽ . . . ⩽ 𝑎𝑛 < 𝑎′𝑛 ⩽ . . . .

Пусть 0 ⩽ 𝑞 < 1. Множество 𝐸 ⊂ R+ называется 𝐶𝑞–множеством, если 𝐷𝐸 ⩽ 𝑞, и
𝑐𝑞–множеством, если 𝑑𝐸 ⩽ 𝑞.
Пусть

𝑑𝑤 = inf
𝑥⩾𝑒

ln𝑤(𝑥)

ln𝑥
,

а 𝜙 — функция, обратная к функции Φ, такая, что

lim
𝑥→∞

𝜙(𝑥2)

𝜙(𝑥)
<∞. (2.5)

Из (2.5) следует, что при некотором 𝑐 > 1

𝜙(𝑥) ⩽ 𝑐𝜙(𝑥
1
2 ) ⩽ . . . ⩽ 𝑐𝑛𝜙(𝑥

1
2𝑛 ).

Положим 𝑛 =

[︂
ln ln𝑥

ln 2

]︂
([𝑎] — целая часть 𝑎). Тогда ln𝜙(𝑥) = 𝑂(ln ln𝑥), 𝑥→ ∞.

Введем в рассмотрение классы функций

𝑊 (𝜙) =

⎧⎨⎩𝑤 ∈ 𝐿 : 𝑑𝑤 > 0, lim
𝑥→∞

𝑤(𝑥)

𝑥𝜙(𝑥)
= 0, lim

𝑥→∞

1

𝜙(𝑥)

𝑥∫︁
1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 0

⎫⎬⎭ ,

𝑊 (𝜙) =

⎧⎨⎩𝑤 ∈ 𝐿 : 𝑑𝑤 > 0, lim
𝑥→∞

1

𝜙(𝑥)

𝑥∫︁
1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 0

⎫⎬⎭ .

Будем говорить, что последовательность {𝑏𝑛} (𝑏𝑛 ̸= 0 при 𝑛 ⩾ 𝑁) 𝑊 (𝜙)–нормальна,
если найдется функция 𝜃 ∈ 𝐿, такая, что

lim
𝑥→∞

1

𝜙(𝑥)

𝑥∫︁
1

𝜃(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 = 0, (2.6)
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причём

ln
1

|𝑏𝑛|
⩽ 𝜃(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑁.

Пусть 𝑛(𝑡) =
∑︀
𝜆𝑛⩽𝑡

1 — считающая функция последовательности Λ, а 𝑛𝑙(𝑡) — наименьшая

вогнутая мажоранта функции ln𝑛(𝑡). В силу условия (2.1) она корректно определена,
причем 𝑛𝑙(𝑡) = 𝑜(𝑡) при 𝑡→ ∞.
Через 𝜇(𝜎) и 𝜇*

𝑏(𝜎) обозначим максимальные члены рядов (2.2) и (2.3) соответственно,
т.е.

𝜇(𝜎) = max
𝑛⩾1

{︀
|𝑎𝑛| 𝑒𝜆𝑛𝜎

}︀
, 𝜇*

𝑏(𝜎) = max
𝑛⩾1

{︀
|𝑎𝑛| |𝑏𝑛| 𝑒𝜆𝑛𝜎

}︀
.

В [2] доказана следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть {𝑏𝑛} — последовательность комплексных чисел (𝑏𝑛 ̸= 0, 𝑛 ⩾ 𝑁),
удовлетворяющая условию (2.4), Φ — выпуклая функция из класса 𝐿. Предположим, что

для функции 𝜙, обратной к Φ, выполняется условие (2.5), а для мажоранты 𝑛𝑙(𝑡) —

интегральное условие (2.6) 𝑊 (𝜙)–нормальности 1.

Для того, чтобы для любой функции 𝐹 ∈ 𝐷(Φ) при 𝜎 → ∞ вне некоторого множе-

ства 𝐸 ⊂ [0,∞) нулевой нижней плотности было справедливо асимтотическое равен-

ство

ln𝜇(𝜎) = (1 + 𝑜(1)) ln𝜇*
𝑏(𝜎), (2.7)

достаточно, а для 𝑊 (𝜙)–нормальной последовательности {𝑏𝑛} и необходимо, чтобы су-

ществовала функция 𝑤 ∈ 𝑊 (𝜙), такая, что

|ln |𝑏𝑛|| ⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑁. (2.8)

Отметим, что подобный результат для рядов Дирихле произвольного, сколь угодно
быстрого роста доказан в [1]. Пусть 𝑝 — некоторое положительное число,

𝑊 𝑝(𝜙) =

⎧⎨⎩𝑤 ∈ 𝐿 : 𝑑𝑤 > 0, 𝑑𝑝(𝑤) = lim
𝑥→∞

𝑤(𝑥)

𝑥𝜙𝑝(𝑥)
<∞, lim

𝑥→∞

1

𝜙𝑝(𝑥)

𝑥∫︁
1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 <∞

⎫⎬⎭ .

Аналогично определяется класс 𝑊 𝑝(𝜙) (путем замены в фигурных скобках lim на lim), а
также понятие 𝑊 𝑝(𝜙)–нормальной последовательности. Очевидно, что если 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝(𝜙),
то 𝑑𝑝(𝑤) <∞.
Основной результат настоящей статьи заключается в следующем (точную формулиров-

ку см. в теореме 3.2).
Пусть Φ — возрастающая выпуклая на R+ функция, 𝑝 > 0,

𝐷𝑝(Φ) =
∞⋃︁

𝑚=1

{︁
𝐹 ∈ 𝐷(Λ) : ln𝑀𝐹 (𝜎) ⩽ Φ(𝑚𝜎

1
𝑝 )
}︁
.

Показано, что если заданы 𝛽, 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜈 = 1− 𝛽 − 𝛾 > 0, а при 𝑛 ⩾ 𝑁

| ln |𝑏𝑛|| ⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙)

(𝜙 — функция, обратная к Φ, 𝜙(𝑥2) = 𝑂(𝜙(𝑥)), 𝑥→ ∞), то для любой функции 𝐹 ∈ 𝐷𝑝(Φ)
при 𝜎 → ∞ вне некоторого 𝑐𝑞– множества верна оценка⃒⃒⃒⃒

1− ln𝜇*
𝑏(𝜎)

ln𝜇(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⩽

2

𝜎𝛾+𝜇
,

где 𝜇 — любое число из (0, 𝛽), сколь угодно близкое к 𝛽.

1Не умаляя общности рассуждений, можно считать, что 𝑑𝑛𝑙
> 0, т.е. 𝑛𝑙(𝑡) принадлежит классу 𝑊 (𝜙)

(см. [2]).
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3. Доказательства основных результатов

Доказательство основной теоремы 3.2 основано на применении следующей теоремы типа
Бореля — Неванлинны.

Теорема 3.1. Пусть Φ ∈ 𝐿, и для функции 𝜙, обратной к Φ, выполняется условие

(2.5). Пусть, далее, 𝑢(𝜎) — неубывающая, положительная и непрерывная на [𝑟0,∞) функ-
ция, причем

lim
𝜎→∞

𝑢(𝜎) = ∞, lim
𝜎→∞

𝑢(𝜎)

lnΦ(𝜎
1
𝜎 )

<∞, 𝑝 > 0.

Пусть 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜈 = 1− 𝛽 − 𝛾, 𝜈 ∈ (0, 1). Предположим, что 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), а
{𝑥𝑛}— последовательность, выбранная так, что

𝑇−
𝑝𝜈 = lim

𝑥𝑛→∞

1

𝜙𝑝𝜈(𝑥𝑛)

𝑥𝑛∫︁
1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 <∞. (3.1)

Если 𝜏𝑛 — такое, что 𝑣(𝜏𝑛) = 𝑥𝑛, 𝑛 ⩾ 1, где 𝑣 = 𝑣 (𝜎) — решение уравнения

𝑤(𝑣) = 𝑒𝑢(𝜎), (3.2)

то при 𝜎 → ∞ вне некоторого 𝑐𝑞–множества 𝐸𝑝
𝛼𝛽𝛾 ⊂ [0,∞),

lim
𝜏𝑛→∞

mes(𝐸 ∩ [0, 𝜏𝑛])

𝜏𝑛
⩽ 𝑞 < 1,

имеет место оценка

𝑢

(︂
𝜎 + 𝜎𝛾𝑤(𝑣(𝜎))

𝑣(𝜎)

)︂
< 𝑢(𝜎) +

1

𝛼𝜎𝛽
,

где 0 < 𝛼 ⩽ 𝛼0 < 1.

Доказательство. Пусть 𝑤 = 𝑤(𝑥) — функция из класса 𝑊 𝑝(𝜙), 𝛼 ∈ (0, 1), а параметры 𝛽
и 𝛾 выбраны как в формулировке теоремы и зафиксированы.
Покажем, что вне некоторого множества 𝐸 ⊂ [0,∞), 𝐸 = 𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 нижней плотности
𝑑𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ⩽ 𝑞 < 1 выполняется оценка

𝑢

(︂
𝜎 + 𝜎𝛾𝑤(𝑣(𝜎))

𝑣(𝜎)

)︂
< 𝑢(𝜎) +

1

𝛼𝜎𝛽
.

Действительно, пусть 𝐸𝑝
𝛼𝛽𝛾 ⊂ [0,∞) — множество, на котором

𝑢

(︂
𝜎 + 𝜎𝛾𝑤(𝑣(𝜎))

𝑣(𝜎)

)︂
⩾ 𝑢(𝜎) +

1

𝛼𝜎𝛽
, (3.3)

где 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜈 = 1− 𝛽 − 𝛾, 𝜈 ∈ (0, 1).
Положим 𝐸(𝜎) = 𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ∩ [𝜎,∞). Если 𝐸(𝜎) = ∅ для некоторого 𝜎, то все показано. В
противном случае, через 𝜎1 обозначим наименьшее число, такое, что 𝜎1 ⩾ 0, 𝜎1 ∈ 𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾, а
𝜎′
1 — наименьшее из тех 𝜎, для которых

𝑢(𝜎) = 𝑢(𝜎1) +
1

𝛼𝜎𝛽
1

.

Тогда из (3.3) имеем

0 < 𝜎′
1 − 𝜎1 ⩽ 𝜎𝛾

1

𝑤(𝑣(𝜎1))

𝑣(𝜎1)
.

Пусть 𝜎2 = inf{𝜎 : 𝜎 ∈ 𝐸(𝜎′
1)}, а 𝜎′

2 — наименьшее из всех 𝜎, для которых

𝑢(𝜎) = 𝑢(𝜎2) +
1

𝛼𝜎𝛽
2

.
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Ясно, что

0 < 𝜎′
2 − 𝜎2 ⩽ 𝜎𝛾

2

𝑤(𝑣(𝜎2))

𝑣(𝜎2)
, 𝑢(𝜎2)− 𝑢(𝜎1) ⩾

1

𝛼𝜎𝛽
1

.

Рассуждая далее аналогичным образом, найдем последовательности {𝜎𝑛}, {𝜎′
𝑛}, такие,

что

0 < 𝜎′
𝑛 − 𝜎𝑛 ⩽ 𝜎𝛾

𝑛

𝑤(𝑣(𝜎𝑛))

𝑣(𝜎𝑛)
, 𝑢(𝜎𝑛)− 𝑢(𝜎𝑛−1) ⩾

1

𝛼𝜎𝛽
𝑛−1

. (3.4)

Из построения видно, что

𝐸𝑝
𝛼𝛽𝛾 ⊂

∞⋃︁
𝑛=1

[𝜎𝑛, 𝜎
′
𝑛] .

Обозначим 𝑣𝑛 = 𝑣(𝜎𝑛), 𝛿𝑛 =
𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛
, 𝑛 ⩾ 1. Пусть {𝑥𝑛} (0 < 𝑥𝑛 ↑ ∞)— последовательность

из условия (3.1).
Пусть {𝜏𝑗} — последовательность, где 𝜏𝑗 — решение уравнения 𝑣(𝜏) = 𝑥𝑗, 𝑗 ⩾ 1. Ясно,

что 0 < 𝜏𝑗 ↑ ∞, причем для любого 𝑗 ⩾ 0 найдется 𝑘 ⩾ 1, такое, что 𝜎𝑘−1 ⩽ 𝜏𝑗 < 𝜎𝑘.
Следовательно, имеем

mes(𝐸𝑝
𝛼𝛽𝛾 ∩ [0, 𝜏𝑗]) ⩽

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝜎𝛾
𝑛𝛿𝑛 ⩽ 𝜎𝛾

𝑘−1𝛿𝑘−1 + 𝜏 𝛾𝑗

𝑘−2∑︁
𝑛=1

𝛿𝑛. (3.5)

Если 2𝑣𝑛 ⩽ 𝑣𝑛+1, то

𝛿𝑛 ⩽ 𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑑𝑡

𝑡2
⩽ 2

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡. (3.6)

Если же 2𝑣𝑛 > 𝑣𝑛+1, то с учетом уравнения (3.2), (3.4) и монотонности функции 𝑤 = 𝑤(𝑡)
имеем:

𝛿𝑛 ⩽ 𝛼𝜎𝛾
𝑛

𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛
(𝑢(𝜎𝑛+1)− 𝑢(𝜎𝑛)) ⩽ 2𝛼𝜎𝛾

𝑛

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)

𝑡
𝑑 ln𝑤(𝑡)

= 2𝛼𝜎𝛾
𝑛

⎛⎝𝑤(𝑣𝑛+1)

𝑣𝑛+1

− 𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛
+

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡

⎞⎠ .

(3.7)

Так как, очевидно,
𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑑𝑤(𝑡)

𝑡
⩾ 0,

находим
𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2
⩽
𝑤(𝑣𝑛+1)

𝑣𝑛+1

− 𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛
+ 2

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡.

Следовательно, из (3.6), (3.7) заключаем, что

𝛿𝑛 ⩽ 2max (1, 𝛼𝜎𝛽
𝑛)

⎛⎝𝑤(𝑣𝑛+1)

𝑣𝑛+1

− 𝑤(𝑣𝑛)

𝑣𝑛
+ 2

𝑣𝑛+1∫︁
𝑣𝑛

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡

⎞⎠ . (3.8)
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Итак, если 𝜎𝑘−1 ⩽ 𝜏𝑗 < 𝜎𝑘, то из (3.5), (3.8) имеем:

mes
(︀
𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ∩ [0, 𝜏𝑗]
)︀

𝜏𝑗
⩽

𝑤(𝑣𝑘−1)

𝜏 1−𝛾
𝑗 𝑣𝑘−1

+
2𝛼

𝜏 𝜈𝑗

⎛⎝𝑤(𝑣𝑘−1

𝑣𝑘−1

+ 2

𝑣𝑘−1∫︁
𝑣1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡

⎞⎠ , 𝜈 = 1− 𝛾 − 𝛽. (3.9)

По условию теоремы существует 𝑐 > 0, такое, что 𝑢(𝜎) ⩽ 𝑐 lnΦ(𝜎
1
𝑝 ). Тогда, учитывая то,

что 𝑑𝑤 > 0, а также уравнение (3.2), получаем, что при некотором 𝑚 ∈ N

[𝑣(𝜎)]
1
𝑚 ⩽ 𝑤(𝑣(𝜎)) ⩽ Φ𝑐(𝜎

1
𝑝 ),

т.е.

𝑣(𝜎) ⩽ Φ𝑚𝑐(𝜎
1
𝑝 ).

Учитывая свойство (2.5) функции 𝜙, отсюда получаем, что

𝜎 ⩾ 𝑐1𝜙
𝑝(𝑣), 𝑣 = 𝑣(𝜎), 0 < 𝑐1 <∞, 𝑐1 = 𝑐1(𝑝).

Отсюда
1

𝜎
⩽ 𝑐−1

1 (𝑝)
1

𝜙𝑝(𝑣)
, 𝑣 = 𝑣(𝜎), 𝜎 ⩾ 𝑥1. (3.10)

Следовательно, учитывая (3.10), из (3.9) при 𝑗 ⩾ 𝑗0, 𝜎𝑘−1 ⩽ 𝜏𝑗 < 𝜎𝑘, имеем:

lim
𝜏𝑗→∞

mes
(︀
𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ∩ [0, 𝜏𝑗]
)︀

𝜏𝑗
⩽𝑐−(1−𝛾)

1 lim
𝑘→∞

𝑤(𝑣𝑘−1)

𝜙(𝜈+𝛽)𝑝(𝑣𝑘−1)𝑣𝑘−1

+ 2𝛼𝑐−𝜈
1 lim

𝑘→∞

⎛⎝ 𝑤(𝑣𝑘−1)

𝑣𝑘−1𝜙𝑝𝜈(𝑣𝑘−1)
+

2

𝜙𝑝𝜈(𝑣𝑗)

𝑣𝑗∫︁
𝑣1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡

⎞⎠
⩽𝑐−(1−𝛾)

1 lim
𝑘→∞

𝑤(𝑣𝑘−1)

𝜙(𝜈+𝛽)𝑝(𝑣𝑘−1)𝑣𝑘−1

+ 2𝛼𝑐−𝜈
1 (𝑑𝑝𝜈(𝑤) + 2𝑇−

𝑝𝜈),

(3.11)

где 𝑣𝑗 = 𝑣(𝜏𝑗), 𝑝 > 0, 𝜈 = 1 − 𝛾 − 𝛽, 𝜈 ∈ (0, 1), 0 < 𝛼 < 1. Поскольку 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), имеем
𝑑𝑝𝜈(𝑤) <∞, 𝑇−

𝑝𝜈(𝑤) <∞, а первое слагаемое из правой части второго неравенства из (3.11)
равно нулю. Поскольку 𝑥𝑗 = 𝑣(𝜏𝑗) = 𝑣𝑗, из (3.11) окончательно получим

lim
𝜏𝑗→∞

mes
(︀
𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ∩ [0, 𝜏𝑗]
)︀

𝜏𝑗
⩽ 2𝛼𝑐−𝜈

1 (𝑑𝑝(𝑤) + 2𝑇−
𝑝𝜈) ⩽ 𝑞 < 1

при 0 < 𝛼 ⩽ 𝛼0.
Теорема 3.1 доказана.

Пусть Φ — выпуклая функция из 𝐿, 𝑝 > 0,

𝐷𝑝
𝑚(Φ) =

{︁
𝐹 ∈ 𝐷(Λ) : ln𝑀𝐹 (𝜎) ⩽ Φ(𝑚𝜎

1
𝑝 )
}︁
, 𝑚 ⩾ 1,

𝐷𝑝(Φ) =
∞⋃︁

𝑚=1

𝐷𝑝
𝑚(Φ).

Если оценка ln𝑀𝐹 (𝜎) ⩽ Φ(𝑚𝜎
1
𝑝 ) выполняется только для некоторой последовательности

{𝑥𝑛}, 0 < 𝑥𝑛 ↑ ∞, то вместо 𝐷𝑝
𝑚(Φ) приходим к определению класса 𝐷𝑝

𝑚(Φ). Тогда

𝐷𝑝(Φ) =
∞⋃︁

𝑚=1

𝐷𝑝
𝑚(Φ).

Сформулируем и докажем основную теорему.
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Теорема 3.2. Пусть {𝑏𝑛} — последовательность комплексных чисел (𝑏𝑛 ̸= 0, 𝑛 ⩾ N),
удовлетворяющая условию (2.4), Φ — выпуклая функция из класса 𝐿, параметры 𝛼, 𝛽, 𝛾
такие, что 𝛼 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜈 ∈ (0, 1), где 𝜈 = 1−𝛽−𝛾. Предположим, что

для функции 𝜙, обратной к Φ, выполняется условие (2.5), а функция 𝑛𝑙(𝑡) принадлежит

классу 𝑊 𝑝𝜈(𝜙).
Если существует функция 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), такая, что

|ln |𝑏𝑛|| ⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑁, (3.12)

то для любой функции 𝐹 ∈ 𝐷𝑝(Φ) при 𝜎 → ∞ вне некоторого исключительного 𝑐𝑞–
множества 𝐸𝑝

𝛼𝛽𝛾 ⊂ R+, 𝑞 = 𝑞(𝛼) = 𝑂(𝛼) при 𝛼 → 0, справедлива оценка⃒⃒⃒⃒
1− ln𝜇*

𝑏(𝜎)

ln𝜇(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⩽

2

𝜎𝛾+𝜇
.

Здесь 𝜇 — любое число из интервала (0, 𝛽), сколь угодно близкое к 𝛽.

В дальнейшем, не умаляя общности рассуждений, можем считать, что 𝑛𝑙(𝑡) ⩽ 𝑤(𝑡),
𝑡 > 0. В противном случае рассмотрели бы функцию 𝑤(𝑡) + 𝑛𝑙(𝑡), которая, очевидно,
принадлежит 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), так как 𝑛𝑙(𝑡) ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), 𝑤(𝑡) ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙).

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено условие (2.8), где 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), а
𝑣 = 𝑣(𝜎) — решение уравнения

𝑤(𝑣) = 𝜎−𝛾−𝜇 ln𝜇(𝜎), 0 < 𝛾 < 1, 𝜇 ∈ (0, 𝛽), 𝛾 + 𝛽 < 1.

Функция ln𝜇(𝜎) выпуклая, следовательно, функция 𝜎−𝛾−𝜇 ln𝜇(𝜎) неограниченно возрас-
тает при 𝜎 ↑ ∞. Положим

𝑅𝑣 =
∑︁
𝜆𝑗>𝑣

|𝑎𝑗| 𝑒𝜆𝑗𝜎, ℎ =
3𝜎𝛾𝑤(𝑣)

𝑣
, 𝑣 = 𝑣(𝜎).

Согласно условиям теоремы

ln𝑛 = ln𝑛(𝜆𝑛) ⩽ 𝑛𝑙(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 0.

Поскольку функция 𝑛𝑙(𝑡) вогнутая, имеем также неравенство

𝑛𝑙(𝜆𝑛) ⩽
𝑤(𝑣)

𝑣
𝜆𝑛, 𝜆𝑛 ⩾ 𝑣.

Следовательно,

𝑅𝑣 ⩽ 𝜇(𝜎 + ℎ)
∑︁
𝜆𝑛>𝑣

𝑒−𝜆𝑛ℎ ⩽ 𝜇(𝜎 + ℎ)𝑐0 exp(max
𝑡⩾𝑣

𝜓(𝑡)), ℎ = 3𝜎𝛾𝑤(𝑣)

𝑣
, 𝑣 = 𝑣(𝜎),

где

𝜓(𝑡) = 2𝑛𝑙(𝑡)− ℎ𝑡, 𝑐0 =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
.

Отсюда, если учесть приведенные выше оценки, при 𝜎 → ∞

max
𝑡⩾𝑣

(𝜓(𝑡)) ⩽ 2
𝑤(𝑣)

𝑣
𝑡− ℎ(𝑡) ⩽ −3𝜎𝛾𝑤(𝑣)(1 + 𝑜(1)) < −2𝜎𝛾𝑤(𝑣), 𝑣 = 𝑣(𝜎).

Таким образом,

𝑅𝑣 ⩽ 𝑐0𝜇(𝜎 + ℎ) exp[−2𝜎𝛾𝑤(𝑣)], 𝑣 = 𝑣(𝜎), 𝜎 ⩾ 𝜎0. (3.13)

Положим

𝑢(𝜎) = ln
ln𝜇(𝜎)

𝜎𝛾+𝜇
, 𝜇 ∈ (0, 𝛽), 𝛾 + 𝛽 < 1.
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Поскольку 𝜇(𝜎) ⩽ 𝑀𝐹 (𝜎), а 𝐹 ∈ 𝐷𝑝(Φ), то существует 𝑘 > 1 такое, что выполняется
оценка

𝑢(𝜎) ⩽ lnΦ(𝑘𝜎
1
𝑝 ), 𝜎 ⩾ 𝜎1. (3.14)

Ясно, что 𝑣 = 𝑣(𝜎) является решением уравнения

𝑤(𝑣) = 𝑒𝑢(𝜎).

Тогда с учетом (3.14) имеем

𝑤(𝑣(𝜎)) = 𝑒𝑢(𝜎) ⩽ Φ(𝑘𝜎
1
𝑝 ), 𝑘 > 1.

Отсюда получаем, что

𝜙(𝑤(𝑣(𝜎))) ⩽ 𝑘𝜎
1
𝑝 .

Значит,
1

𝜎
⩽

𝑐1
[𝜙(𝑤(𝑣)]𝑝

, 𝜎 ⩾ 𝜎1, 𝑐1 = 𝑘𝑝, 𝑣 = 𝑣(𝜎). (3.15)

Учитывая условие (2.5) и то, что
√
𝑥 ⩽ 𝑤(𝑥) при 𝑥 ⩾ 𝑥0, находим

𝜙(𝑥) ⩽ 𝑐2𝜙(𝑤(𝑥)), 𝑥 ⩾ 𝑥0, 0 < 𝑐2 <∞. (3.16)

В итоге из (3.15), (3.16) получим оценку

1

𝜎
⩽

𝑐3
[𝜙(𝑣)]𝑝

, 𝑣 = 𝑣(𝜎), 𝜎 ⩾ 𝜎2, 0 < 𝑐3 <∞. (3.17)

Далее, поскольку 𝑤 ∈ 𝑊 𝑝𝜈(𝜙), получим

𝑑𝑝𝜈(𝑤) = lim
𝑥→∞

𝑤(𝑥)

𝑥𝜙𝑝𝜈(𝑥)
<∞, (3.18)

а для последовательности {𝑥𝑛} имеем также

𝑇−
𝑝𝜈(𝑤) = lim

𝑥𝑛→∞

1

𝜙𝑝𝜈(𝑥𝑛)

𝑥𝑛∫︁
1

𝑤(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 <∞. (3.19)

Очевидно, при замене условия 𝑢(𝜎) ⩽ 𝑐Φ(𝜎
1
𝑝 ) на 𝑢(𝜎) ⩽ Φ(𝑘𝜎

1
𝑝 ), 𝑘 > 1, заключение тео-

ремы 3.1 останется тем же, если остальные условия оставить без изменений. Поэтому,
применяя теорему 3.1 для функций 𝑢, 𝑤 и учитывая при этом (3.12)–(3.19), а также то,
что 𝜏𝑗 — корень уравнения 𝑣(𝜏) = 𝑥𝑗, 𝑗 ⩾ 1, вне некоторого множества 𝐸1 ⊂ [0,∞),
𝐸1 = 𝐸𝑝

1(𝛼, 𝛽, 𝛾), 0 < 𝛼 < 𝛼1 < 1,

lim
𝜏𝑗→∞

mes(𝐸1 ∩ [0, 𝜏𝑗])

𝜏𝑗
⩽ 𝑞1 <

1

2
, (3.20)

из (3.13) получаем, что

𝑢(𝜎 + ℎ) < 𝑢(𝜎) +
1

𝛼𝜎𝛽
,

т.е.

ln ln𝜇(𝜎 + ℎ)− (𝛾 + 𝜇) ln(𝜎 + ℎ) < ln ln𝜇(𝜎)− (𝛾 + 𝜇) ln𝜎 +
1

𝛼𝜎𝛽
.

Отсюда получаем, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1

ln ln𝜇(𝜎 + ℎ) < ln ln𝜇(𝜎) +
1

𝛼𝜎𝛽
+ (𝛾 + 𝜇) ln

(︂
1 +

ℎ

𝜎

)︂
⩽ ln ln𝜇(𝜎) +

1

𝛼𝜎𝛽
(1 + 3(𝛾 + 𝛽)𝛼𝑑𝑝𝜈(𝑤)) .
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Поскольку 0 < 𝜇 < 𝛽, учитывая элементарное неравенство 𝑒𝜀 < 1 + 2𝜀, 𝜀 ∈ (0, ln 2),
равенство 𝑤(𝑣) = 𝜎−𝛾−𝜇 ln𝜇(𝜎), из (3.13) получаем

𝑅𝑣 ⩽ 𝑐0𝜇
1+ 𝑎

𝛼𝜎𝛽 exp[−2𝜎𝛾𝑤(𝑣)] = 𝑐0𝜇(𝜎)
1−2(1+𝑜(1))𝜎−𝜇

= 𝑜(1)𝜇(𝜎), 𝑣 = 𝑣(𝜎), 𝜎 ⩾ 𝜎3,

где 𝑎 = 1 + 3(𝛾 + 𝛽)𝛼𝑑𝑝𝜈(𝑤), 0 < 𝜇 < 𝛽. Значит, при 𝜎 ⩾ 𝜎4, но при 𝜎 /∈ 𝐸1 получаем,
что 𝜆𝜈(𝜎) ⩽ 𝑣(𝜎), где 𝜈 = 𝜈(𝜎) — центральный индекс ряда (2.2). Тогда с учетом (2.8) при
𝜎 → ∞ вне 𝐸1 имеем:

𝜇(𝜎) = |𝑎𝜈 | 𝑒𝜆𝜈𝜎 = |𝑎𝜈𝑏𝜈 | 𝑒𝜆𝜈𝜎|𝑏𝜈 |−1 ⩽ 𝜇*
𝑏(𝜎)𝑒

𝑤(𝜆𝜈) ⩽ 𝜇*
𝑏(𝜎)𝑒

𝑤(𝑣) = 𝜇*
𝑏(𝜎)𝜇(𝜎)

𝜎𝛾+𝜇

,

0 < 𝛾 < 1, 0 < 𝜇 < 𝛽, 𝛾 + 𝛽 < 1.

Это означает, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸1 = 𝐸𝑝
1(𝛼, 𝛽, 𝛾)(︂

1− 1

𝜎𝛾+𝜇

)︂
ln𝜇(𝜎) ⩽ ln𝜇*

𝑏(𝜎). (3.21)

Далее, поскольку |𝑏𝑛| ⩽ 𝑒𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 𝑁 , находим

𝜇*
𝑏(𝜎) = |𝑎𝑛𝑏𝑛| 𝑒𝜆𝑘𝜎 ⩽ 𝜇(𝜎)𝑒𝑤(𝜆𝑘), 𝑘 ⩾ 𝑁, (3.22)

где 𝑘 = 𝑘(𝜎) — центральный индекс ряда (2.3).
Пусть 𝑝 = 𝑝(𝜎) — решение уравнения 𝑤(𝑝) = 𝜎−𝛾−𝜇 ln𝜇*

𝑏(𝜎), а

𝑅*
𝑝 =

∑︁
𝜆𝑛>𝑝

|𝑎𝑛𝑏𝑛| 𝑒𝜆𝑛𝜎, 𝑝 = 𝑝(𝜎).

Положим

𝑢*(𝜎) = ln
ln𝜇(𝜎)

𝜎𝛾+𝜇
.

Применяя теорему 3.1, из тех же рассуждений, при помощи которых была получена оценка
𝑅𝑣, получаем, что

1

𝑅*
𝑝 ⩽ 𝑐0[𝜇

*
𝑏(𝜎)]

1−2(1+𝑜(1))𝜎−𝜇

= 𝑜(1)𝜇*
𝑏(𝜎), 𝑐0 =

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
,

если 𝜎 → ∞ вне некоторого множества 𝐸2 ⊂ [0,∞), 𝐸2 = 𝐸𝑝
2(𝛼, 𝛽, 𝛾), 0 < 𝛼 < 𝛼2 < 1,

lim
𝑡𝑗→∞

mes(𝐸2 ∩ [0, 𝑡𝑗])

𝑡𝑗
⩽ 𝑞2 <

1

2
. (3.23)

Здесь 𝑡𝑗 — решение уравнения 𝑝(𝜎) = 𝑥𝑗, а {𝑥𝑗} — последовательность, фигурирующая в
условии (3.19). Отсюда следует, что 𝜆𝑘(𝜎) ⩽ 𝑝(𝜎), если 𝜎 ⩾ 𝜎2, 𝜎 /∈ 𝐸2. Следовательно, из
(3.22) получаем, что при 𝜎 → ∞ вне множества 𝐸2

𝜇*
𝑏(𝜎) ⩽ 𝜇(𝜎)𝑒𝑤(𝑝(𝜎)) = 𝜇(𝜎)𝜇*

𝑏(𝜎)
1

𝜎𝛾+𝜇 , 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜇 ∈ (0, 𝛽).

т.е. (︂
1− 1

𝜎𝛾+𝜈

)︂
ln𝜇*

𝑏(𝜎) ⩽ ln𝜇(𝜎). (3.24)

Убедимся, что 𝑑𝐸 < 1, где 𝐸 = 𝐸1 ∪ 𝐸2. Этот факт непосредственно из (3.20) и (3.23) не
следует. Поэтому рассмотрим последовательность

{︀
𝜏 *𝑗
}︀
, где

{︀
𝜏 *𝑗
}︀
= min(𝜏𝑗, 𝑡𝑗). Поскольку

𝑥𝑗 = 𝑝(𝑡𝑗) = 𝑣(𝜏𝑗), а 𝐹
*
𝑏 ∈ 𝐷𝑝(Φ), то как и (3.17) получаем, что 𝜙𝑝(𝑝(𝜎)) ⩽ 𝑐4𝜎, 0 < 𝑐4 <∞,

а следовательно,
1

𝜏 *𝑗
⩽

𝐴

[𝜙(𝑥𝑗)]
𝑝 , 𝑗 ⩾ 1.

1Так как 𝐹 ∈ 𝐷𝑝(Φ), очевидно, 𝐹 *
𝑏 ∈ 𝐷𝑝(Φ), где 𝐹 *

𝑏 — сумма ряда (2.3).
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Следовательно, если 𝐸 = 𝐸1 ∪𝐸2, то в силу оценок типа (3.11) для каждого из множеств
𝐸1 и 𝐸2 при 𝜏

*
𝑗 → ∞ получаем, что

lim
𝜏*𝑗 →∞

mes(𝐸 ∩
[︀
0, 𝜏 *𝑗

]︀
)

𝜏 *𝑗
⩽ lim

𝑥𝑗→∞

𝐴

[𝜙(𝑥𝑗)]
𝑝 (mes(𝐸1 ∩ [0, 𝜏𝑗]) + mes(𝐸2 ∩ [0, 𝑡𝑗]))

= 𝐴 lim
𝜏𝑗→∞

mes(𝐸1 ∩ [0, 𝜏𝑗])

𝜙𝑝(𝑣𝑗)
+ 𝐴 lim

𝑡𝑗→∞

mes(𝐸2 ∩ [0, 𝑡𝑗])

𝜙𝑝(𝑝𝑗)
⩽ 𝑞1 + 𝑞2 = 𝑞 < 1,

где 𝑣𝑗 = 𝑣(𝜏𝑗), 𝑝𝑗 = 𝑝(𝑡𝑗).
Таким образом, из (3.21), (3.24) окончательно получаем, что при 𝜎 → ∞ вне 𝐸, 𝐸 =

𝐸𝑝(𝛼, 𝛽, 𝛾), 𝑑𝐸 ⩽ 𝑞 < 1,⃒⃒⃒⃒
1− ln* 𝜇𝑏(𝜎)

ln𝜇(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⩽

2

𝜎𝛾+𝜇
, 𝛾 ∈ (0, 1), 𝜇 ∈ (0, 𝛽), 𝛽 ∈ (0, 1), 𝛾 + 𝛽 < 1, (3.25)

если 0 < 𝛼 < min(𝛼1, 𝛼2).
Теорема 3.2 доказана.

Открытый вопрос: является ли условие (3.12) необходимым для того, чтобы для любой
функции 𝐹 ∈ 𝐷𝑝𝜈(Φ) была верна оценка (3.25)?
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