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Аннотация. Рассматривается задача Коши для параболических дифференциально–
разностных уравнений со множественными пространственными сдвигами в младших
членах. Функция в начальном условии задачи полагается суммируемой. Решение зада-
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1. Введение

Эллиптические и параболические дифференциально–разностные уравнения со сдвигами
про пространственным переменным уже долгое время являются предметом пристального
изучения многих авторов, связанные с ними задачи широко освещены в отечественной
и зарубежной научной литературе и имеют большое количество различных приложений,
[3]–[5], [7], [9], [15], [16], [19]. Исследование указанных типов уравнений тесно связано с ис-
следованием эллиптических и параболических дифференциальных уравнений с нелокаль-
ными краевыми условиями, которые имеют приложения в теории плазмы, многомерных
диффузионных процессах и нелинейной оптике, [1], [6], [10], [11], [13], [14], [18]. В свою оче-
редь, задача Коши для дифференциально–разностных уравнений была подробно изучена
в [3] — там систематически исследовался случай существенно ограниченных функций в
начальном условии, что приводило к эффекту стабилизации решения, схожему с тем, что
возникает в уравнении теплопроводности или уравнении Лапласа в полупространстве.
В работе [17] была поставлена и изучена задача Коши для параболических

дифференциально–разностных уравнений с суммируемыми начальными функциями. Бы-
ло доказано существование решения данной задачи, само решение было построено в виде
свертки начальной функции с ядром пуассоновского типа. Также было изучено поведение
решения и его производных при больших значениях времени. Была показана скорость
убывания решения и его производных, а также найдено достаточное условие сходимости
в явной форме. Настоящая работа является продолжением предыдущего исследования —

G.L. Rossovskii, Cauchy problem for parabolic equations with multiple spatial translations

and summable initial functions.
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ключевое отличие кроется в том, что теперь в структуре уравнения присутствуют мно-
жественные пространственные сдвиги, то есть рассматривается суперпозиция младших
членов со сдвигами вместо одного слагаемого.
Также следует отметить, что краевые задачи для параболических дифференциально–

разностных уравнений с пространственными сдвигами изучались ранее и исследовались
при помощи методов полугрупп в работах [8], [12].

2. Постановка задачи и интегральное представление решения

Положим параметры 𝑎𝑘 и ℎ𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 вещественными.
Рассмотрим следующее параболическое дифференциально–разностное уравнение:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑢(𝑥− ℎ𝑘, 𝑡) (2.1)

в полуплоскости 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, вместе со следующим начальным условием:

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢0 ∈ 𝐿1(R). (2.2)

Теперь определим функцию

ℰ(𝑥, 𝑡) =
+∞∫︁
0

𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
cos

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉

)︃
𝑑𝜉 (2.3)

в указанной выше полуплоскости 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.
Функция (2.3) называется ядром Пуассона. Из работы [3, Sec. 1.1] известно, что эта

функция удовлетворяет уравнению (2.1) в классическом смысле во всей полуплоскости.
Решение поставленной начальной задачи может быть записано при помощи ядра Пуассона.
Оно легко получается формальным применением преобразования Фурье по переменной

𝑥 к самому уравнению и к начальному условию. Это приводит в итоге нас к начальной
задаче для обыкновенного дифференциального уравнения с параметром 𝜉:

𝜕𝑢̃

𝜕𝑡
=

(︃
−𝜉2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
−𝑖𝜉ℎ𝑘

)︃
𝑢̃(𝜉, 𝑡), 𝑢̃(𝜉, 0) = 𝑢̃0(𝜉). (2.4)

Решая (2.4) и применяя обратное преобразование Фурье, мы получаем решение исходной
задачи (2.1)–(2.2) в виде свертки ядра Пуассона (2.3) и функции в начальном условии (2.2):

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

𝜋

+∞∫︁
−∞

ℰ(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉) 𝑑𝜉. (2.5)

Как было подробно показано в [3, Sec. 1.1] и [17, Sec. 2], для ядра Пуассона (2.3) имеет
место следующая оценка:

⃒⃒
ℰ(𝑥, 𝑡)

⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 =

+∞∫︁
0

𝑒−𝑡𝜉2𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉
𝑑𝜉

⩽ 𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|
+∞∫︁
0

𝑒−𝑡𝜉2 𝑑𝜉 =
𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|

√
𝑡

+∞∫︁
0

𝑒−𝜉2 𝑑𝜉 = 𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|
√
𝜋

2
√
𝑡
.

(2.6)
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Так как функция в начальном условии 𝑢0(𝑥) является суммируемой, для функции 𝑢(𝑥, 𝑡)
будет справедлива оценка аналогичная уже выписанной оценке для ядра (с учетом началь-
ной функции):

|𝑢(𝑥, 𝑡)| ⩽ 𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|

2
√
𝜋𝑡

+∞∫︁
−∞

|𝑢0(𝜉)| 𝑑𝜉 ⩽
𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|

2
√
𝜋𝑡

||𝑢0||𝐿1(R). (2.7)

Теперь перейдем к обоснованию законности формального дифференцирования в урав-
нении (2.1). Вначале формально продифференцируем функцию ℰ(𝑥, 𝑡) дважды по пере-
менной 𝑥:

𝜕2ℰ
𝜕𝑥2

= −
+∞∫︁
0

𝜉2𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
cos

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉

)︃
𝑑𝜉.

Откуда будем иметь следующую оценку:⃒⃒⃒⃒
𝜕2ℰ
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝜉2𝑒−𝑡𝜉2𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉
𝑑𝜉 ⩽ 𝑒

𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1
|𝑎𝑘|

+∞∫︁
0

𝜉2𝑒−𝑡𝜉2 𝑑𝜉

=

[︂
𝑡𝜉2 = 𝑦

𝑑𝜉 = 1
2
√
𝑡
√
𝑦
𝑑𝑦

]︂
= 𝑒

𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1
|𝑎𝑘| 1

2𝑡
3
2

+∞∫︁
0

√
𝑦𝑒−𝑦 𝑑𝑦

= 𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘| 1

2𝑡
3
2

Γ

(︂
1

2

)︂
= 𝑒

𝑡
𝑛∑︀

𝑘=1

|𝑎𝑘|
√
𝜋

2𝑡
3
2

.

(2.8)

Отсюда же имеем, что только что полученный интеграл сходится в абсолютном смысле
при всех положительных значениях 𝑡. Это, в свою очередь, доказывает справедливость
формального дифференцирования.
Формальное же дифференцирование функции ℰ(𝑥, 𝑡) по переменной 𝑡 оказывается из-

быточным в силу того, что полученные ранее оценки (2.6) и (2.8) наряду с тем фактом,
что ℰ(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (2.1) в полуплоскости 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0 уже гарантируют
нам следующее: ⃒⃒⃒⃒

𝜕ℰ
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽

√
𝜋

2
𝑒
𝑡

𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|
(︂

1

𝑡
3
2

+
1

𝑡
1
2

)︂
. (2.9)

То же, очевидно, справедливо и для функции 𝑢(𝑥, 𝑡), так как последняя построена в
виде свертки уже исследованной нами функции ℰ(𝑥, 𝑡) и суммируемой начальной функ-
ции 𝑢0(𝑥). Таким образом, функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (2.1) в классическом
смысле в полуплоскости 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.
Переформулируем данное утверждение в виде теоремы.

Теорема 2.1. Функция (2.5) удовлетворяет задаче Коши (2.1), (2.2) в смысле обоб-
щенных функций и удовлетворяет уравнению (2.1) в полуплоскости (−∞,+∞)×(0,+∞)
в классическом смысле.

3. Свойства решения

3.1. Поведение решения. Оценки, полученные для функции ℰ(𝑥, 𝑡) и ее производных
по переменным 𝑥 и 𝑡 весьма просты и достаточны для доказательства разрешимости за-
дачи (2.1), (2.2) (то же верно и для функции 𝑢(𝑥, 𝑡)), однако они оказываются не столь
полезны при исследовании поведения решения при 𝑡 → ∞.
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Поэтому попробуем получить более точные оценки для функции ℰ(𝑥, 𝑡). Рассмотрим
подробнее структуру подынтегральной функции в интегральном представлении функции
ℰ(𝑥, 𝑡). Грубо говоря, для сходимости (равномерной) данного интеграла степень экспонен-
ты, стоящей под интегралом, должна быть отрицательной. Для этого потребуем следую-
щее

𝜉2 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉 > 0. (3.1)

Очевидно, что

𝜉2 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉 ⩾
1

2
𝜉2,

начиная с некоторого 𝜉0. Так как верно⃒⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

⃒⃒
⩽

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒
,

мы можем взять

𝜉0 =

⎯⎸⎸⎷2
𝑛∑︁

𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒
.

Вернемся к интегралу в оценке для функции ℰ(𝑥, 𝑡). Очевидно, неравенство (3.1) предпо-
лагает существование такой постоянной 𝑎0 > 0, что 𝜉2 −

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉 ⩾ 𝑎0. Тогда

⃒⃒
ℰ(𝑥, 𝑡)

⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 =

𝜉0∫︁
0

𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉

+

+∞∫︁
𝜉0

𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 ⩽

𝜉0∫︁
0

𝑒−𝑎0𝑡 𝑑𝜉 +

+∞∫︁
𝜉0

𝑒−
𝑡𝜉2

2 𝑑𝜉

⩽𝑒−𝑎0𝑡𝜉0 +

+∞∫︁
0

𝑒−
𝑡𝜉2

2 𝑑𝜉 = 𝑒−𝑎0𝑡𝜉0 +

√︂
𝜋

2𝑡

=

⎯⎸⎸⎷2
𝑛∑︁

𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒
𝑒−𝑎0𝑡 +

√︂
𝜋

2𝑡
.

(3.2)

Фактически изучив поведение функции ℰ(𝑥, 𝑡), мы можем сформулировать следующие
утверждения уже для функции 𝑢(𝑥, 𝑡).

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие (3.1). Тогда решение (2.5) задачи Коши (2.1),
(2.2) сходится к нулю при 𝑡 → ∞ равномерно по 𝑥 ∈ R. Скорость сходимости определя-
ется следующей оценкой:

|𝑢(𝑥, 𝑡)| ⩽ 𝐶
‖𝑢0‖𝐿1(R)√

𝑡
,

где 𝐶 > 0 — некоторая постоянная.
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Замечание 3.1. В случае всего одного пространственного сдвига (то есть в уравне-
нии присутствует всего один младший член), условие (3.1) может быть записано в
более явной форме. Заменяя ℎ𝜉 на 𝜂 в

𝜉2 − 𝑎 cosℎ𝜉 > 0,

где 𝑎, ℎ вещественны и 𝑎 < 0, мы получаем

𝜂2

|𝑎|ℎ2
+ cos 𝜂 > 0, 𝜂 ∈ R.

Следовательно, на параметры 𝑎, ℎ необходимо наложить следующие условия:

|𝑎|ℎ2 <
1

max
𝜂∈R

𝑓(𝜂)
,

где

𝑓(𝜂) = −cos 𝜂

𝜂2
.

Замечание 3.2. Также можно выписать более грубую, но гораздо более удобную фор-
му оценки (3.1), связывающую только коэффициенты 𝑎𝑘 и ℎ𝑘 в уравнении (2.1).
Как было показано в [2] для случая гиперболического уравнения с нелокальными по-

тенциалами, мы можем получить такое условие при более тщательном исследовании
функции

𝑓(𝜉) = 𝜉2 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉 при 𝜉 > 0.

Дифференцируя это выражение, получаем

𝑓 ′(𝜉) = 2𝜉 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘ℎ𝑘 sinℎ𝑘𝜉 = 2𝜉

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘ℎ
2
𝑘

2

sinℎ𝑘𝜉

ℎ𝑘𝜉

)︃
> 2𝜉

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|ℎ2
𝑘

2

)︃
.

Полученная производная положительна для всех 𝜉 ⩾ 0 при условии

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|ℎ2
𝑘 ⩽ 2, (3.3)

откуда имеем, что функция 𝑓(𝜉) является неубывающей для всех 𝜉 ⩾ 0, а 𝑓(0) = −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘.

Так как функция 𝑓(𝜉) является четной, полученное значение 𝑓(0) остается минималь-
ным для всех 𝜉 ∈ R.

3.2. Поведение производных решения. Теперь, используя тот же подход, изучим
поведение производных полученного решения как по пространственной переменной, так
и по времени. Также примем, что выполнено условие (3.1).
Вначале продифференцируем функцию (2.3) по переменной 𝑥 и применим ту же техни-

ку, что и при получении оценки в (3.2):⃒⃒⃒⃒
𝜕ℰ
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒ +∞∫︁
0

𝜉𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
sin

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉

)︃
𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒

⩽

+∞∫︁
0

𝜉𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 =

𝜉0∫︁
0

𝜉𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉
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+

+∞∫︁
𝜉0

𝜉𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 ⩽

𝜉0∫︁
0

𝜉𝑒−𝑎0𝑡 𝑑𝜉 +

+∞∫︁
𝜉0

𝜉𝑒−
𝑡𝜉2

2 𝑑𝜉

⩽
𝜉20
2
𝑒−𝑎0𝑡 +

1

𝑡

+∞∫︁
0

𝑒−𝑦2𝑑
(︀
𝑦2
)︀
= 𝑒−𝑎0𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒
+

1

𝑡
.

Тогда для функции (2.5) получим соответствующую оценку:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝜋

⃒⃒⃒⃒
𝜕ℰ
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒ +∞∫︁
−∞

𝑢0 𝑑𝜉 =
‖𝑢0‖𝐿1(R)

𝜋

[︃
𝑒−𝑎0𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒
+

1

𝑡

]︃
,

которая означает, что

lim
𝑡→+∞

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0,

то есть первая производная функции 𝑢(𝑥, 𝑡) по переменной 𝑥 сходится к нулю при 𝑡 → ∞
равномерно по 𝑥 ∈ R со скоростью 𝑡−1.
Перейдем теперь к производным по пространственной переменной более высокого по-

рядка (начиная со второго):⃒⃒⃒⃒
𝜕2ℰ
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝜉2𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 ⩽

𝜉0∫︁
0

𝜉2𝑒−𝑎0𝑡 𝑑𝜉 +

+∞∫︁
𝜉0

𝜉2𝑒−𝑡𝜉2/2 𝑑𝜉

⩽
𝜉30
3
𝑒−𝑎0𝑡 +

(︂
2

𝑡

)︂ 3
2

+∞∫︁
0

𝑦2𝑒−𝑦2 𝑑𝑦 ⩽
𝑒−𝑎0𝑡

3

(︃
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒)︃ 3

2

+
𝐶2

𝑡
3
2

.

где 𝐶2 — это некоторая постоянная. Тогда для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) имеем⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⩽

‖𝑢0‖𝐿1(R)

𝜋

⎡⎣𝑒−𝑎0𝑡

3

(︃
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒)︃ 3

2

+
𝐶2

𝑡
3
2

⎤⎦ ,

откуда получаем, что

lim
𝑡→+∞

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 0

равномерно по 𝑥 ∈ R со скоростью сходимости 𝑡−
3
2 .

Теперь посмотрим на производную произвольного порядка 𝑚 по переменной 𝑥:

𝜕𝑚ℰ
𝜕𝑥𝑚

=

+∞∫︁
0

(−𝜉)𝑚𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
cos

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉 +
𝜋𝑚

2

)︃
𝑑𝜉

со следующей оценкой:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑚ℰ
𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝜉𝑚𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 ⩽

𝜉𝑚+1
0

𝑚+ 1
𝑒−𝑎0𝑡 +

(︂
2

𝑡

)︂𝑚+1
2

+∞∫︁
0

𝑦𝑚𝑒−𝑦2 𝑑𝑦

⩽
𝑒−𝑎0𝑡

𝑚+ 1

(︃
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒)︃𝑚+1

2

+
𝐶𝑚

𝑡
𝑚+1

2

.
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Тогда для функции 𝑢(𝑥, 𝑡):⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑚𝑢

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽

‖𝑢0‖𝐿1(R)

𝜋

⎡⎣ 𝑒−𝑎0𝑡

𝑚+ 1

(︃
2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑎𝑘
⃒⃒)︃𝑚+1

2

+
𝐶𝑚

𝑡
𝑚+1

2

⎤⎦ ,

откуда получаем, что

lim
𝑡→+∞

𝜕𝑚𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑚
= 0

равномерно по 𝑥 ∈ R со скоростью сходимости 𝑡−
𝑚+1

2 .
На этот раз продифференцируем нашу функцию ℰ(𝑥, 𝑡) дополнительно по переменной

𝑡, а затем выполним привычную оценку:

𝜕𝑚+1ℰ
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

=

+∞∫︁
0

(−𝜉)𝑚
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
sin

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉 +
𝜋𝑚

2

)︃
𝑑𝜉

−
+∞∫︁
0

(−𝜉)𝑚

(︃
𝜉2 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︃
𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
cos

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉 +
𝜋𝑚

2

)︃
𝑑𝜉

=

+∞∫︁
0

(−1)𝑚+1(−𝜉)𝑚+2𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
cos

(︃
𝑥𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉 +
𝜋𝑚

2

)︃
𝑑𝜉

+

+∞∫︁
0

(−𝜉)𝑚𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 cos

(︃
(𝑥− ℎ𝑘)𝜉 − 𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 sinℎ𝑘𝜉 +
𝜋𝑚

2

)︃
𝑑𝜉,

следовательно,⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑚+1ℰ
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽

+∞∫︁
0

𝜉𝑚+2𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉 +

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|
+∞∫︁
0

𝜉𝑚𝑒
−𝑡

(︂
𝜉2−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 cosℎ𝑘𝜉

)︂
𝑑𝜉

⩽
𝜉𝑚+3

𝑚+ 3
𝑒−𝑎0𝑡 + 𝐶1

(︂
2

𝑡

)︂𝑚+3
2

+
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑎𝑘|

(︃
𝜉𝑚+1

𝑚+ 1
𝑒−𝑎0𝑡 + 𝐶2

(︂
2

𝑡

)︂𝑚+1
2

)︃

⩽ ̃︀𝐶𝑒−𝑎0𝑡 + ̃︀𝐶1
1

𝑡
𝑚+3

2

+ ̃︀𝐶0
1

𝑡
𝑚+1

2

.

И, переходя к производной порядка 𝑚+ 𝑛, получаем оценку:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑚+𝑛ℰ
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ ̃︀𝐶𝑒−𝑎0𝑡 +

𝑛∑︁
𝑗=0

̃︀𝐶𝑗
1

𝑡
(𝑚+2𝑗+1)

2

.

Можем видеть, что дополнительное дифференцирование функции ℰ(𝑥, 𝑡) (равно как и
функции 𝑢(𝑥, 𝑡)) по переменной 𝑡 не меняет скорости сходимости.

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (3.1). Тогда частные производные решения
(2.5) задачи Коши (2.1), (2.2) порядка 𝑚 + 𝑛 сходятся к нулю при 𝑡 → ∞ равномерно по
𝑥 ∈ R. Скорость сходимости оценивается следующими неравенствами:⃒⃒⃒⃒

𝜕𝑚+𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽

‖𝑢0‖𝐿1(R)

𝜋

[︃ ̃︀𝐶𝑒−𝑎0𝑡 +
𝑛∑︁

𝑗=0

̃︀𝐶𝑗
1

𝑡
(𝑚+2𝑗+1)

2

]︃
,

где ̃︀𝐶, ̃︀𝐶𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛, постоянные.
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4. Заключение

Данная работа является обобщением и продолжением работы [17], в которой рассматри-
вался лишь один младший член со сдвигом, до случая множественных пространственных
сдвигов. Мы построили решение задачи Коши (2.1), (2.2) в виде свертки ядра Пуассона
(2.3) и функции в начальном условии (2.2). Затем мы показали, что введенная функция
(2.5) в самом деле является решением исходной задачи, доказав, что формальное диффе-
ренцирование законно.
Затем мы подвергли тщательному исследованию свойства полученного решения. После

получения ядра Пуассона, попытка оценить подынтегральную функцию в ядре оставля-
ла нас с трансцендентным уравнением, из которого, впрочем, мы получали достаточное
условие сходимости для нашего решения. Также было получено достаточное условие схо-
димости нашего интеграла, чуть более грубое, чем описанное выше, однако явно связы-
вающее коэффициенты перед младшими членами и величины пространственных сдвигов
в младших членах.
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