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УДК 514.76

О СТЕПЕНИ ГЛАДКОГО ОТОБРАЖЕНИЯ МЕЖДУ

ОРБИФОЛДАМИ

А.В. БАГАЕВ, Н.И. ЖУКОВА

Аннотация. В настоящей работе развивается теория степени для собственных отобра-
жений между гладкими орбифолдами одинаковой размерности. Определение степени
для указанных отображений введено Паскотто и Ротом (2020). Нами предложено но-
вое, более простое определение степени собственных отображений между гладкими
ориентированными орбифолдами одинаковой размерности, и показано, что оно экви-
валентно определению Паскотто и Рота. Используя новый подход, нами установлена
связь между степенью отображения и интегрированием внешних форм на орбифол-
дах, что важно для физических приложений. Нами получена интегральная формула
для степени отображения между орбифолдами, которая является обобщением соот-
ветствующей формулы для многообразий. Выявлена специфика степени отображения
для компактных орбифолдов.
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1. Введение. Основные результаты

В данной работе развивается теория степени для собственных отображений между глад-
кими орбифолдами одинаковой размерности. Понятие степени отображения между глад-
кими многообразиями введено Брауэром [5]. Брауэр показал, что степень отображения
является гомотопическим инвариантом, и применил этот факт к доказательству теоремы
о неподвижной точке.
Степень отображения широко используется во многих разделах геометрии и тополо-

гии [10]. В частности, степень отображения применяется для доказательства известной
теоремы Гаусса о существовании корня произвольного комплексного многочлена. Теоре-
мы Гаусса — Бонне и Пуанкаре — Хопфа могут быть доказаны с использованием понятия
степени отображения [10], [14].
В физике степень отображения рассматривается как топологический заряд (тополо-

гическое квантовое число). Поэтому теория степени применяется для разработки топо-
логических методов анализа структуры решений нелинейных уравнений математической
физики [3], [6], [8], [9]. В [14] предложен новый подход к характеристике монопольных
конфигураций в теории Янга — Миллса — Хиггса с калибровочной группой 𝑆𝑈(2), ис-
пользующий степень отображения между гладкими многообразиями.
Паскотто и Рот [12] ввели определение степени отображения между орбифолдами.
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Орбифолд можно рассматривать как естественное обобщение понятия многообразия.
Понятие орбифолда было введено Сатаке под названием 𝑉 –многообразия [13], а сам тер-
мин орбифолд был предложен Терстоном [15], который получил классификацию дву-
мерных компактных орбифоллдов и применил ее при классификации замкнутых глад-
ких трехмерных многообразий. Локально 𝑛–мерные орбифолды гомеоморфны фактор-
пространству 𝑛–мерного арифметического пространства R𝑛 по конечной группе диффео-
морфизмов. При переходе от одной точки орбифолда к другой эта группа может меняться.
Строгие определения категории орбифолдов и интегрирования по ним даны в разделе 2.
Орбифолды естественным образом возникают при решении различных задач математи-

ки и физики [1]. Так, в математической физике орбифолды используются как простран-
ства распространения струн. В теории слоений орбифолды появляются как пространства
слоев.
Целью данной работы является развитие теории степени отображений между орбифол-

дами. В разделе 3.1 мы напоминаем определение степени, принадлежащее Паскотто и
Роту [12]. В разделе 3.2 мы вводим новое, более простое определение степени собственно-
го отображения между связными ориентированными гладкими орбифолдами одинаковой
размерности. Новизна нашего подхода заключается в том, что для определения степени
отображения между орбифолдами достаточно рассматривать только регулярные значения
этого отображения, которые являются регулярными точками орбифолда. Мы доказываем,
что наше определение эквивалентно соответствующему определению Паскотто и Рота.
Применяя предложенный нами подход, в разделе 3.3 мы доказываем теорему 1.1, кото-

рая является обобщением на орбифолды известного утверждения для многообразий.

Теорема 1.1. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение между связными ори-

ентированными гладкими орбифолдами одной размерности 𝑛 ∈ N. Тогда для любой 𝑛–
формы 𝜔 с компактным носителем на 𝒩2 имеет место равенство∫︁

𝒩1

𝑓 *𝜔 = deg(𝑓)

∫︁
𝒩2

𝜔, (1.1)

где deg(𝑓) — степень отображения 𝑓.

В разделе 3.4 получена следующая интегральная формула.

Теорема 1.2. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение связных ориентиро-

ванных орбифолдов одной размерности 𝑛 ∈ N, Ω — форма объема на компактном орби-

фолде 𝒩2, заданная римановой метрикой 𝑔, Vol(𝒩2) — объем орбифолда 𝒩2. Тогда степень

отображения 𝑓 удовлетворяет равенству

deg(𝑓) =
1

Vol(𝒩2)

∫︁
𝒩1

𝑓 *Ω. (1.2)

Кроме того, правая часть равенства (1.2) не зависит от выбора римановой метрики 𝑔
на 𝒩2.

Формула (1.2) позволяет распространить понятие топологического заряда на векторные
поля, заданные на орбифолдах.
В разделе 3.5 мы напоминаем определения накрывающего и регулярного накрывающего

отображения для орбифолдов. Число листов накрывающего отображения 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2

определяется как число прообразов регулярной точки из 𝒩2.
Из теоремы 1.2 вытекает следующее утверждение.

Следствие 1.1. Пусть 𝒩1 и 𝒩2 — связные компактные ориентированные орбифолды

одной размерности, 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — сюръективное регулярное отображение. Тогда:
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1) 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 является 𝑘–листным регулярным накрывающим отображением, где

𝑘 = deg(𝑓);
2) степень отображения 𝑓 удовлетворяет равенству

deg(𝑓) =
Vol(𝒩1)

Vol(𝒩2)
.

Предположения. Многообразия, орбифолды, векторные поля, формы являются глад-
кими класса 𝐶∞.Орбифолды (в частности, многообразия) предполагаются связными, если
не указано противное. Рассматриваются только открытые окрестности. Предполагается
также, что все группы диффеоморфизмов действуют эффективно.

Обозначения. Фактор–пространства 𝑋 по отношению как к левым, так и к правым
действиям группы 𝐺 обозначаются через 𝑋/𝐺. Символ |𝐺| обозначает порядок конечной
группы 𝐺. Через N обозначается множество натуральных чисел.

2. Орбифолды

2.1. Категория орбифолдов. Пусть 𝒩 — связное хаусдорфово топологическое про-
странство со счетной базой. Пусть 𝑈̃ — связное открытое подмножество в 𝑛–мерном ариф-
метическом пространстве R𝑛, Γ𝑈 — конечная группа диффеоморфизмов 𝑈̃ , 𝜙𝑈 : 𝑈̃ → 𝒩 —
Γ𝑈–инвариантное отображение, индуцирующее гомеоморфизм 𝑞𝑈 из 𝑈̃/Γ𝑈 на открытое
подмножество 𝑈 = 𝜙𝑈(𝑈̃) в 𝒩 . Тогда тройка (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) называется орбифолдной картой

на 𝒩 с координатной окрестностью 𝑈.
Рассмотрим две орбифолдные карты (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) и (𝑉 ,Γ𝑉 , 𝜙𝑉 ) с координатными окрест-

ностями 𝑈 и 𝑉 , причем 𝑈 ⊂ 𝑉. Гладкое отображение 𝜑𝑉 𝑈 : 𝑈̃ → 𝑉 называется вложением

карты (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) в карту (𝑉 ,Γ𝑉 , 𝜙𝑉 ), если 𝜙𝑈 = 𝜙𝑉 ∘𝜑𝑉 𝑈 . Заметим, что каждое вложение
𝜑𝑉 𝑈 индуцирует мономорфизм групп 𝜓𝑉 𝑈 : Γ𝑈 → Γ𝑉 , для которого имеет место равенство

𝜙𝑉 𝑈(𝑔(𝑢)) = 𝜓𝑉 𝑈(𝑔)(𝜙𝑉 𝑈(𝑢)) ∀𝑢 ∈ 𝑈̃ , 𝑔 ∈ Γ𝑈 .

Семейство карт 𝒜 = {(𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼)|𝛼 ∈ 𝐽} называется орбифолдным атласом, если вы-
полнены следующие два условия:

1) множество координатных окрестностей {𝑈𝛼 = 𝜙𝛼(𝑈̃𝛼)| 𝛼 ∈ 𝐽} карт из 𝒜 образует
открытое покрытие топологического пространства 𝒩 ;

2) любые две карты из атласа 𝒜 совместимы в следующем смысле: если (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈
𝒜 и (𝑈̃𝛽,Γ𝛽, 𝜙𝛽) ∈ 𝒜 — две карты с координатными окрестностями 𝑈𝛼 и 𝑈𝛽, 𝑈𝛼 ∩
𝑈𝛽 ̸= ∅, то для любой точки 𝑥 ∈ 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 существуют такая карта (𝑈̃𝛾,Γ𝛾, 𝜙𝛾) ∈ 𝒜
с координатной окрестностью 𝑈𝛾, что 𝑥 ∈ 𝑈𝛾 ⊂ 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽, и два вложения 𝜙𝛼𝛾 и 𝜙𝛽𝛾

карты (𝑈̃𝛾,Γ𝛾, 𝜙𝛾) в карты (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) и (𝑈̃𝛽,Γ𝛽, 𝜙𝛽), соответственно.

Пара (𝒩 ,𝒜), где 𝒜 — максимальный (по включению) орбифолдный атлас 𝒜, называ-
ется гладким 𝑛–мерным орбифолдом. Далее орбифолд (𝒩 ,𝒜) будем также обозначать
коротко 𝒩 .
Заметим, что для каждой точки 𝑥 ∈ 𝒩 гладкого 𝑛–мерного орбифолда (𝒩 ,𝒜) существу-

ет такая карта (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) ∈ 𝒜, что 𝑈̃ является 𝑛–мерным арифметическим пространством
R𝑛, 𝜙𝑈(0) = 𝑥, 0 ∈ R𝑛, и Γ𝑈 — конечная группа ортогональных преобразований R𝑛. Такая
карта называется линеаризованной картой в 𝑥.
Для орбифолдных карт (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) и (𝑉 ,Γ𝑉 , 𝜙𝑉 ) из 𝒜 с координатными окрестностями,

содержащими 𝑥 ∈ 𝒩 , подгруппы изотропии (Γ𝑈)𝑦 и (Γ𝑉 )𝑧 в точках 𝑦 ∈ 𝜙−1
𝑈 (𝑥) и 𝑧 ∈ 𝜙−1

𝑉 (𝑥)
изоморфны. Следовательно, для каждой точки 𝑥 ∈ 𝒩 задана группа Γ(𝑥), единственная
с точностью до изоморфизма групп. Группа Γ(𝑥) называется орбифолдной группой в 𝑥.
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Точка 𝑥 называется регулярной, если ее орбифолдная группа Γ(𝑥) тривиальна; в противном
случае, точка 𝑥 называется сингулярной.
Как известно [2, Пример 1], в отличие от случая 𝑛 = 2, для 𝑛 ⩾ 3 гладкий 𝑛–мерный

орбифолд 𝒩 не является, вообще говоря, локально евклидовым пространством. Тополо-
гическое пространство орбифолда 𝒩 называется подлежащим пространством.
Пусть 𝒩 и 𝒩 ′ — гладкие орбифолды с атласами 𝒜 и 𝒜′, соответственно. Непрерывное

отображение 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ называется гладким, если для каждого 𝑥 ∈ 𝒩 существуют такие
карты (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) ∈ 𝒜 и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈ 𝒜′, что 𝑥 ∈ 𝑉𝛽 = 𝜓𝛽(𝑉𝛽), 𝑓(𝑉𝛽) ⊂ 𝑈𝛼 = 𝜙𝛼(𝑈̃𝛼), и

гладкое отображение 𝑓𝛼𝛽 : 𝑉𝛽 → 𝑈̃𝛼, удовлетворяющее равенству 𝜙𝛼 ∘𝑓𝛼𝛽 = 𝑓 ∘𝜓𝛽. Отобра-

жение 𝑓𝛼𝛽 называется представителем отображения 𝑓 в картах (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼).
Отображение 𝑓𝛼𝛽 определено с точностью до композиции с элементами из 𝐺𝛽 и Γ𝛼, соот-
ветственно.
Обозначим через Orb категорию орбифолдов, в которой объектами являются гладкие

орбифолды, а морфизмы — гладкие отображения орбифолдов. Заметим, что категория
многообразий является полной подкатегорией категории Orb.

2.2. Стратификация орбифолдов. Говорят, что две точки гладкого орбифолда 𝒩
имеют один орбифолдный тип, если существуют окрестности этих точек, изоморфные в
категории Orb. Множество точек одного орбифолдного типа с индуцированной топологи-
ей имеют естественную структуру, вообще говоря, несвязного гладкого многообразия [2].
Обозначим через ∆𝑘 объединение таких многообразий размерности 𝑘. Отметим, что мно-
гообразия точек разного орбифолдного типа могут иметь одну размерность. Подчеркнем,
что каждая связная компонента ∆

𝑐𝑗
𝑘 многообразия ∆𝑘 состоит из точек одного орбифолд-

ного типа. Возможно, что ∆𝑘 = ∅ для некоторых 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}, где 𝑛 — размерность
гладкого орбифолда 𝒩 .
Семейство ∆(𝒩 ) = {∆𝑐𝑗

𝑘 | 𝑗 ∈ 𝐽𝑘, 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛}} называется стратификацией гладкого
𝑛–мерного орбифолда 𝒩 , а ∆

𝑐𝑗
𝑘 — его стратами [7].

Множество регулярных точек определяет страту ∆𝑛, которая является связным от-
крытым всюду плотным подмножеством в 𝒩 и относительно индуцированной гладкой
структуры является гладким 𝑛–мерным многообразием.

2.3. Интегрирование на орбифолдах. Говорят, что на гладком 𝑛–мерном орбифолде
(𝒩 ,𝒜) задана внешняя 𝑝–форма, если для каждой карты (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈ 𝒜 на 𝑈̃𝛼 определе-
на внешняя Γ𝛼–инвариантная 𝑝–форма 𝜔𝛼 и для каждого вложения 𝜑𝛽𝛼 : 𝑈̃𝛼 → 𝑈̃𝛽 карты

(𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) в карту (𝑈̃𝛽,Γ𝛽, 𝜙𝛽) имеет место равенство 𝜑
*
𝛽𝛼𝜔𝛽 = 𝜔𝛼.

Пусть 𝜔 = {𝜔𝛼}𝛼∈𝐽 — внешняя 𝑝–форма на орбифолде (𝒩 ,𝒜). Заметим, что 𝜔 = 0 в
𝑥 ∈ 𝒩 тогда и только тогда, когда найдется такая линеаризованная карта (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈ 𝒜
в 𝑥 ∈ 𝑈𝛼 = 𝜙𝛼(𝑈̃𝛼), что 𝜔𝛼 = 0 в 0 ∈ 𝑈̃𝛼 = R𝑛. Замыкание множества тех точек орби-
фолда 𝒩 , где 𝜔 отлична от нуля, называется носителем формы 𝜔 и обозначается через
supp𝜔. Обозначим через Γ𝑝

𝑐(𝒩 ) множество всех внешних 𝑝–форм с компактным носителем
на 𝒩 . Множество Γ𝑝

𝑐(𝒩 ) относительно поточечных операций сложения и умножения на
действительные числа является векторным пространством.
Пусть 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ — гладкое отображение орбифолдов, 𝜔 = {𝜔𝛼}𝛼∈𝐽 — внешняя 𝑝–

форма на орбифолде (𝒩 ′,𝒜′). Для каждого 𝑥 ∈ 𝒩 существуют такие карты (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) ∈
𝒜 и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈ 𝒜′, что 𝑥 ∈ 𝑉𝛽 = 𝜓𝛽(𝑉𝛽), 𝑓(𝑉𝛽) ⊂ 𝑈𝛼 = 𝜙𝛼(𝑈̃𝛼), и представитель

𝑓𝛼𝛽 : 𝑉𝛽 → 𝑈̃𝛼 отображения 𝑓 в картах (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼), что 𝜙𝛼 ∘ 𝑓𝛼𝛽 = 𝑓 ∘ 𝜓𝛽.
Обозначим через 𝑓 *

𝛼𝛽𝜔𝛼 прообраз формы 𝜔𝛼 при отображении 𝑓𝛼𝛽. Тогда множество
{𝑓 *

𝛼𝛽𝜔𝛼}𝑥∈𝒩 порождает 𝑝–форму 𝑓 *𝜔 на орбифолде (𝒩 ,𝒜), которая называется прооб-
разом формы 𝜔 при отображении 𝑓. Таким образом, определено линейное отображение

𝑓 * : Γ𝑝
𝑐(𝒩 ′) → Γ𝑝

𝑐(𝒩 ) : 𝜔 ↦→ 𝑓 *𝜔.



О СТЕПЕНИ ГЛАДКОГО ОТОБРАЖЕНИЯ МЕЖДУ ОРБИФОЛДАМИ 15

Напомним, что орбифолд (𝒩 ,𝒜) называется ориентированным, если для каждого 𝛼 ∈ 𝐽
многообразия 𝑈̃𝛼 ориентированы так, что каждое преобразование 𝛾 ∈ Γ𝛼 и любое вложение
𝜑𝛼𝛽 : 𝑈̃𝛽 → 𝑈̃𝛼, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐽, сохраняют ориентацию.
Пусть (𝒩 ,𝒜) ориентированный 𝑛–мерный орбифолд, 𝜔 — внешняя 𝑛–форма с компакт-

ным носителем на 𝒩 . Если носитель supp𝜔 лежит внутри координатной окрестности 𝑈𝛼

некоторой карты (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) ∈ 𝒜, то полагают по определению∫︁
𝑈𝛼

𝜔 =
1

|Γ𝛼|

∫︁
𝑈̃𝛼

𝜔𝛼,

где |Γ𝛼| — порядок группы Γ𝛼. В общем случае, компактность носителя supp𝜔 влечет
существование конечного открытого покрытия 𝜉 = {𝑈𝑘 | 𝑘 = 1, . . . ,𝑚} носителя supp𝜔
координатными окрестностями 𝑈𝑘 карт из 𝒜 и конечного разбиения единицы, подчинен-
ного 𝜉; то есть такого семейства {𝑓𝑘 | 𝑘 = 1, . . . ,𝑚} гладких функций на 𝒩 , что:

(a) 0 ⩽ 𝑓𝑘(𝑥) ⩽ 1 для всех 𝑥 ∈ 𝒩 и 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚};
(b) supp 𝑓𝑘 ⊂ 𝑈𝑘 для всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚};
(c)

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥) = 1 для всех 𝑥 ∈ supp𝜔.

Тогда интеграл от внешней 𝑛–формы с компактным носителем 𝜔 на орбифолде𝒩 задается
следующим равенством ∫︁

𝒩

𝜔 =
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔. (2.1)

Известно, что число
∫︀
𝒩
𝜔, определенное формулой (2.1), не зависит от выбора покрытия

𝜉 носителя supp𝜔 и разбиения единицы, подчиненного 𝜉. Таким образом, для каждого
гладкого 𝑛–мерного орбифолда 𝒩 определен линейный оператор∫︁

𝒩

: Γ𝑝
𝑐(𝒩 ) → R : 𝜔 ↦→

∫︁
𝒩

𝜔.

Если 𝒩 компактно, то носитель любой формы 𝜔 на 𝒩 является компактным множе-
ством. Следовательно, интеграл определен от каждой внешней 𝑛–формы 𝜔 на компактном
𝑛–мерном орбифолде 𝒩 .

Теорема 2.1. Пусть 𝜔 — внешняя 𝑛–форма с компактным носителем на ориентиро-

ванном 𝑛–мерном орбифолде 𝒩 . Тогда имеет место следующее равенство∫︁
𝒩

𝜔 =

∫︁
Δ𝑛

𝜔,

где ∆𝑛 — 𝑛–мерная страта орбифолда 𝒩 .

Доказательство. Благодаря равенству (2.1) достаточно показать, что∫︁
𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔 =

∫︁
𝑈𝑘∩Δ𝑛

𝑓𝑘𝜔 (2.2)

для всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Пусть (𝑈̃𝑘,Γ𝑘, 𝜙𝑘) — такая орбифолдная карта, что 𝜙𝑘(𝑈̃𝑘) = 𝑈𝑘.
Заметим, что ∫︁

𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔 =
1

|Γ𝑘|

∫︁
𝑈̃𝑘

𝑓𝑘𝜔𝑘, (2.3)
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где 𝑓𝑘 := 𝑓𝑘 ∘ 𝜙𝑘. Так как ∆𝑛 — открытое и всюду плотное подмножество в 𝒩 , тогда
𝑉𝑘 := (𝜙𝑘)

−1(𝑈𝑘 ∩∆𝑛) открыто и всюду плотно в 𝑈𝑘. Принимая это во внимание, а также
формулу (2.3), получаем следующие равенства∫︁

𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔 =
1

|Γ𝑘|

∫︁
𝑈̃𝑘

𝑓𝑘𝜔𝑘 =
1

|Γ𝑘|

∫︁
𝑉𝑘

𝑓𝑘𝜔𝑘. (2.4)

Поскольку 𝑉𝑘 является Γ𝑘–инвариантным множеством, а Γ𝑘 действует на 𝑉𝑘 свободно,
ограничение

𝜙𝑘|𝑉𝑘
: 𝑉𝑘 → 𝑈𝑘 ∩∆𝑛

является 𝑘–листным регулярным накрытием. Поэтому

1

|Γ𝑘|

∫︁
𝑉𝑘

𝑓𝑘𝜔𝑘 =

∫︁
𝑈𝑘∩Δ𝑛

𝜔. (2.5)

Равенства (2.4) и (2.5) влекут (2.2).

2.4. Форма объема ориентированного риманова орбифолда. Пусть на ориенти-
рованном орбифолде 𝒩 с атласом 𝒜 = {(𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼)|𝛼 ∈ 𝐽} задана риманова метрика 𝑔.
Тогда для каждой карты (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼), 𝛼 ∈ 𝐽 , орбифолда 𝒩 определена Γ𝛼–инвариантная
риманова метрика 𝑔𝛼 на 𝑈̃𝛼. Пусть (𝑦𝑘𝛼) — локальные координаты на 𝑈̃𝛼. Риманова мет-
рика 𝑔𝛼 определяет форму объема Ω𝛼. В локальных координатах (𝑦𝑘𝛼) форма Ω𝛼 задается
равенством

Ω𝛼 =
√︀
det 𝑔𝛼𝑑𝑦

1
𝛼 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛𝛼,

где det 𝑔𝛼 — определитель матрицы метрического тензора 𝑔𝛼 в локальных координатах
(𝑦𝑘𝛼). Так как 𝒩 — ориентированный орбфиолд, все изометрии из группы Γ𝛼, а также
любое вложение 𝜑𝛼𝛽 : 𝑈̃𝛽 → 𝑈̃𝛼, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐽 , сохраняют ориентацию. Следовательно, форма

объема Ω𝛼 является Γ𝛼–инвариантной, а для любого вложения 𝜑𝛼𝛽 : 𝑈̃𝛽 → 𝑈̃𝛼 формы Ω𝛼

и Ω𝛽, заданные на 𝑈̃𝛼 и 𝑈̃𝛽, соответственно, согласованы: Ω𝛽 = 𝜑*
𝛼𝛽Ω𝛼. Таким образом,

семейство Ω = {Ω𝛼} определяет 𝑛–форму на 𝒩 . Такая форма называется формой объема

на орбифолде 𝒩 , заданной римановой метрикой 𝑔. Заметим, что 𝑛–форма Ω = {Ω𝛼} не
обращается в ноль на 𝒩 .
Величина

Vol(𝒩 ) :=

∫︁
𝒩

Ω

называется объемом орбифолда 𝒩 . Если орбифолд 𝒩 компактен, то Vol(𝒩 ) <∞.

3. Степень собственного отображения орбифолдов: различные подходы

Пусть 𝒩 и 𝒩 ′ — гладкие орбифолды. Гладкое отображение 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ орбифолдов 𝒩
и 𝒩 ′ называется собственным, если для любого компактного подмножества 𝐾 ⊂ 𝒩 ′ про-
образ 𝑓−1(𝐾) является компактным в 𝒩 . Для компактного орбифолда 𝒩 каждое гладкое
отображение 𝑓 является собственным.

3.1. Подход Паскотто и Рота. Напомним определение степени собственного отобра-
жения орбифолдов, известное из [12].
Пусть 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ — гладкое отображение орбифолдов 𝒩 и 𝒩 ′. Возьмем произвольную

точку 𝑥 ∈ 𝒩 . Пусть 𝑓𝛼𝛽 : 𝑉𝛽 → 𝑈̃𝛼 — представитель отображения 𝑓 в картах (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) и

(𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼), 𝑥 ∈ 𝑉𝛽 = 𝜓𝛽(𝑉𝛽), 𝑓(𝑉𝛽) ⊂ 𝑈𝛼 = 𝜙𝛼(𝑈̃𝛼).
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Точка 𝑥 ∈ 𝒩 называется 𝑓–регулярной, если дифференциал 𝑑𝑓𝛼𝛽 отображения 𝑓𝛼𝛽 в точ-

ке 𝑥̃ ∈ (𝜓𝛽)
−1(𝑥) ⊂ 𝑉𝛽 является сюръективным линейным отображением. Можно показать,

что определение 𝑓–регулярной точки не зависит от выбора карт (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼),
представителя 𝑓𝛼𝛽 отображения 𝑓 в этих картах и точки 𝑥̃ ∈ (𝜓𝛽)

−1(𝑥). Точки называются
𝑓–сингулярными, если они не являются 𝑓–регулярными.
Если все точки орбифолда 𝒩 являются 𝑓–регулярными, то отображение 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′

называется регулярным.
Точка 𝑦 ∈ 𝒩 ′ называется регулярным значением, если каждое 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦) является 𝑓–

регулярной точкой. Обозначим через Reg(𝑓) множество всех регулярных значений отоб-
ражения 𝑓 .
Следующий аналог теоремы Сарда доказан в [4, Теорема 4.1].

Теорема 3.1. Пусть 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ — гладкое отображение орбифолдов. Тогда множе-

ство Reg(𝑓) регулярных значений отображения 𝑓 всюду плотно в 𝒩 ′.

Пусть 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ — гладкое собственное отображение 𝑛–мерных ориентированных ор-
бифолдов (𝒩 ,𝒜) и (𝒩 ′,𝒜′). Пусть 𝑦 ∈ Reg(𝑓) и 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦). Рассмотрим линеаризованные
карты (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽) и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) в 𝑥 и 𝑦, соответственно. Пусть 𝑓𝛼𝛽 — представитель отоб-
ражения 𝑓 в этих картах. Поскольку орбифолды 𝒩 и 𝒩 ′ ориентированы, можно счиать,
что якобианы матриц перехода от одних координат к другим в точках 𝑥 и 𝑦 положитель-
ны. Если (̃︀𝑥𝑚𝛽 ) и (̃︀𝑦𝑙𝛼) — локальные координаты в указанных картах, то знак якобиана

det
(︁

𝜕̃︀𝑦𝑙𝛼
𝜕̃︀𝑥𝑚

𝛽

)︁
𝑥
отображения ̃︀𝑦𝑙𝛼 = ̃︀𝑦𝑙𝛼(̃︀𝑥𝑚𝛽 ) в 0 ∈ 𝑉𝛽 = R𝑛 не зависит от выбора карт (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽)

и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼), следовательно, знак sgn
(︁
det
(︁

𝜕̃︀𝑦𝑙𝛼
𝜕̃︀𝑥𝑚

𝛽

)︁
𝑥

)︁
полностью определяется точкой 𝑥.

Пусть (Γ𝛼)𝑦 и (𝐺𝛽)𝑥 — стационарные подгруппы групп Γ𝛼 и 𝐺𝛽 в точках 𝑦 и 𝑥, соответ-
ственно. Число

deg(𝑓 ; 𝑦) :=
∑︁

𝑥∈𝑓−1(𝑦)

sgn

(︃
det

(︃
𝜕̃︀𝑦𝑙𝛼
𝜕̃︀𝑥𝑚𝛽

)︃
𝑥

)︃
|(Γ𝛼)𝑦|
|(𝐺𝛽)𝑥|

(3.1)

называется степенью отображения 𝑓 в точке 𝑦.
В [12] произведение 𝒩 × [0, 1] рассматривается как орбифолд с (𝑛 + 1)–мерной стра-

той ∆𝑛 × [0, 1], где ∆𝑛 — множество регулярных точек в 𝒩 . Тогда орбифолдная группа
Γ(𝑥,𝑡) точки (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒩 × [0, 1] изоморфна Γ𝑥. Пусть 𝑓, 𝑔 : 𝒩 → 𝒩 ′ — два собственных
отображения орбифолдов. Если существует такое собственное отображение орбифолдов
𝐹 : 𝒩 × [0, 1] → 𝒩 ′, что

𝐹 |𝒩×{0}(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝐹 |𝒩×{1}(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝒩 ,

то 𝑓 и 𝑔 называются гладко гомотопными.
Согласно [12, Теорема 3.10] для собственного отображения орбифолдов 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′

число deg(𝑓 ; 𝑦) не зависит от выбора 𝑦 ∈ Reg(𝑓) и deg(𝑓 ; 𝑦) является гомотопическим
инвариантом.
Таким образом, степень гладкого собственного отображения 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 ′ ориентирован-

ных орбифолдов одной размерности — это число, задаваемое формулой

deg(𝑓) = deg(𝑓 ; 𝑦),

где 𝑦 является регулярным значением отображения 𝑓.

3.2. Новый подход. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение ориентированных
𝑛–мерных орбифолдов 𝒩1 и 𝒩2.
Напомним, что подмножество 𝑆 ⊂ 𝑋 всюду плотно в топологическом пространстве 𝑋

тогда и только тогда, когда 𝑈 ∩ 𝑆 ̸= ∅ для каждого открытого подмножества 𝑈 ⊂ 𝑋.
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Для полноты изложения мы приводим доказательство следующего утверждения, кото-
рое используется в дальнейшем.

Лемма 3.1. Если 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение ориентированных 𝑛–
мерных орбифолдов, то пересечение Reg(𝑓) ∩∆𝒩2

𝑛 является открытым всюду плотным

подмножеством в 𝒩2.

Доказательство. Согласно [11, Следствие] каждое непрерывное собственное отображе-
ние 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 топологического пространства 𝑋 в метризуемое пространство 𝑌 является
замкнутым. Поскольку каждый орбифолд метризуем, собственное гладкое отображение
между орбифолдами 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 является замкнутым. Так как множество 𝑓–регулярных
точек гладкого отображения орбифолдов открыто в 𝒩1, тогда множество Sing всех 𝑓–
сингулярных точек отображения 𝑓 замкнуто в 𝒩1. Следовательно, образ 𝑓(Sing) — за-
мкнутое подмножество в 𝒩2. Заметим, что

𝒩2 = 𝑓(Sing)
⨆︁

Reg(𝑓),

поэтому Reg(𝑓) открытое подмножество в 𝒩2. Согласно теореме Сарда для орбифолдов
(теорема 3.1) множество Reg(𝑓) всюду плотно в 𝒩2. Так как ∆𝒩2

𝑛 открыто и всюду плотно
в 𝒩2, мы получаем, что Reg(𝑓) ∩∆𝒩2

𝑛 также открыто и всюду плотно в 𝒩2.

Возьмем 𝑦 ∈ Reg(𝑓) ∩ ∆𝒩2
𝑛 . Так как 𝑦 ∈ Reg(𝑓), каждая точка 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦) является

𝑓–регулярной. Более того, поскольку 𝑦 ∈ ∆𝒩2
𝑛 , согласно [4, Теорема 4.2] (см. также [12,

Следствие 2.7]), каждая точка 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦) является регулярной точкой орбифолда 𝒩1, т.е.
𝑥 ∈ ∆𝒩1

𝑛 (в [12] такие точки 𝑥 называются гладкими). Пусть 𝑓−1(𝑦) = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘}. Тогда
𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, где 𝑥𝑖 ∈ ∆𝒩1

𝑛 и 𝑦 ∈ ∆𝒩2
𝑛 . Следовательно, в каждой точке 𝑥𝑖 существует

такая окрестность 𝑈𝑖 ⊂ ∆𝒩1
𝑛 , что сужение 𝑓 |𝑈𝑖

: 𝑈𝑖 → 𝑓(𝑈𝑖) ⊂ Reg(𝑓) ∩ ∆𝒩2
𝑛 является

диффеоморфизмом. Пусть (𝑥𝑚𝑖 ) и (𝑦𝑙) — локальные координаты в окрестностях 𝑈𝑖 и 𝑓(𝑈𝑖)

точек 𝑥𝑖 и 𝑦, соответственно. Обозначим через det
(︁

𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚
𝑖

)︁
𝑥𝑖

якобиан отображения 𝑓 |𝑈𝑖
в

точке 𝑥𝑖. Отметим, что det
(︁

𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚
𝑖

)︁
𝑥𝑖

̸= 0. Определим степень собственного отображения 𝑓

в произвольной точке 𝑦 ∈ Reg(𝑓) ∩∆𝒩2
𝑛 по следующей формуле

Deg(𝑓 ; 𝑦) :=
𝑘∑︁

𝑖=1

sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂
𝑥𝑖

. (3.2)

Положим по определению
Deg(𝑓) := Deg(𝑓 ; 𝑦). (3.3)

Из равенств (3.1) и (3.2) вытекает, что для каждой точки 𝑦 ∈ Reg(𝑓)∩∆𝒩2
𝑛 имеет место

равенство Deg(𝑓 ; 𝑦) = deg(𝑓 ; 𝑦). Согласно [12, Теорема 3.10] величина deg(𝑓) = deg(𝑓 ; 𝑦)
не зависит ни от выбора точки 𝑦 ∈ Reg(𝑓), ни от гомотопического класса отображения 𝑓.
В силу равенства Deg(𝑓 ; 𝑦) = deg(𝑓 ; 𝑦) мы имеем

Deg(𝑓) = deg(𝑓). (3.4)

Следовательно, предложенное определение степени корректно, т.е. Deg(𝑓) не зависит от
выбора точки 𝑦 ∈ Reg(𝑓) ∩ ∆𝒩2

𝑛 , более того, значение Deg(𝑓) инвариантно относитель-
но гомотопической эквивалентности. Благодаря равенству Deg(𝑓) = deg(𝑓) далее будем
обозначать Deg(𝑓) через deg(𝑓).
Предложенное нами определение степени отображения, задаваемое формулами (3.2)

и (3.3), является более простым, чем определение Паскотто и Рота, поскольку не включает
в себя орбифолдные группы. В то же время, наше определение эквивалентно определению
Паскотто и Рота.
Таким образом, имеет место следующее утверждение.
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Предложение 3.1. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение орбифолдов раз-

мерности 𝑛, 𝑀2 := Reg(𝑓) ∩ ∆𝒩2
𝑛 , 𝑀1 := 𝑓−1(𝑀2) и 𝐹 := 𝑓 |𝑀1 . Тогда 𝐹 : 𝑀1 → 𝑀2 —

собственное отображение открытых подмногообразий в 𝒩1 и 𝒩2, соответственно, ко-

торые могут быть несвязными, причем степени deg(𝑓) и deg(𝐹 ) равны:

deg(𝑓) = deg(𝐹 ). (3.5)

3.3. Доказательство теоремы 1.1. Пусть 𝑀2 := Reg(𝑓) ∩ ∆𝒩2
𝑛 , 𝑀1 := 𝑓−1(𝑀2) и

𝐹 := 𝑓 |𝑀1 . Согласно предложению 3.1 deg(𝐹 ) = deg(𝑓). По лемме 3.1 𝑀2 является от-
крытым всюду плотным подмногообразием в 𝒩2. Заметим, что 𝑀2 — открытое всюду
плотное многообразие в ∆𝒩2

𝑛 . Следовательно, как известно из теории интегрирования на
многообразиях, имеет место следующее равенство∫︁

Δ
𝒩2
𝑛

𝜔 =

∫︁
𝑀2

𝜔.

С другой стороны, из теоремы 2.1 следует∫︁
𝒩2

𝜔 =

∫︁
Δ

𝒩2
𝑛

𝜔.

Принимая это во внимание, а также равенство deg(𝐹 ) = deg(𝑓), мы получаем

deg(𝑓)

∫︁
𝒩2

𝜔 = deg(𝐹 )

∫︁
𝑀2

𝜔. (3.6)

Докажем, что ∫︁
𝒩1

𝑓 *𝜔 =

∫︁
𝑀1

𝑓 *𝜔. (3.7)

Согласно теореме 2.1 имеем ∫︁
𝒩1

𝑓 *𝜔 =

∫︁
Δ

𝒩1
𝑛

𝑓 *𝜔.

Проверим равенство ∫︁
Δ

𝒩1
𝑛

𝑓 *𝜔 =

∫︁
𝑀1

𝑓 *𝜔. (3.8)

Заметим, что точки из ∆𝒩1
𝑛 могут быть как 𝑓–сингулярными, так и 𝑓–регулярными.

Пусть точка 𝑥 ∈ ∆𝒩1
𝑛 является 𝑓–сингулярной точкой отображения 𝑓. Пусть (𝑉𝛽, 𝐺𝛽, 𝜓𝛽)

и (𝑈̃𝛼,Γ𝛼, 𝜙𝛼) — линеаризованные карты в 𝑥 и 𝑓(𝑥) с координатными окрестностями 𝑉𝛽 и
𝑈𝛼, соответственно. Не теряя общности, будем считать, что 𝑓(𝑉𝛽) ⊂ 𝑈𝛼. Обозначим через

𝑓𝛼𝛽 : 𝑉𝛽 → 𝑈̃𝛼 представитель отображения 𝑓 в этих картах. Заметим, что 𝐺𝛽 = {id𝑉𝛽
} и

𝑛–форма 𝜔 определяет 𝑛–форму 𝜔𝛼 на 𝑈̃𝛼. Следовательно, 𝑛–форма (𝑓𝛼𝛽)
*𝜔𝛼 является

представителем 𝑛–формы 𝑓 *𝜔 на 𝑉𝛽. Поскольку точка 𝑥 = 𝜓𝛽(0) является 𝑓–сингулярной,

дифференциал 𝑑𝑓𝛼𝛽 : 𝑇0𝑉𝛽 → 𝑇0𝑈̃𝛼 отображения 𝑓𝛼𝛽 в 0 не является изоморфизмом этих
векторных пространств. Это означает, что образы 𝑑𝑓𝛼𝛽(𝑋1), 𝑑𝑓𝛼𝛽(𝑋2), . . . , 𝑑𝑓𝛼𝛽(𝑋𝑛) про-

извольных 𝑛 векторов 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 ∈ 𝑇0𝑉𝛽 являются линейно зависимыми, поэтому

𝑛–форма (𝑓𝛼𝛽)
*𝜔𝛼 равна нулю в точке 0 ∈ 𝑉𝛽. Следовательно, 𝑛–форма 𝑓

*𝜔 равна нулю
в точке 𝑥. Таким образом, в каждой 𝑓–сингулярной точке 𝑥 ∈ ∆𝒩1

𝑛 𝑛–форма 𝑓 *𝜔 равна
нулю и мы можем не учитывать 𝑓–сингулярные точки при интегрировании по ∆𝒩1

𝑛 .
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Пусть 𝑥 ∈ ∆𝒩1
𝑛 — 𝑓–регулярная точка отображения 𝑓. Поскольку множество 𝑓–регу-

лярных точек открыто в 𝒩1, существует такая карта (𝑉 ,Γ𝑉 , 𝜙𝑉 ) в 𝑥 ∈ 𝑉 с координат-
ной окрестностью 𝑉 ⊂ ∆𝒩1

𝑛 , что каждая точка из 𝑉 является 𝑓–регулярной. Обозначим

через 𝑓 : 𝑉 → 𝑈̃ представителя отображения 𝑓 в картах (𝑉 ,Γ𝑉 , 𝜙𝑉 ) и (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈), где
(𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) — карта в точке 𝑓(𝑥) с координатной окрестностью 𝑈 . Не теряя общности,

можно считать, что 𝑓(𝑉 ) = 𝑈. Тогда 𝑓 — диффеоморфизм 𝑉 на образ 𝑓(𝑉 ) = 𝑈̃ . Согласно
лемме 3.1 пересечение 𝑀2 = Reg(𝑓) ∩∆𝒩2

𝑛 открыто и всюду плотно в 𝒩2. Следовательно,
пересечение 𝑈 ∩𝑀2 открыто и всюду плотно в 𝑈 и интеграл∫︁

𝑉

𝑓 *𝜔

достаточно вычислять только по множеству точек 𝑥 ∈ 𝑉 , для которых 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 ∩𝑀2, то
есть 𝑥 ∈𝑀1. Таким образом, ∫︁

𝑉

𝑓 *𝜔 =

∫︁
𝑉 ∩𝑀1

𝑓 *𝜔. (3.9)

Так как 𝑥 ∈ ∆𝒩1
𝑛 — произвольная 𝑓–регулярная точка, равенство (3.9) влечет равен-

ство (3.8).
Благодаря равенствам deg(𝑓) = deg(𝐹 ), (3.6) и (3.7), доказательство теоремы 1.1 сво-

дится к проверке равенства ∫︁
𝑀1

𝑓 *𝜔 = deg(𝑓)

∫︁
𝑀2

𝜔, (3.10)

где носитель supp𝜔 формы 𝜔 лежит в 𝑀2.
Так как носитель supp𝜔 формы 𝜔 является компактным подмножеством в 𝑀2, суще-

ствует конечное покрытие 𝜉 = {𝑈𝑘}𝑘=1,...,𝑚 носителя supp𝜔 координатными окрестностями
𝑈𝑘. Пусть {𝑓𝑘}𝑘=1,...,𝑚 — семейство функций на𝑀2, задающее конечное разбиение единицы,
подчиненное покрытию 𝜉. По определению∫︁

𝑀2

𝜔 =
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔,

где supp 𝑓𝑘𝜔 ⊂ 𝑈𝑘.
В силу предложения 3.1 отображение 𝐹 = 𝑓 |𝑀1 является собственным, следовательно,

носитель supp 𝑓 *𝜔 также компактен. Более того, 𝜂 = {𝑉𝑘 = 𝑓−1(𝑈𝑘)}𝑘=1,...,𝑚 — конечное
покрытие supp 𝑓 *𝜔.
Нетрудно видеть, что семейство {𝑔𝑘 := 𝑓𝑘 ∘ 𝑓}𝑘=1,...,𝑚 является конечным разбиением

единицы, подчиненным покрытию 𝜂, и supp(𝑔𝑘𝑓
*𝜔) ⊂ 𝑉𝑘 ∀𝑘 = 1, . . . ,𝑚. Поэтому∫︁

𝑀1

𝑓 *𝜔 =
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑉𝑘

𝑔𝑘𝑓
*𝜔.

Таким образом, для доказательства равенства (3.10) достаточно проверить следующее
равенство ∫︁

𝑉𝑘

𝑔𝑘𝑓
*𝜔 = deg(𝑓)

∫︁
𝑈𝑘

𝑓𝑘𝜔.
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Рассмотрим такую произвольную карту (𝑈̃ ,Γ𝑈 , 𝜙𝑈) с координатной окрестностью 𝑈 =
𝜙𝑈(𝑈̃), что supp𝜔 ⊂ 𝑈. В этом случае supp 𝑓 *𝜔 ⊂ 𝑊 = 𝑓−1(𝑈). Проверим равенство∫︁

𝑊

𝑓 *𝜔 = deg(𝑓)

∫︁
𝑈

𝜔. (3.11)

Вообще говоря, многообразие 𝑊 является несвязным. Обозначим через 𝑊𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠,
связные компоненты многообразия 𝑊. Для кажого 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 ограничение 𝑓 |𝑊𝑖

: 𝑊𝑖 → 𝑈
является диффеоморфизмом односвязных многообразий. Без потери общности, можно
считать, что 𝑊𝑖 — координатная окрестность многообразия 𝑀1. Пусть (𝑥𝑚𝑖 ) и (𝑦𝑙) — ло-
кальные координаты в 𝑊𝑖 и 𝑈, соответственно. Запишем диффеоморфизм 𝑓 |𝑊𝑖

: 𝑊𝑖 → 𝑈
в локальных координатах:

𝑦𝑙 = 𝑦𝑙(𝑥𝑚𝑖 ) = 𝑦𝑙(𝑥1𝑖 , 𝑥
2
𝑖 , . . . , 𝑥

𝑛
𝑖 ), 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑛. (3.12)

В координатах (𝑥𝑚𝑖 ) и (𝑦𝑙) формы 𝜔 и 𝑓 *𝜔 имеют вид:

𝜔 = 𝜙(𝑦𝑙)𝑑𝑦1 ∧ 𝑑𝑦2 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛,

𝑓 *𝜔 = 𝜙(𝑦𝑙(𝑥𝑚𝑖 )) det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂
𝑑𝑥1𝑖 ∧ 𝑑𝑥2𝑖 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛𝑖 ,

где det
(︁

𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚
𝑖

)︁
— якобиан замены переменных (3.12). Запишем формулу замены перемен-

ных в кратном интеграле∫︁
𝑈

𝜙(𝑦𝑙)𝑑𝑦1 ∧ 𝑑𝑦2 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛 =

∫︁
𝑊𝑖

𝜙(𝑦𝑙(𝑥𝑚𝑖 ))

⃒⃒⃒⃒
det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥1𝑖 ∧ 𝑑𝑥2𝑖 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛𝑖 . (3.13)

Заметим, что

det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂
= sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒
det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒
. (3.14)

Из (3.13) и (3.14) следует, что∫︁
𝑊𝑖

𝑓 *𝜔 =

∫︁
𝑊𝑖

𝜙(𝑦𝑙(𝑥𝑚𝑖 )) det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂
𝑑𝑥1𝑖 ∧ 𝑑𝑥2𝑖 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛𝑖

= sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂∫︁
𝑊𝑖

𝜙(𝑦𝑙(𝑥𝑚𝑖 ))

⃒⃒⃒⃒
det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥1𝑖 ∧ 𝑑𝑥2𝑖 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛𝑖

= sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂∫︁
𝑈

𝜙(𝑦𝑙)𝑑𝑦1 ∧ 𝑑𝑦2 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑦𝑛 = sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂∫︁
𝑈

𝜔.

Следовательно, ∫︁
𝑊𝑖

𝑓 *𝜔 = sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂∫︁
𝑈

𝜔. (3.15)

Суммируя равенства (3.15) по 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑠} и используя определение степени собствен-
ного отображения между гладкими многообразиями, получим следующую цепочку ра-
венств ∫︁

𝑊

𝑓 *𝜔 =
𝑠∑︁

𝑖=1

∫︁
𝑊𝑖

𝑓 *𝜔 =
𝑠∑︁

𝑖=1

sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂∫︁
𝑈

𝜔

=

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

sgn det

(︂
𝜕𝑦𝑙

𝜕𝑥𝑚𝑖

)︂)︃∫︁
𝑈

𝜔 = deg(𝑓)

∫︁
𝑈

𝜔.



22 А.В. БАГАЕВ, Н.И. ЖУКОВА

Таким образом, формула (3.11) верна и теорема 1.1 полностью доказана.

3.4. Доказательство теоремы 1.2. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — собственное отображение
связных ориентированных гладких орбифолдов одной размерности 𝑛, Ω — форма объема
на компактном орбифолде 𝒩2, заданная римановой метрикой 𝑔, Vol(𝒩2) — объем орби-
фолда 𝒩2 (см. раздел 2.4). Поскольку орбифолд 𝒩2 компактен, Vol(𝒩2) <∞.
Согласно доказательству теоремы 1.1, 𝑛–форма 𝑓 *Ω равна нулю в каждой 𝑓–

сингулярной точке. Следовательно, вообще говоря, 𝑓 *Ω не является формой объема на
𝒩1 (см. пример 3.1).
Заменяя интеграл в правой части равенства (1.1) на Vol(𝒩2), мы получаем равенство

из теоремы 1.2

deg(𝑓) =
1

Vol(𝒩2)

∫︁
𝒩1

𝑓 *Ω.

Благодаря теореме 1.1, правая часть этого равенства не зависит от выбора римановой
метрики 𝑔 на 𝒩2.
Таким образом, теорема 1.2 доказана.

3.5. Доказательство следствия 1.1. Напомним понятие накрывающего отображения
для орбифолдов [15, Глава 13]. Гладкое отображение орбифолдов 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 называется
накрывающим или накрытием, если для каждой точки 𝑥 ∈ 𝒩2 существует такая карта
(𝑈̃ ,Γ, 𝜙) с координатной окрестностью 𝑈 ∋ 𝑥, что для каждой связной компоненты 𝑈 ′

прообраза 𝑓−1(𝑈) существует такой гомеоморфизм 𝑞′ : 𝑈̃/Γ′ → 𝑈 ′, что 𝑓 |𝑈 ′ ∘ 𝜙′ = 𝜙, где
Γ′ — некоторая подгруппа группы Γ, а 𝜙′ : 𝑈̃ → 𝑈 ′ является композицией отображения
𝑞′ с фактор-отображением 𝑈̃ → 𝑈̃/Γ′. Карта (𝑈̃ ,Γ, 𝜙) в этом определении называется
правильно накрытой.
Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — накрывающее отображение. Накрывающим преобразованием на-

зывается такой автоморфизм ℎ : 𝒩1 → 𝒩1 накрывающего орбифолда 𝒩1, что 𝑓 ∘ ℎ = 𝑓.
Множество 𝐺(𝑓) всех накрывающих преобразований накрытия 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 определяет
группу. Накрытие 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 называется регулярным, если 𝒩2 = 𝒩1/𝐺(𝑓).
Число листов накрывающего отображения 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 определяется как число прооб-

разов точки из ∆𝒩2
𝑛 .

Перейдем к доказательству следствия 1.1. Пусть 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — сюръективное регу-
лярное отображение между компактными орбифолдами 𝒩1 и 𝒩2. В силу компактности
орбифолда 𝒩1 отображение 𝑓 является собственным. Пусть Ω — форма объема на ком-
пактном орбифолде 𝒩2, заданная римановой метрикой 𝑔. Поскольку 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 — регу-
лярное отображение, 𝑓 *Ω является формой объема на 𝒩1. Обозначим через Vol(𝒩1) объем
компактного орбифолда 𝒩1. Тогда формула (1.2) может быть записана в следующем виде

deg(𝑓) =
Vol(𝒩1)

Vol(𝒩2)
,

что завершает доказательство утверждения 2) следствия 1.1.
Так как 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 является сюръективным регулярным отображением, все точки

орбифолда 𝒩2 являются регулярными значениями отображения 𝑓 , то есть Reg(𝑓) = 𝒩2,
следовательно, 𝑀2 = ∆𝒩2

𝑛 . Таким образом, 𝑓 |𝑀1 : 𝑀1 → 𝑀2 является конечнолистным
регулярным накрытием. Обозначим через 𝑘 число листов этого накрытия. Из (3.10) мы
получаем, что 𝑘 = deg(𝑓). Итак, утверждение 1) следствия 1.1 доказано.
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3.6. Примеры.

Пример 3.1. Пусть 𝑓 : S1 → S1 отображение окружности S1 на себя как на Рис. 1.
Отображение 𝑓 является сюръективным собственным отображением. Отметим, что про-
образы точек 𝑧1 и 𝑧2 являются компактными множествами в S1 и представляют собой
отрезки: 𝑓−1(𝑧𝑖) = [𝑥𝑖, 𝑦𝑖], 𝑖 = 1, 2. Точки этих отрезков 𝑓–сингулярны, а все остальные
точки окружности S1 являются 𝑓–регулярными.

f

1

1 2

1 2

1 2

1

S

x x

y y

z z

S

Рис. 1. Форма 𝑓 *Ω не является формой объема.

Пусть на S1 задана форма объема Ω. Согласно доказательству теоремы 1.1 форма 𝑓 *Ω
обращается в ноль в каждой точке отрезков [𝑥1, 𝑦1] и [𝑥2, 𝑦2]. Таким образом, 𝑓 *Ω не яв-
ляется формой объема на S1. Очевидно, что степень отображения 𝑓 равна 1.

Пример 3.2. Пусть 𝒩1 — двумерная сфера S2, 𝛾 — вращение сферы S2 на угол 2𝜋
𝑘
,

𝑘 ∈ N, 𝑘 ⩾ 2, вокруг прямой 𝑙, проходящей через центр 𝑂 сферы S2. Группа Γ, порож-
денная отображением 𝛾, изоморфна группе Z𝑘 классов вычетов по модулю 𝑘. Фактор–
пространство 𝒩2 = S2/Γ гомеоморфно сфере S2 и является двумерным орбифолдом (см.
Рис. 2).
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Рис. 2. 𝑘–Листное накрытие 𝑓 : S2 → S2/Γ.

Фактор–отображение 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 является 𝑘–листным накрытием. Поскольку группа Γ
оставляет неподвижными только две точки 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝑙∩S2, орбифолд 𝒩2 имеет только две
сингулярные точки 𝐵1 = 𝑓(𝐴1), 𝐵2 = 𝑓(𝐴2), остальные точки орбифолда 𝒩2 регулярны.
Таким образом,𝒩2 имеет стратификацию {∆𝒩2

0 ,∆𝒩2
2 }, где∆𝒩2

0 = {𝐵1, 𝐵2},∆𝒩2
2 = 𝒩2∖∆𝒩2

0 .
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Отметим, что все точки орбифолда 𝒩2 являются регулярными значениями: Reg(𝑓) =
𝒩2. Следовательно, 𝑀2 = ∆𝒩2

2 , 𝑀1 = 𝑓−1(𝑀2) = S2 ∖ {𝐴1, 𝐴2}. Согласно следствию 1.1,
степень отображения 𝑓 равна 𝑘.

Пример 3.3. Пусть 𝒩1 = T𝑛 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛 | |𝑧𝑘| = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛} — 𝑛–
мерный тор. Зададим отображение 𝛾 : T𝑛 → T𝑛 формулой 𝛾(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),
где (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ T𝑛, а 𝑧𝑘 — комплексное число, сопряженное с 𝑧𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Груп-
па Γ, порожденная отображением 𝛾, изоморфна группе Z2 классов вычетов по модулю 2.
Фактор–пространство 𝒩2 = T𝑛/Γ является 𝑛–мерным компактным ориентированным ор-
бифолодом. Группа Γ оставляет неподвижными 2𝑛 точек (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ T𝑛, где 𝑧𝑘 ∈ {1,−1},
𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Поэтому орбифолд 𝒩2 имеет 2𝑛 сингулярных точeк, орбифолдная группа ко-
торых изоморфна Z2. В совокупности эти сингулярные точки составляют нульмерную
страту ∆𝒩2

0 , остальные точки орбифолда 𝒩2 регулярны. Таким образом, 𝒩2 имеет стра-
тификацию {∆𝒩2

0 ,∆𝒩2
𝑛 }.

Фактор–отображение 𝑓 : 𝒩1 → 𝒩2 является 2–листным регулярным накрытием. Все
точки орбифолда 𝒩2 являются регулярными значениями отображения 𝑓 , т.е. Reg(𝑓) = 𝒩2.
Из следствия 1.1 вытекает, что степень отображения 𝑓 равна 2 и Vol(𝒩1) = 2Vol(𝒩2).
При 𝑛 = 4 орбифолд 𝒩2 имеет 16 сингулярных точек и называется поверхностью Кум-

мера [1, Пример 1.9].
При 𝑛 = 2 орбифолд 𝒩2 имеет 4 сингулярные точки, гомеоморфен 2–мерной сфере S2

и называется «Подушкой» (см. Рис. 3).

f
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2
2

Рис. 3. 2–Листное накрытие орбифолда 𝒩2 тором T2.
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