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Аннотация. В работе изучается проблема разрешимости уравнения свертки (в част-
ности, дифференциально–разностного уравнения) в пространстве Шварца на неогра-
ниченном выпуклом множестве R𝑛.
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1. Введение

1.1. О задаче. Пусть 𝐶 — открытый выпуклый острый конус в R𝑛 с вершиной в нача-
ле координат [1, глава 1, §4], 𝑏 — выпуклая непрерывная позитивно однородная степени 1
функция на 𝐶 — замыкании 𝐶. Пара (𝑏, 𝐶) определяет замкнутое выпуклое неограничен-
ное множество

𝑈(𝑏, 𝐶) = {𝜉 ∈ R𝑛 : −⟨𝜉, 𝑦⟩ ⩽ 𝑏(𝑦), ∀𝑦 ∈ 𝐶},
не содержащее целую прямую. Отметим, что внутренность 𝑈(𝑏, 𝐶) непуста и совпадает с
множеством

𝑉 (𝑏, 𝐶) = {𝜉 ∈ R𝑛 : −⟨𝜉, 𝑦⟩ < 𝑏(𝑦), ∀𝑦 ∈ 𝐶},
а замыкание 𝑉 (𝑏, 𝐶) есть 𝑈(𝑏, 𝐶). Для краткости в ряде случаев будем обозначать множе-
ство 𝑈(𝑏, 𝐶) через 𝑈 , а множество 𝑉 (𝑏, 𝐶) — через 𝑉 .
Наиболее известный пример множества 𝑈(𝑏, 𝐶) получим, если в качестве функции 𝑏

положить: 𝑏(𝑦) = 𝑟‖𝑦‖ с 𝑟 ⩾ 0 для 𝑦 ∈ 𝐶. В этом случае [1, глава 1, §4, Лемма 3]

𝑈(𝑏, 𝐶) = 𝐶* +𝐵𝑟,

где
𝐶* = {𝜉 ∈ R𝑛 : ⟨𝜉, 𝑦⟩ ⩾ 0, ∀𝑦 ∈ 𝐶}

— сопряжённый конус, 𝐵𝑟 — замкнутый шар радиуса 𝑟 с центром в нуле. Этот пример
допускает обобщение: если 𝒦 — выпуклый компакт в R𝑛,

𝑏(𝑦) = sup
𝑡∈𝒦

(−⟨𝑦, 𝑡⟩) для 𝑦 ∈ 𝐶,

то
𝑈(𝑏, 𝐶) = 𝐶* +𝒦.
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Для произвольного множества 𝑀 ⊂ R𝑛 определим функцию 𝐻𝑀 в R𝑛 по формуле

𝐻𝑀(𝑥) = sup
𝜉∈𝑀

(−⟨𝑥, 𝜉⟩), 𝑥 ∈ R𝑛.

Положим 𝑏̃(𝑦) = 𝑏(𝑦) для 𝑦 ∈ 𝐶, 𝑏̃(𝑦) = +∞ для 𝑦 /∈ 𝐶. Тогда

dom 𝑏̃ = {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑏̃(𝑦) <∞} = 𝐶

— замкнутое множество в R𝑛, 𝑏̃ непрерывна на 𝐶 и, значит, функция 𝑏̃ – замкнутая [5,
глава 2, §7]. Кроме того, согласно [5, Следствие 13.2.1],

𝑏̃ = 𝐻𝑈 .

Пусть 𝐷 ⊂ R𝑛 — ограниченная выпуклая область, 𝐾 — замыкание области 𝐷 в R𝑛.
Образуем множество

𝐺 = 𝑈 +𝐾.

𝐺 — замкнутое выпуклое неограниченное множество. Для любого 𝑦 ∈ R𝑛 имеем

𝐻𝐺(𝑦) = sup
𝜉1∈𝑈,𝜉2∈𝐾

(−⟨𝜉1 + 𝜉2, 𝑦⟩) = sup
𝜉1∈𝑈

(−⟨𝜉1, 𝑦⟩) + max
𝜉2∈𝐾

(−⟨𝜉2, 𝑦⟩) = 𝑏̃(𝑦) +𝐻𝐾(𝑦).

Значит,

𝐻𝐺(𝑦) = 𝑏(𝑦) +𝐻𝐾(𝑦), 𝑦 ∈ 𝐶.

Таким образом, функция 𝐻𝐺 непрерывна на 𝐶. Отметим, что

𝐺 = {𝜉 ∈ R𝑛 : −⟨𝜉, 𝑦⟩ ⩽ 𝐻𝐺(𝑦), ∀𝑦 ∈ 𝐶}.

Для Ω = 𝑈 или Ω = 𝐺 через 𝑆(Ω) обозначим пространство Шварца функций 𝑓 класса
𝐶∞ на Ω таких, что для любого 𝑝 ∈ Z+

‖𝑓‖𝑝,Ω = sup
𝑥∈int Ω,|𝛼|⩽𝑝

|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|(1 + ‖𝑥‖)𝑝 <∞.

Здесь ‖ · ‖ — евклидова норма в R𝑛. Топология в 𝑆(Ω) задаётся семейством норм ‖𝑓‖𝑝,Ω
(𝑝 ∈ Z+).
Пусть 𝜇 — линейный непрерывный функционал на пространстве 𝐶∞(𝐾) бесконечно

дифференцируемых на 𝐾 функций 𝑓 с топологией, определяемой системой норм

‖𝑓‖𝑚 = max
𝑥∈𝐾,|𝛼|⩽𝑚

|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|, 𝑚 ∈ Z+.

Тогда при некоторых 𝑝 ∈ N и 𝑐𝜇 > 0

|⟨𝜇, 𝑓⟩| ⩽ 𝑐𝜇‖𝑓‖𝑝, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐾). (1.1)

Отметим, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 + 𝐾) и любого 𝑥 ∈ 𝑈 функция
𝑓𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡 + 𝑥) корректно определена для 𝑡 ∈ 𝐾 и принадлежит классу 𝐶∞(𝐾). При
этом линейный оператор 𝑇𝑥 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 +𝐾) → 𝑓𝑥 действует из 𝑆(𝑈 +𝐾) в 𝐶∞(𝐾) непре-
рывно (см. Лемму 3.1).
Определим свёртку 𝜇 * 𝑓 функционала 𝜇 и функции 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 +𝐾) по правилу

(𝜇 * 𝑓)(𝑥) = ⟨𝜇𝑡, 𝑓(𝑥+ 𝑡)⟩, 𝑥 ∈ 𝑈.

Отметим, что поскольку для любого 𝑥 ∈ 𝑈 функция 𝑓𝑥 принадлежит классу 𝐶
∞(𝐾), тогда

функция 𝜇 * 𝑓 корректно определена на 𝑈 . Более того, 𝜇 * 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈) (см. Лемму 3.2),
причём для любого 𝛽 ∈ Z𝑛

+

(𝐷𝛽(𝜇 * 𝑓))(𝑥) = (𝜇 *𝐷𝛽𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈. (1.2)
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Отметим, что оператор 𝑀𝜇 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 + 𝐾) → 𝜇 * 𝑓 действует из 𝑆(𝑈 + 𝐾) в 𝑆(𝑈).
Действительно, пользуясь (1.1) и (1.2), имеем для любых 𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑚 ∈ Z+ и 𝛽 ∈ Z𝑛

+ с
|𝛽| ⩽ 𝑚

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛽(𝑇𝜇𝑓)(𝑥)| ⩽ 𝑐𝜇 sup
𝑡∈𝐾,|𝛼|⩽𝑝

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼+𝛽𝑓)(𝑥+ 𝑡)|.

Отсюда следует, что при некотором 𝐴 = 𝐴(𝑚,𝐾) > 0

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛽(𝑀𝜇𝑓)(𝑥)| ⩽ 𝐴𝑐𝜇 sup
𝜉∈𝐺,

|𝛾|⩽𝑚+𝑝

(1 + ‖𝜉‖)𝑚|(𝐷𝛾𝑓)(𝜉)| ⩽ 𝐴𝑐𝜇‖𝑓‖𝑚+𝑝,𝐺.

Таким образом, для любого 𝑚 ∈ Z+

‖𝑀𝜇𝑓‖𝑚,𝑈 ⩽ 𝐴𝑐𝜇‖𝑓‖𝑚+𝑝,𝐺, 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 +𝐾).

Это неравенство означает, что 𝑀𝜇(𝑓) ∈ 𝑆(𝑈) и линейный оператор 𝑀𝜇 действует из
𝑆(𝑈 +𝐾) в 𝑆(𝑈) непрерывно.
Естественным образом возникает задача найти условия на 𝜇 при выполнении которых

оператор 𝑀𝜇 : 𝑆(𝑈 + 𝐾) → 𝑆(𝑈) является сюръективным. В данной заметке будет при-
ведено достаточное условие сюръективности. Кроме того, представляет интерес задача о
разрешимости линейного дифференциального уравнения в частных производных с посто-
янными коэффициентами в 𝑆(𝑈).

1.2. Обозначения и определения. Для

𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛
+, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) ∈ R𝑛(C𝑛)

полагаем

‖𝑢‖ =

√︁
|𝑢1|2 + · · ·+ |𝑢𝑛|2, |𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛,

𝛼! = 𝛼1! · · ·𝛼𝑛!, 𝑢𝛼 = 𝑢𝛼1
1 · · ·𝑢𝛼𝑛

𝑛 ,

𝐷𝛼 =
𝜕|𝛼|

𝜕𝑢𝛼1
1 · · · 𝜕𝑢𝛼𝑛

𝑛

.

Для 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛(C𝑛) пусть

⟨𝑢, 𝑣⟩ := 𝑢1𝑣1 + · · ·+ 𝑢𝑛𝑣𝑛.

𝐻(𝑇𝐶) — пространство голоморфных функций в трубчатой области 𝑇𝐶 = R𝑛 + 𝑖𝐶.
∆𝐶(𝑦) — расстояние от точки 𝑦 ∈ 𝐶 до границы конуса 𝐶.
Для 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛 и 𝑟 > 0

∆(𝑧, 𝑟) = {𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ C𝑛 : |𝑤𝑗 − 𝑧𝑗| ⩽ 𝑟, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}.

[𝑥, 𝜉] — отрезок, соединяющий точки 𝑥, 𝜉 ∈ R𝑛.
Для произвольного локально выпуклого пространства 𝑋 через 𝑋 ′ обозначаем простран-

ство линейных непрерывных функционалов на 𝑋, через 𝑋* — сильное сопряжённое про-
странство.

2. О сопряженном к пространству 𝑆(𝑈)

Известно [1], [11], что для любого 𝑧 ∈ R𝑛+ 𝑖𝐶 функция 𝑓𝑧(𝜉) = 𝑒𝑖⟨𝜉,𝑧⟩ принадлежит 𝑆(𝑈).
Поэтому для произвольного функционала 𝛷 ∈ 𝑆 ′(𝑈) функция

𝛷̂(𝑧) = (𝛷, 𝑒𝑖⟨𝜉,𝑧⟩)

корректно определена в 𝑇𝐶 = R𝑛+𝑖𝐶. Она голоморфна в 𝑇𝐶 [1], [11]. Функция 𝛷̂ называется
преобразованием Фурье — Лапласа функционала 𝛷.
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Определим пространство 𝑉𝑏(𝑇𝐶) следующим образом. Для каждого 𝑚 ∈ N определим
нормированные пространства

𝑉𝑏,𝑚(𝑇𝐶) =

{︃
𝑓 ∈ 𝐻(𝑇𝐶) : 𝑁𝑚(𝑓) = sup

𝑧∈𝑇𝐶

|𝑓(𝑧)|
(1 + ‖𝑧‖)𝑚(1 + 1

Δ𝐶(𝑦)
)𝑚𝑒𝑏(𝑦)

<∞

}︃
,

где 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦 ∈ 𝐶. Пусть

𝑉𝑏(𝑇𝐶) =
∞⋃︁

𝑚=0

𝑉𝑏,𝑚(𝑇𝐶).

С обычными операциями сложения и умножения на комплексные числа 𝑉𝑏(𝑇𝐶) — линейное
пространство. Наделим 𝑉𝑏(𝑇𝐶) топологией индуктивного предела пространств 𝑉𝑏,𝑚(𝑇𝐶).
𝑉𝑏(𝑇𝐶) — пространство (𝐿𝑁*) [6] или, придерживаясь более современной терминологии, —
пространство 𝐷𝐹𝑆 [3].
Имеет место следующая теорема Пейли — Винера — Шварца для пространства 𝑆(𝑈).

Теорема 2.1. Преобразование Фурье — Лапласа ℱ : 𝑆*(𝑈) → 𝑉𝑏(𝑇𝐶), задаваемое по

правилу ℱ(𝑇 ) = 𝑇 , — изоморфизм.

Теорема 2.1 установлена в работе [4] по схеме из [1]. Для 𝑏(𝑦) = 𝑎‖𝑦‖ (𝑎 ⩾ 0) Теорема
2.1 получена В.С. Владимировым [1, глава 2, §12].

Замечание 2.1. Определим для каждого 𝜀 > 0 функцию 𝑏𝜀 на 𝐶 по правилу

𝑏𝜀(𝑦) = 𝑏(𝑦) + 𝜀‖𝑦‖
и пространство 𝑉𝑏𝜀(𝑇𝐶) — индуктивный предел нормированных пространств

𝑉𝑏𝜀,𝑘(𝑇𝐶) =

{︃
𝑓 ∈ 𝐻(𝑇𝐶) : 𝑁𝑘,𝜀(𝑓) = sup

𝑧∈𝑇𝐶

|𝑓(𝑧)|𝑒−𝑏𝜀(𝑦)

(1 + ‖𝑧‖)𝑘(1 + 1
Δ𝐶(𝑦)

)𝑘
<∞

}︃
,

где 𝑘 ∈ Z+, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦 ∈ 𝐶. Пусть 𝐻𝑏(𝑇𝐶) — проективный предел пространств

𝑉𝑏𝜀(𝑇𝐶). Известно [10, Теорема D], что пространства 𝑉𝑏(𝑇𝐶) и 𝐻𝑏(𝑇𝐶) совпадают.

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 3.1. Пусть 𝑥 ∈ 𝑈 .Тогда линейный оператор 𝑇𝑥 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝐺) → 𝑓𝑥 действует из

𝑆(𝐺) в 𝐶∞(𝐾) и является непрерывным.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 +𝐾). Тогда для любого 𝑚 ∈ Z+

|(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ⩽
‖𝑓‖𝑚,𝐺

(1 + ‖𝜉‖)𝑚
, |𝛼| ⩽ 𝑚, 𝜉 ∈ 𝐺. (3.1)

Следовательно,

‖𝑇𝑥(𝑓)‖𝑚 = max
𝑡∈𝐾,|𝛼|⩽𝑚

|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥+ 𝑡)| ⩽
‖𝑓‖𝑚,𝐺

(1 + ‖𝑡+ 𝑥‖)𝑚
⩽ ‖𝑓‖𝑚,𝐺.

Таким образом, линейный оператор 𝑇𝑥 непрерывен.

Лемма 3.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈 +𝐾). Тогда 𝜇 * 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈).

Доказательство. Покажем вначале, что функция 𝜇 * 𝑓 непрерывна на 𝑉 . Пусть 𝑥0 —
произвольная точка из 𝑉 . Тогда

(𝜇 * 𝑓)(𝑥)− (𝜇 * 𝑓)(𝑥0) = ⟨𝜇𝑡, 𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥0 + 𝑡)⟩, 𝑥 ∈ 𝑉.
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Так как при некоторых 𝑚 ∈ N и 𝑐𝜇 > 0

|⟨𝜇, 𝑔⟩| ⩽ 𝑐𝜇‖𝑔‖𝑚, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝐾), (3.2)

имеем

|(𝜇 * 𝑓)(𝑥)− (𝜇 * 𝑓)(𝑥0)| = |⟨𝜇, 𝑓𝑥 − 𝑓𝑥0⟩| ⩽ 𝑐𝜇‖𝑓𝑥 − 𝑓𝑥0‖𝑚
= 𝑐𝜇 max

𝑡∈𝐾,
|𝛼|⩽𝑚

|(𝐷𝛼(𝑓𝑥(𝑡)− 𝑓𝑥0(𝑡))|

⩽ 2𝑐𝜇 max
𝑡∈𝐾,
|𝛼|⩽𝑚

max
𝜉∈[𝑡+𝑥0,𝑡+𝑥],

𝛽∈Z𝑛+:|𝛽|=1

|(𝐷𝛼+𝛽𝑓)(𝜉)|‖𝑥− 𝑥0‖.

Воспользовавшись неравенством (3.2), получим, что

|(𝜇 * 𝑓)(𝑥)− (𝜇 * 𝑓)(𝑥0)| ⩽ 2𝑐𝜇|‖𝑥− 𝑥0‖‖𝑓‖𝑚+1,𝐺.

Таким образом, 𝜇 * 𝑓 непрерывна в точке 𝑥0 ∈ 𝑉 . А так как 𝑥0 — произвольная точка из
𝑉 , 𝜇 * 𝑓 непрерывна в 𝑉 .
Далее покажем, что 𝜇 * 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑉 ) и что для любого 𝛼 ∈ Z𝑛

+

(𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥) = (𝜇 *𝐷𝛼𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉.

Возьмём произвольную точку 𝑥0 из 𝑉 . Пусть 𝛼 ∈ Z𝑛
+. Для любого ℎ ∈ R𝑛 такого, что

𝑥0 + ℎ ∈ 𝑉 имеем

(𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥0 + ℎ)− (𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥0)−
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

⟨𝜇,𝐷𝛼+𝛽𝑓𝑥0⟩ℎ𝛽

=⟨𝜇,𝐷𝛼𝑓𝑥0+ℎ⟩ − ⟨𝜇,𝐷𝛼𝑓𝑥0⟩ −
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

⟨𝜇,𝐷𝛼+𝛽𝑓𝑥0⟩ℎ𝛽

=⟨𝜇,𝐷𝛼𝑓𝑥0+ℎ −𝐷𝛼𝑓𝑥0 −
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

𝐷𝛼+𝛽𝑓𝑥0ℎ
𝛽⟩.

Отметим, что для любого 𝑡 ∈ 𝐾 и любого 𝛾 ∈ Z𝑛
+ с |𝛾| ⩽ 𝑚

(𝐷𝛼+𝛾𝑓𝑥0+ℎ)(𝑡)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓𝑥0)(𝑡)−
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓𝑥0)(𝑡)ℎ
𝛽

=(𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0 + ℎ)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0)−
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝑡+ 𝑥0)ℎ
𝛽.

Отсюда следует, что

|(𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0 + ℎ)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0)−
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝑡+ 𝑥0)ℎ
𝛽|

⩽2
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=2

( max
𝜉∈[𝑡+𝑥0,𝑡+𝑥0+ℎ]

|(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝜉)|)|ℎ𝛽|

𝛽!

⩽2( max
𝜉∈[𝑡+𝑥0,𝑡+𝑥0+ℎ],

𝛽∈Z𝑛+:|𝛽|=2

|(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝜉)|)
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=2

|ℎ𝛽|
𝛽!

⩽
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=2

2

𝛽!
max

𝜉∈[𝑥+𝑦,𝑥+𝑦+ℎ],
𝛽∈Z𝑛+:|𝛽|=2

(|(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝜉)|)‖ℎ‖2.



68 И.Х. МУСИН, З.Ю. ФАЗУЛЛИН, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Отсюда, принимая во внимание неравенство (3.2), получим, что

|(𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0 + ℎ)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥0)−
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝑡+ 𝑥0)ℎ
𝛽|

⩽
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=2

2‖𝑓‖𝑚+|𝛼|+2,𝐺

𝛽!
‖ℎ‖2.

Теперь с помощью неравенства (4.1) получим, что

|⟨𝜇,𝐷𝛼𝑓𝑥0+ℎ −𝐷𝛼𝑓𝑥0 −
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

𝐷𝛼+𝛽𝑓𝑥0ℎ
𝛽⟩| ⩽ 𝑐𝜇

∑︁
𝛽∈Z𝑛

+:|𝛽|=2

2‖𝑓‖𝑚+|𝛼|+2,𝐺

𝛽!
‖ℎ‖2.

Это означает, что функция 𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓) дифференцируема в точке 𝑥0 из 𝑉 . А так как 𝑥0 —
произвольная точка из 𝑉 , тогда 𝜇 * 𝑓 дифференцируема в 𝑉 . Также было показано, что
для любого 𝛽 ∈ Z𝑛

+ с |𝛽| = 1

𝐷𝛽(𝐷𝛼𝜇 * 𝑓)(𝑥) = ⟨𝜇, (𝐷𝛼+𝛽𝑓)(𝑥+ 𝑡)⟩, 𝑥 ∈ 𝑉.

Покажем теперь, что для любого мультииндекса 𝛼 ∈ Z𝑛
+ частная производная 𝐷𝛼(𝜇* 𝑓)

продолжается до непрерывной в 𝑈 функции. Для любых

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑉, 𝑡 ∈ 𝐾

и любого 𝛾 ∈ Z𝑛
+ с |𝛾| ⩽ 𝑚 имеем

|(𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝜉)| ⩽
∑︁

𝛽∈Z𝑛
+:|𝛽|=1

max
𝜂∈[𝑡+𝑥,𝑡+𝜉]

|(𝐷𝛼+𝛾+𝛽𝑓)(𝜂)|)|(𝑥− 𝜉)𝛽|

⩽ 𝑛‖𝑓‖𝑚+|𝛼|+1,𝐺‖𝑥− 𝜉‖.

Далее,

(𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥)− (𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝜉) = ⟨𝜇, (𝐷𝛼𝑓)(𝑥+ 𝑡)− (𝐷𝛼𝑓)(𝜉 + 𝑡)⟩.

Пользуясь неравенством (4.1) и предыдущим неравенством, имеем

|(𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥)− (𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝜉)| ⩽ 𝑐𝜇max
𝑡∈𝐾

|(𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝑥)− (𝐷𝛼+𝛾𝑓)(𝑡+ 𝜉)|

⩽ 𝑐𝜇𝑛‖𝑓‖𝑚+|𝛼|+1,𝐺‖𝑥− 𝜉‖.

Из этой оценки на основании критерия Коши заключаем, что какова бы ни была точка 𝜁,
лежащая на границе 𝜕𝑉 , существует конечный предел

lim
𝜉→𝜁,𝜉∈𝑉

(𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝜉).

Определим функцию 𝐹𝛼 на 𝑈 следующим образом:

𝐹𝛼(𝑥) = (𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓))(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉 ; 𝐹𝛼(𝑥) = lim
𝜉→𝑥,𝜉∈𝑉

(𝐷𝛼𝑓)(𝜉), 𝑥 ∈ 𝜕𝑉.

Из последней оценки легко сделать вывод, что функция 𝐹𝛼 непрерывна на 𝑈 . Более того,
она равномерно непрерывна на 𝑈 . Таким образом, для любого 𝛼 ∈ Z𝑛

+ частная производ-
ная 𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓) допускает (единственное) продолжение с 𝑉 до непрерывной в 𝑈 функции.
За функцией 𝐹𝛼 сохраняем обозначение 𝐷𝛼(𝜇 * 𝑓).
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4. Основные результаты

Теорема 4.1. Пусть 𝜇 — линейный непрерывный функционал на пространстве

𝐶∞(𝐾). Допустим, что его преобразование Фурье — Лапласа — функция

𝜇̂(𝑧) = (𝜇, 𝑒𝑖⟨𝜉,𝑧⟩), 𝑧 ∈ C𝑛,

такова, что существуют положительные числа 𝐴,𝐿,𝑁 > 1 такие, что какова бы ни

была точка 𝑧 ∈ C𝑛 для любого 𝜀 ∈ (0, 1) найдётся не превосходящее 𝐿
𝜀𝑁

число 𝑎𝜀 ⩾ 1
такое, что

𝑒𝐻𝐾(𝐼𝑚𝑧)−𝐴 ln(1+‖𝑧‖) ⩽ 𝑎𝜀 max
𝑤∈Δ(𝑧,𝜀)

|𝜇̂(𝑤)|.

Тогда оператор 𝑇𝜇 : 𝑆(𝑈 +𝐾) → 𝑆(𝑈) является сюръективным.

Доказательству Теоремы 4.1 предпошлём следующие два утверждения.

Лемма 4.1. Пусть 𝛤 — открытый выпуклый конус в R𝑛 с вершиной в начале коорди-

нат. Пусть ℎ — выпуклая непрерывная позитивно однородная степени 1 функция на 𝛤 .
Тогда для любого 𝜀 > 0 существует постоянная 𝐴𝜀 > 0 такая, что для любых 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝛤
таких, что ‖𝑦2 − 𝑦1‖ ⩽ 1

|ℎ(𝑦2)− ℎ(𝑦1)| ⩽ 𝜀‖𝑦1‖+ 𝜀‖𝑦2‖+ 𝐴𝜀.

Лемма 3.1 получена в [10, Lemma 9].

Лемма 4.2. Пусть Φ1, Φ2, Φ = Φ1

Φ2
— голоморфные функции в шаре 𝐵(0, 𝑅). Пусть

|Φ1(𝑤)| ⩽ 𝐵, |Φ2(𝑤)| ⩽ 𝐴 для 𝑤 ∈ 𝐵(0, 𝑅).

Тогда

|Φ(𝑤)| ⩽ 𝐵𝐴
2‖𝑤‖

𝑅−‖𝑤‖ |Φ2(0)|−
𝑅+‖𝑤‖
𝑅−‖𝑤‖ , 𝑤 ∈ 𝐵(0, 𝑅).

Лемма 3.2 установлена в [9].

Доказательство Теоремы 4.1. Пусть

𝑁𝜇̂ = {𝑧 ∈ 𝑇𝐶 : 𝜇̂(𝑧) = 0}.
Для 𝑧 ∈ C𝑛 через 𝑓𝑧 обозначим функцию

𝑓𝑧(𝜉) = 𝑒𝑖⟨𝜉,𝑧⟩, 𝑥 ∈ 𝑈.

Для 𝑧 ∈ 𝑇𝐶 ∖ 𝑁𝜇̂ рассмотрим уравнение 𝐿𝑓 = 𝑓𝑧. Оно имеет решение 𝑓𝑧
𝜇̂(𝑧)

. Отсюда и из

полноты системы {𝑓𝑧}𝑧∈𝑇𝐶∖𝑁𝜇̂
следует, что образ оператора 𝐿 плотен в 𝑆(𝑈). Покажем,

что образ оператора 𝐿 замкнут в 𝑆(𝑈). По теореме Дьедонне — Шварца [2] замкнутость
образа оператора 𝐿 эквивалентна замкнутости в 𝑆*(𝐺) образа сопряжённого оператора

𝐿*. Определим оператор 𝐿̂* на 𝑉𝑏(𝑇𝐶) по правилу

𝐿̂*(𝐹 ) = ℱ(𝐿*(ℱ−1(𝐹 ))), 𝐹 ∈ 𝑉𝑏(𝑇𝐶).

В силу Теоремы A линейный оператор 𝐿̂* действует из 𝑉𝑏(𝑇𝐶) в 𝑉𝐻𝐺
(𝑇𝐶) (пространство

𝑉𝐻𝐺
(𝑇𝐶) определяется по тому же правилу, что и пространство 𝑉𝑏(𝑇𝐶)), причём непрерыв-

но. Далее, для произвольной функции 𝐹 ∈ 𝑉𝑏(𝑇𝐶) при любом 𝑧 ∈ 𝑇𝐶

𝐿̂*(𝐹 )(𝑧) = (𝐿*(ℱ−1(𝐹 )), 𝑓𝑧) = (ℱ−1(𝐹 )), 𝐿(𝑓𝑧)) = (ℱ−1(𝐹 )), 𝜇̂(𝑧)𝑓𝑧)

= 𝜇̂(𝑧)(ℱ−1(𝐹 )), 𝑓𝑧) = 𝜇̂(𝑧)𝐹 (𝑧).

Из результатов работы [6] следует, что образ im 𝐿̂* оператора 𝐿̂* замкнут в 𝑉𝐻𝐺
(𝑇𝐶) тогда

и только тогда, когда множество im 𝐿̂* ∩ 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶) замкнуто в 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶) для любого

𝑚 ∈ Z+. Итак, пусть 𝑚 ∈ Z+ и функция 𝐹 принадлежит замыканию множества im 𝐿̂* ∩
𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶) в 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶). Тогда существует последовательность (𝐹𝑘)

∞
𝑘=1 функций 𝐹𝑘 ∈ im 𝐿̂*∩
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𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶), сходящаяся к 𝐹 в 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶). В частности, последовательность (𝐹𝑘)
∞
𝑘=1 функций

𝐹𝑘 сходится к 𝐹 равномерно на компактах из 𝑇𝐶 . Отсюда и из того, что функции 𝐹𝑘 имеют
вид

𝐹𝑘(𝑧) = 𝜇̂(𝑧)𝜓𝑘(𝑧), где 𝜓𝑘 ∈ 𝑉𝑏(𝑇𝐶), 𝑧 ∈ 𝑇𝐶 ,

следует, что функция

𝜓(𝑧) =
𝐹 (𝑧)

𝜇̂(𝑧)
, 𝑧 ∈ 𝑇𝐶 ,

голоморфна в 𝑇𝐶 . Оценим рост функции 𝜓. Пусть

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝑇𝐶 , где 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦 = Im 𝑧.

Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) произвольно. Положим

𝜀 = min
(︁1
4
,
1

4
∆𝐶(𝑦)

)︁
.

В силу условия на 𝜇̂ найдётся точка

𝑧′ ∈ 𝑇𝐶 : ‖𝑧 − 𝑧′‖ ⩽ 𝜀

такая, что
𝑒ℎ𝐾(Im 𝑧)−𝐴 ln(1+‖𝑧‖) ⩽ 𝑎̃𝜀|𝜇̂(𝑧′)|,

где 𝑎̃𝜀 = 𝑎 𝜀√
𝑛
. Так как 𝐹 ∈ 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶), при некотором 𝐴𝐹 > 0

ln |𝐹 (𝑤)| ⩽ 𝐴𝐹 +𝑚 ln(1 + ‖𝑤‖) +𝑚 ln
(︁
1 +

1

∆𝐶(Im𝑤)

)︁
+𝐻𝐺(Im𝑤), 𝑤 ∈ 𝑇𝐶 .

Поскольку (учтем Лемму 4.1) для любого 𝛿 > 0 можно найти постоянную 𝐶𝛿 > 0 такую,
что

sup
𝑧′′∈𝐵(𝑧′,2𝜀)

𝐻𝐺(Im 𝑧′′) ⩽ 𝐻𝐺(Im 𝑧) + 𝛿| Im 𝑧|+ 𝐶𝛿,

получим

sup
𝑧′′∈𝐵(𝑧′,2𝜀)

ln |𝐹 (𝑧′′)| ⩽ 𝐴𝐹 +𝑚 ln(2 + ‖𝑧‖) +𝑚 ln
(︁
1 +

4

∆𝐶(𝑦)

)︁
+𝐻𝐺(𝑦) + 𝛿|𝑦|+ 𝐶𝛿. (4.1)

Так как при некоторых 𝑐𝜇 > 0 и 𝑝 ∈ Z+

|𝜇̂(𝑧)| ⩽ 𝑐𝜇(1 + ‖𝑧‖)𝑝𝑒𝐻𝐾(Im 𝑧),

при некотором 𝑏𝜇,𝐾 > 0 (не зависящем от 𝜀) имеем

sup
𝑧′′∈𝐵(𝑧′,2𝜀)

|𝜇̂(𝑧′′)| ⩽ 𝑏𝜇,𝐾 + 𝑝 ln(2 + ‖𝑧‖) +𝐻𝐾(Im 𝑧). (4.2)

Положим
Φ1(𝑤) = 𝐹 (𝑧′ + 𝑤), Φ2(𝑤) = 𝜇̂(𝑧′ + 𝑤), где ‖𝑤‖ < 2𝜀.

Воспользуемся Леммой 4.2 с 𝑅 = 2𝜀 и 𝑤 = 𝑧 − 𝑧′. Имеем

ln

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑧)

𝜇̂(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐴𝐹 +𝑚 ln

(︁
2 + ‖𝑧‖

)︁
+𝑚 ln

(︁
1 +

4

∆𝐶(𝑦)

)︁
+𝐻𝐺(𝑦)

+ 𝛿|𝑦|+ 𝐶𝛿 +
2‖𝑧 − 𝑧′‖

𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖
(𝑏𝜇,𝐾 + 𝑝 ln(2 + ‖𝑧‖) +𝐻𝐾(𝑦))

− 𝑅 + ‖𝑧 − 𝑧′‖
𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖

(𝐻𝐾(𝑦)− 𝐴 ln(1 + ‖𝑧‖)− ln 𝑎̃𝜀)

⩽𝐴𝐹 +𝑚 ln(2 + ‖𝑧‖) +𝑚 ln(1 +
4

∆𝐶(𝑦)
) + 𝑏(𝑦) +𝐻𝐾(𝑦) + 𝛿‖𝑦‖+ 𝐶𝛿

+
2‖𝑧 − 𝑧′‖

𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖
(𝑏𝜇,𝐾 + 𝑝 ln(2 + ‖𝑧‖)) + ‖𝑧 − 𝑧′‖

𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖
𝐻𝐾(𝑦)
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− 𝑅

𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖
𝐻𝐾(𝑦) +

𝑅 + ‖𝑧 − 𝑧′‖
𝑅− ‖𝑧 − 𝑧′‖

(𝐴 ln(1 + ‖𝑧‖) + ln 𝑎̃𝜀)

⩽𝐴𝐹 +𝑚 ln(2 + ‖𝑧‖) +𝑚 ln
(︁
1 +

4

∆𝐶(𝑦)

)︁
+ 𝑏(𝑦) + 𝛿|𝑦|+ 𝐶𝛿

+ 2(𝑏𝜇,𝐾 + 𝑝 ln(2 + ‖𝑧‖)) + 3(𝐴 ln(1 + ‖𝑧‖) + ln 𝑎̃𝜀).

Таким образом,⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑧)

𝜇̂(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐿3𝑒𝐴𝐹+2𝑏𝜇,𝐾43𝑁+𝑚𝑒𝐶𝛿(2 + ‖𝑧‖)𝑚+2𝑝+3𝐴

(︁
1 +

1

∆𝐶(𝑦)

)︁3𝑁+𝑚

𝑒𝑏(𝑦)+𝛿|𝑦|.

Следовательно, при любом 𝛿 > 0⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑧)

𝜇̂(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶𝑒𝐶𝛿(1 + ‖𝑧‖)𝑚+2𝑝+3𝐴

(︁
1 +

1

∆𝐶(𝑦)

)︁3𝑁+𝑚

𝑒𝑏(𝑦)+𝛿|𝑦|,

где 𝐶 = 26𝑁+3𝑚+2𝑝+3𝐴𝐿3𝑒𝐴𝐹+2𝑏𝜇,𝐾 . С учётом Замечания 2.1 имеем 𝜓 ∈ 𝑉𝑏(𝑇𝐶). Так как

𝐹 (𝑧) = 𝜓(𝑧)𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑇𝐶 , тогда 𝐹 ∈ im 𝐿̂*.

Итак, множество im 𝐿̂* ∩ 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶) замкнуто в 𝑉𝐻𝐺,𝑚(𝑇𝐶) для любого 𝑚 ∈ Z+. Следова-

тельно, образ im 𝐿̂* оператора 𝐿̂* замкнут в 𝑉𝐻𝐺
(𝑇𝐶). Но тогда образ оператора 𝐿 замкнут

в 𝑆(𝑈). А так как ещё образ оператора 𝐿 плотен в 𝑆(𝑈), находим im𝐿 = 𝑆(𝑈). Тем самым,
Теорема 4.1 доказана.

В качестве применения Теоремы 4.1 рассмотрим вопрос о существовании в 𝑆(𝑈) реше-
ний дифференциально–разностного уравнения, которое определим следующим образом.
Зафиксируем 𝑚 ∈ N. Для

𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛
+ с |𝛼| = 𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑛 ⩽ 𝑚 пусть 𝑎𝛼 ∈ C𝑛, ℎ𝛼 ∈ R𝑛.

Пусть 𝐾 — выпуклая оболочка точек ℎ𝛼, причём внутренность 𝐾 не пуста. Отметим, что

𝐻𝐾(𝑦) = max
|𝛼|⩽𝑚

(−⟨𝑦, ℎ𝛼⟩) ∀𝑦 ∈ R𝑛.

Для 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛 и 𝑟 > 0 пусть

𝑇 (𝑧, 𝑟) = {𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ C𝑛 : |𝑤𝑗 − 𝑧𝑗| = 𝑟, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛},

Для функции 𝑔, голоморфной на ∆(𝑧, 𝑟), пусть

[𝑔(𝑧)]𝑟 =
1

(2𝜋𝑟)𝑛

∫︁
𝑧∈𝑇 (𝑧,𝑟)

|𝑔(𝑧)||𝑑 𝑧|.

Известен следующий результат [7, Proposition 3].

Теорема 4.2. Пусть

𝑃 (𝑧) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘(𝑧)𝑒
⟨𝛼𝑘,𝑧⟩,

где 𝑃𝑘 — аналитический полином в C𝑛 для каждого 𝑘 и 𝛼𝑘 ∈ C. Пусть

ℎ𝑃 (𝑧) = max
𝑘

Re⟨𝛼𝑘, 𝑧⟩, 𝑧 ∈ C𝑛.

Тогда для любого 𝜀 > 0 найдётся постоянная 𝐶(𝜀, 𝑃 ) > 0 такая, что если 𝑓 — аналити-

ческая функция в полидиске ∆(𝑧, 𝜀), то

|𝑓(𝑧)|𝑒ℎ𝑃 (𝑧) ⩽ 𝐶(𝜀, 𝑃 )[𝑓(𝑧)𝑃 (𝑧)]𝜀. (4.3)
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Замечание 4.1. Анализ доказательства Теоремы 4.2 показывает, что при некоторых

𝐿 > 0 и 𝑁 ∈ N, не зависящих от 𝜀 и 𝑧, справедливо неравенство

𝐶(𝜀, 𝑃 ) ⩽
𝐿

𝜀𝑁
, 𝜀 ∈ (0, 1).

Замечание 4.2. В условиях Теоремы thB из (4.2) следует, что для любой аналити-

ческой в полидиске ∆(𝑧, 𝜀) функции 𝑓

|𝑓(𝑧)|𝑒ℎ𝑃 (𝑧) ⩽ 𝐶(𝜀, 𝑃 ) max
𝑤∈Δ(𝑧,𝜀)

|𝑓(𝑤)𝑃 (𝑤)|. (4.4)

Отметим, что линейный непрерывный функционал 𝐹 на пространстве 𝐶∞(𝐾), опреде-
ляемый по правилу:

𝐹 (𝑓) =
∑︁

𝛼∈Z𝑛
+:|𝛼|⩽𝑚

𝑎𝛼(𝐷
𝛼𝑓)(ℎ𝛼),

задает дифференциально–разностный оператор 𝐿 на 𝑆(𝐺):

(𝐿𝑓)(𝑥) =
∑︁

𝛼∈Z𝑛
+:|𝛼|⩽𝑚

𝑎𝛼(𝐷
𝛼𝑓)(𝑥+ ℎ𝛼), 𝑥 ∈ 𝑈.

Очевидно, 𝐿𝑓 ∈ 𝑆(𝑈) для любого 𝑓 ∈ 𝑆(𝐺) и оператор 𝐿 — линейный и непрерывный.
Кроме того,

𝐹 = 𝑃, ℎ𝑃 (𝑧) = 𝐻𝐾(Im 𝑧) для 𝑧 ∈ C𝑛.

В силу (4.3) 𝐹 удовлетворяет условиям Теоремы 4.1. Таким образом, по Теореме 4.1 имеем
следующее следствие.

Следствие 4.1. Оператор 𝐿 действует из 𝑆(𝐺) в 𝑆(𝑈) сюръективно.

Теорема 4.3. Пусть

𝑃 (𝑧) =
∑︁
|𝛼|⩽𝑁

𝑎𝛼𝑧
𝛼

— полином степени 𝑁 ,

𝑃 (𝐷) =
∑︁
|𝛼|⩽𝑁

𝑎𝛼𝐷
𝛼

— дифференциальный оператор конечного порядка, соответствующий полиному 𝑃 . Тогда
оператор 𝑃 (𝐷) сюръективен в пространстве 𝑆(𝑈).

Теорема 4.3 доказывается по той же схеме, что и Теорема 4.1. При этом важную роль
играет следующая лемма, известная как Лемма Эренпрайса — Мальгранжа (см., напр.,
[8]).

Лемма 4.3. Пусть 𝑝 — полином степени 𝑚. Тогда существует число 𝑐 > 0 такое,

что для любых 𝑟 > 0, 𝑧 ∈ C𝑛 и для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐵(𝑧, 𝑟)) такой, что

𝑓(·)
𝑝(·)

∈ 𝐻(𝐵(𝑧, 𝑟))

справедливо неравенство ⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧)

𝑝(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐𝑟−𝑚 sup

𝜁∈𝐵(𝑧,𝑟)

|𝑓(𝜁)|.
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