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ОБОБЩЕНИЯ УСЛОВИЙ ЛИНДЕЛЁФА ДЛЯ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

Е.Г. КУДАШЕВА, Э.Б. МЕНЬШИКОВА, Б.Н. ХАБИБУЛЛИН

Аннотация. Условие Линделёфа — первый пример нерадиального условия на распре-

деление корней целых функций конечного целого порядка. Дальнейшее его развитие

использовано в классической теореме Рубела — Тейлора. В ней также в качестве тесто-

вых функций используются целые отрицательные степени комплексной переменной.

Мы обобщаем условие Линделёфа, заменяя тестовые степенные функции на любые

гармонические функции на концентрических кольцах. В частности, из этого обобще-

ния легко получаем необходимость условий Линделёфа и в теореме Рубела — Тейлора.
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1. Классическое условие Линделёфа для распределения корней

Далее N = {1, 2, . . . }, R и C — множества соответственно натуральных, вещественных и
комплексных чисел в их всевозможных алгебраических, геометрических и топологических
трактовках с расширениями

N0 := {0}
⋃︁
N, N0 := N0

⋃︁
{+∞}, R := R

⋃︁
{±∞},

с положительной полуосью R+ :=
{︀
𝑥 ∈ R

⃒⃒
𝑥 ⩾ 0

}︀
и её расширением R

+
:= R+

⋃︀
{+∞}.

Пусть 𝐷 — область, т.е. открытое связное множество, в комплексной плоскости C. Лю-
бую функцию 𝑍 на 𝐷 со значениями в N0 := {0, 1, 2, . . . ,+∞} называем распределением

точек на 𝐷 с кратностями 𝑍(𝑧) ∈ N0 точек 𝑧 ∈ 𝐷 в 𝑍 [6, пп. 0.1.2–0.1.3], [7, п. 1.2.3]. Если
𝑓 — голоморфная функция на области 𝐷, то распределение точек с кратностью в каждой
точке, равной кратности корня функции 𝑓 в этой точке, обозначаемое как

Zero𝑓 : 𝑧 ↦−→
𝑧∈𝐷

sup

{︂
𝑝 ∈ N0

⃒⃒⃒⃒
lim sup
𝑧 ̸=𝑤→𝑧

|𝑓(𝑤)|
|𝑤 − 𝑧|𝑝

< +∞
}︂

∈ N0, (1.1)

называем распределением корней голоморфной функции 𝑓 на 𝐷.
Следующий классический результат был установлен в начале XX в. [11], [3, гл. I, § 11,

теорема 15], [9, гл. 2, п. 2.10, теорема Линделёфа], [10, лекция 5, п. 5.2, теоремы 3, 4].
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Теорема 1.1 (Линделёф [11]). Пусть 0 < 𝜌 ∈ R, 𝑍 — распределение точек на C, для

радиальной считающей функции которого

𝑍r(𝑡) :=
∑︁
|𝑧|⩽𝑡

𝑍(𝑧) < +∞ при всех 𝑡 ∈ R+. (1.2)

Существование целой функции 𝑓 с распределением корней Zero𝑓 = 𝑍 и ограничением

lim sup
C∋𝑧→∞

ln |𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝜌

< +∞

равносильно конечности верхней плотности при порядке 𝜌

lim sup
0<𝑟→+∞

𝑍r(𝑟)

𝑟𝜌
< +∞ (1.3)

распределения точек 𝑍, дополненной условием Линделёфа

sup
1<𝑅∈R+

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
1<|𝑧|⩽𝑅

𝑍(𝑧)

𝑧𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞ при 𝜌 ∈ N. (1.4)

В части достаточности теорема Линделёфа легко выводится из оценок представления
Вейерштрасса — Адамара для целых функций с распределением корней конечной верхней
плотности (1.3), в то время как доказательство необходимости условия Линделёфа (1.4)
при натуральном 𝜌 ∈ N потребовало в исходном подходе нетривиальных оценок снизу для
многочленов и целых функций.
Для радиальной функции 𝑀(𝑧) =

𝑧∈C
𝑀(|𝑧|) на C, возрастающей на радиальных лучах, и

класса целых функций 𝑓 с ограничениями вида

ln |𝑓(𝑧)| ⩽ 𝐶𝑓𝑀
(︀
𝑐𝑓 |𝑧|

)︀
при всех 𝑧 ∈ C, (1.5)

где 𝑐𝑓 ⩾ 0 и 𝐶𝑓 ⩾ 0 — какие–либо числа, свои для каждой функции 𝑓 , окончательные
результаты по описанию распределений корней для таких классов целых функций были
получены совместно Л.А. Рубелом и Б.А. Тейлором методом рядов Фурье [13], [14], вос-
ходящему к исследованиям А.Н. Ахиезера [1, § 7] и получившему дальнейшее развитие в
работах А.А. Кондратюка [2], К.Г. Малютина [4] и многих др.

Теорема 1.2 (Рубел — Тейлор [13], [14, гл. 14, лемма], [1, § 7, теорема 2]). Пусть 𝑍 —

распределение точек на C с 𝑍(0) = 0 и (1.2), а 𝑀 ⩾ 0 — возрастающая непрерывная

функция на R+. Для существования целой функции 𝑓 с распределением корней Zero𝑓 = 𝑍

и ограничением (1.5) необходимо и достаточно, чтобы существовало число 𝐶 ∈ R+, для

которого
𝑅∫︁

0

𝑍r(𝑡)

𝑡
d𝑡 ⩽ 𝐶𝑀(𝐶𝑅) при всех 𝑅 > 0, (1.6)

а также для каждого 𝑘 ∈ N имело место общее условие Линделёфа⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑟<|𝑧|⩽𝑅

𝑍(𝑧)

𝑘𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶

(︁𝑀(𝐶𝑟)

𝑟𝑘
+

𝑀(𝐶𝑅)

𝑅𝑘

)︁
при всех 0 < 𝑟 < 𝑅 < +∞. (1.7)

В частном случае степенной функции 𝑀(𝑟) =
𝑟∈R+

𝑟𝑝 теорема Рубела — Тейлора 1.2 сразу

даёт классическую теорему Линделёфа 1.1, в которой условие (1.7) при нецелом 𝜌 сводит-
ся к единственному первому ограничению из (1.6) — простейшему следствию формулы
Пуассона — Йенсена. При натуральном 𝜌 всё–таки требуется и второе ограничение при
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единственном 𝑘 := 𝜌 [13], [14], [1, § 7]. И в исходном доказательстве теоремы Рубела — Тей-
лора 1.2 методом рядов Фурье существенная часть трудностей сосредоточена на выводе
необходимости обобщения (1.7) условия Линделёфа (1.4).
В нашей статье на основе одной из интегральных формул недавней работы [5] второго из

соавторов рассматривается вариант дальнейшего развития и обобщения аналогов условий
Линделёфа (1.4) и (1.7). В них конкретная степенная функция 1

𝑧𝑘
в левых частях (1.4) и

(1.7) заменяется на достаточно произвольные гармонические функции в концентрических
кольцах с центром в нуле. В то же время это наше обобщение в случае степенной функции
позволяет получить простое доказательство необходимости условия Линделёфа (1.7) в
теореме Рубела — Тейлора 1.2. Доказательства и первоначальные формулировки основных
результатов даются в субгармонической версии для функций на круге.

2. Основной результат для целых функций

Через D :=
{︀
𝑧 ∈ C

⃒⃒
|𝑧| < 1

}︀
и D :=

{︀
𝑧 ∈ C

⃒⃒
|𝑧| ⩽ 1

}︀
, а также 𝜕D := 𝜕D := D ∖ D

обозначаем соответственно открытый и замкнутый единичные круги, а также единичную
окружность с центром в нуле. Тогда 𝑟D и 𝑟D, а также 𝑟𝜕D = 𝑟𝜕D при 𝑟 ∈ R+ — соответ-
ственно открытый и замкнутый круги, а также окружность радиуса 𝑟 с центром в нуле.
Для точной верхней грани функции 𝑣 на окружности 𝑟𝜕D используем обозначение

𝑣∨𝑟 := sup
|𝑧|=𝑟

𝑣(𝑧), (2.1)

а для интегрального среднего 𝑣∘𝑟 функции 𝑣 по окружности 𝑟𝜕D —

𝑣∘𝑟 :=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑣(𝑟𝑒𝑖𝜃) d𝜃
(2.1)

⩽ 𝑣∨𝑟, (2.2)

где предполагается соответствующая интегрируемость.
В следующем подразделе мы приводим результаты только для целых функций в тради-

ционных обозначениях теории Неванлинны. Для голоморфной в окрестности замкнутого
круга 𝑟D функции 𝑓 часто через

𝑀(𝑟, 𝑓)
(2.1)
:= |𝑓 |∨𝑟 (2.1)

= sup
|𝑧|=𝑟

⃒⃒
𝑓(𝑧)

⃒⃒
(2.3)

обозначается максимум модуля |𝑓 | функции 𝑓 на окружности 𝑟𝜕D,

𝑇 (𝑟, 𝑓) = 𝑚(𝑟, 𝑓)
(2.2)
:=

(︀
ln+ |𝑓 |

)︀∘𝑟 (2.2)
=

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

ln+
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒
d𝜃 (2.4)

— интегральное среднее положительной части ln+ |𝑓 | := sup
{︀
ln |𝑓 |, 0

}︀
модуля |𝑓 | по той

же окружности, определяющее характеристику Неванлинны 𝑇 (·, 𝑓) функции 𝑓 .
Для 𝑘 ∈ N и 𝑆 ⊆ C через 𝐶(𝑘)(𝑆) обозначаем класс всех функций со значениями в R или

в C с непрерывными частными производными порядка 𝑘 в некотором своём для каждой
функции открытом множестве, содержащем 𝑆.
Для функции 𝐿 на окрестности точки 𝑟𝑒𝑖𝜃 окружности 𝑟𝜕D со значениями в C её про-

изводную по радиусу, если по контексту она существует, обозначаем через

𝐿′
r(𝑟𝑒

𝑖𝜃) := lim
𝑟 ̸=𝑡→𝑟

𝐿(𝑡𝑒𝑖𝜃)− 𝐿(𝑟𝑒𝑖𝜃)

𝑡− 𝑟
. (2.5)
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Теорема 2.1. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅 ∈ R+ и функция 𝐿 ∈ 𝐶(1)
(︀
𝑅2

𝑟
D ∖ 𝑟D

)︀
со значениями

в C гармоническая в открытом кольце 𝑅2

𝑟
D ∖ 𝑟D. Тогда для любой целой функции 𝑓 со

значением 𝑓(0) = 1 имеем место неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑟<|𝑧|⩽𝑅<+∞

Zero𝑓 (𝑧)𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽4

(︁
|𝐿|∨𝑟 + |𝐿|∨

𝑅2

𝑟 + 𝑟|𝐿′
r|∨𝑟 +

𝑅2

𝑟
|𝐿′

r|∨
𝑅2

𝑟

)︁
𝑇 (𝑒𝑟, 𝑓)

+ 8
(︁
|𝐿|∨

𝑅2

𝑟 + |𝐿|∨𝑅 +𝑅|𝐿′
r|∨𝑅

)︁
𝑇 (𝑒𝑅, 𝑓).

(2.6)

Теорема 2.1 сразу выводится из теоремы 3.2 о субгармонических функциях в конце
статьи. Проиллюстрируем теорему 2.1 очень кратким по сравнению с [13], [14] доказа-
тельством необходимости условия Линделёфа (1.7) в теореме Рубела — Тейлора 1.2.

Доказательство. Применим теорему 2.1 к гармонической на C ∖ {0} функциям

𝐿 : 𝑧 ↦−→
0̸=𝑧∈C

1

𝑧𝑘
∈ C, 𝑘 ∈ N.

При таком выборе 𝐿 элементарные вычисления при 0 < 𝑟 < 𝑅 < +∞ дают

|𝐿|∨𝑟 + |𝐿|∨
𝑅2

𝑟 + 𝑟|𝐿′
r|∨𝑟 +

𝑅2

𝑟
|𝐿′

r|∨
𝑅2

𝑟 =
1

𝑟𝑘
+

𝑟𝑘

𝑅2𝑘
+ 𝑟

𝑘

𝑟𝑘+1
+

𝑅2

𝑟

𝑘𝑟𝑘+1

𝑅2(𝑘+1)
⩽

4𝑘

𝑟𝑘
,

|𝐿|∨
𝑅2

𝑟 + |𝐿|∨𝑅 +𝑅|𝐿′
r|∨𝑅 ⩽

𝑟𝑘

𝑅2𝑘
+

1

𝑅𝑘
+𝑅

𝑘

𝑅𝑘+1
⩽

2𝑘

𝑅𝑘
.

Отсюда по неравенству (2.6) для целой функции 𝑓 с распределением корней 𝑍 = Zero𝑓 и
значением 𝑓(0) = 1 получаем⃒⃒⃒⃒

⃒ ∑︁
𝑟<|𝑧|⩽𝑅<+∞

𝑍(𝑧)

𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 16𝑘

(︁𝑇 (𝑒𝑟, 𝑓)
𝑟𝑘

+
𝑇 (𝑒𝑅, 𝑓)

𝑅𝑘

)︁ (2.4),(2.3)

⩽ 16𝑘
(︁𝑀(𝑒𝑟, 𝑓)

𝑟𝑘
+

𝑀(𝑒𝑅, 𝑓)

𝑅𝑘

)︁
.

При ограничением (1.5) на 𝑓 это сразу даёт условие Линделёфа (1.7) при 𝑘 ∈ N. Избав-
ление от условия 𝑓(0) = 1 тривиально.

3. Версии для субгармонических функций

Положительная часть расширенной числовой функции 𝑣 : 𝑋 → R — это функция

𝑣+ : 𝑥 ↦−→
𝑥∈𝑋

sup
{︀
𝑣(𝑥), 0

}︀
∈ R+

.

Оператор Лапласа △ на плоскости рассматриваем ниже и в смысле теории обобщённых
функций. Если функция 𝑢 ̸≡ −∞ субгармоническая на области 𝐷 ⊆ C, то риссовское

распределение масс функции 𝑢 — это положительная радоновская мера [12], [8]

𝛥𝑢 :=
1

2𝜋
△𝑢. (3.1)

Для субгармонической в окрестности круга 𝑟D функции 𝑢 радиальная считающая функ-

ция её риссовского распределения масс обозначается и определяется как функция

𝛥r
𝑢 : 𝑡 ↦−→

𝑡∈[0,𝑟]
𝛥𝑢

(︀
𝑡D

)︀
.

В частности, для целой функции 𝑓 и соответственно субгармонической функции ln |𝑓 |

Zeror𝑓 (𝑟)
(1.2)
= 𝛥ln |𝑓 |(𝑟) при всех 𝑟 ∈ R+, (3.2)
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поскольку для любых ограниченных функции 𝑣 и подмножества 𝑆 ⊂ C [12, теорема 3.7.8]∫︁
𝑆

𝑣 d𝛥ln |𝑓 | =
∑︁
𝑧∈𝑆

Zero𝑓 (𝑧)𝑣(𝑧). (3.3)

Функция субгармоническая на 𝑆 ⊆ C, если она является сужением на 𝑆 некоторой
субгармонической на открытой окрестности множества 𝑆 функции.

Теорема 3.1. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅 ∈ R+ и функция 𝑉 ∈ 𝐶(1)
(︀
𝑅D ∖ 𝑟D

)︀
гармоническая на

открытом кольце 𝑅D ∖ 𝑟D, а также обращается в нуль на окружности 𝑅𝜕D. Тогда для

любой субгармонической на замкнутом круге 𝑅D функции 𝑢 со значением 𝑢(0) = 0⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝑉 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⩽ |𝑉 |∨𝑟𝛥r

𝑢(𝑟) + 4𝑟|𝑉 ′
r |∨𝑟(𝑢+)∘𝑟 + 4𝑅|𝑉 ′

r |∨𝑅(𝑢+)∘𝑅, (3.4)

а для любой голоморфной на 𝑅D функции 𝑓 с 𝑓(0) = 1⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑟<|𝑧|⩽𝑅

Zero𝑓 (𝑧)𝑉 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ |𝑉 |∨𝑟 Zeror𝑓 (𝑟) + 4𝑟|𝑉 ′

r |∨𝑟𝑇 (𝑟, 𝑓) + 4𝑅|𝑉 ′
r |∨𝑅𝑇 (𝑅, 𝑓). (3.5)

Доказательство. По (3.2), (3.3), (2.3), (2.4) из (3.4) сразу следует (3.5). Поэтому доста-
точно доказать (3.4). Рассмотрим симметричное продолжение функции 𝑉 относительно
окружности 𝑟𝜕D, обозначаемое и определяемое через инверсию

𝑉 ⋆
𝑟 : 𝑧 ↦−→ 𝑉

(︁𝑟2
𝑧

)︁
(3.6)

как склеенная непрерывная функция

𝑉 ⊙
𝑟 (𝑧) :=

𝑧∈𝑅D∖ 𝑟2

𝑅
D

⎧⎨⎩𝑉 (𝑧) при 𝑧 ∈ 𝑅D ∖ 𝑟D,

𝑉 ⋆
𝑟 (𝑧) = 𝑉

(︁𝑟2
𝑧

)︁
при 𝑧 ∈ 𝑟D ∖ 𝑟2

𝑅
D

(3.7)

на кольце 𝑅D ∖ 𝑟2

𝑅
D и воспользуемся лишь частным «гармоническим» случаем одной ин-

тегральной формулы для концентрических колец из работы [5].

Лемма 3.1 ([5, теорема 2]). Для любой субгармонической на некоторой окрестности

кольца 𝑅D ∖ 𝑟2

𝑅
D функции 𝑢 ̸≡ −∞ имеет место равенство∫︁

𝑅D∖ 𝑟2

𝑅
D

𝑉 ⊙
𝑟 d𝛥𝑢 =

𝑟

𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑢(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑉 ′
r (𝑟𝑒

𝑖𝜃) d𝜃 − 𝑅

2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︂
𝑢(𝑅𝑒𝑖𝜃) + 𝑢

(︁𝑟2
𝑅
𝑒𝑖𝜃

)︁)︂
𝑉 ′
r (𝑅𝑒𝑖𝜃) d𝜃.

По этой лемме с учётом обращения функции 𝑉 в нуль на окружности 𝑅𝜕D в обозначе-
ниях (2.1), (2.2) и (3.7) получаем равенство∫︁

𝑅D∖𝑟D

𝑉 d𝛥𝑢 =

∫︁
𝑟D∖ 𝑟2

𝑅
D

𝑉 ⋆
𝑟 d𝛥𝑢 + 2𝑟(𝑢𝑉 ′

r )
∘𝑟 −𝑅(𝑢𝑉 ′

r )
∘𝑅 +𝑅(𝑢⋆

𝑟𝑉
′
r )

∘𝑅.

Это согласно (2.2) и очевидному неравенству |(𝑢𝑣)∘𝑟| ⩽ |𝑣|∨𝑟|𝑢|∘𝑟 даёт неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒

∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝑉 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ sup

𝑟D∖ 𝑟2

𝑅
D

|𝑉 ⋆
𝑟 |𝛥r

𝑢(𝑟) + 2𝑟|𝑉 ′
r |∨𝑟|𝑢|∘𝑟 +𝑅|𝑉 ′

r |∨𝑅|𝑢|∘𝑅 +𝑅|𝑉 ′
r |∨𝑅|𝑢⋆

𝑟|∘𝑅. (3.8)
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Для гармонической на 𝑟D ∖ 𝑟2

𝑅
D функции 𝑉 ⋆

𝑟 , обращающейся по построению (3.6) в нуль
на окружности 𝑟2

𝑅
D, по принципу максимума выполнено неравенство

sup
𝑟D∖ 𝑟2

𝑅
D

|𝑉 ⋆
𝑟 | ⩽ |𝑉 |∨𝑟,

а по определениям (3.6) и (2.2) имеем |𝑢⋆
𝑟|∘𝑅 = |𝑢|∘ 𝑟2

𝑅 . Таким образом, из (3.8) получаем⃒⃒⃒⃒
⃒

∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝑉 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ |𝑉 |∨𝑟𝛥r

𝑢(𝑟) + 2𝑟|𝑉 ′
r |∨𝑟|𝑢|∘𝑟 +𝑅|𝑉 ′

r |∨𝑅|𝑢|∘𝑅 +𝑅|𝑉 ′
r |∨𝑅|𝑢|∘

𝑟2

𝑅 . (3.9)

Лемма 3.2. Для любой субгармонической на 𝑟D функции 𝑢 ввиду очевидного равен-

ства |𝑢| = 2𝑢+ − 𝑢, а также неравенства 𝑢(0) ⩽ 𝑢∘𝑟 имеем

|𝑢|∘𝑟 = 2(𝑢+)∘𝑟 − 𝑢∘𝑟 ⩽ 2(𝑢+)∘𝑟 − 𝑢(0)
(2.2)

⩽ 2(𝑢+)∨𝑟 − 𝑢(0). (3.10)

По неравенству (3.10) при 𝑢(0) = 0 получаем |𝑢|∘𝑟 ⩽ 2(𝑢+)∨𝑟, откуда по (3.9)⃒⃒⃒⃒
⃒

∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝑉 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ |𝑉 |∨𝑟𝛥r

𝑢(𝑟) + 4𝑟|𝑉 ′
r |∨𝑟(𝑢+)∘𝑟 + 2𝑅|𝑉 ′

r |∨𝑅(𝑢+)∘𝑅 + 2𝑅|𝑉 ′
r |∨𝑅(𝑢+)∘

𝑟2

𝑅 .

Это влечёт за собой требуемое неравенство (3.4), поскольку для второго сомножителя с

субгармонической функцией 𝑢+ в последнем слагаемом имеем (𝑢+)∘
𝑟2

𝑅 ⩽ (𝑢+)∘𝑅.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда для любой субгармониче-

ской на C функции 𝑢 со значением 𝑢(0) = 0 имеет место неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒

∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝐿 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽(︁

|𝐿|∨𝑟 + |𝐿|∨
𝑅2

𝑟 + 4𝑟|𝐿′
r|∨𝑟 + 4

𝑅2

𝑟
|𝐿′

r|∨
𝑅2

𝑟

)︁
(𝑢+)∘𝑒𝑟

+
(︁
|𝐿|∨

𝑅2

𝑟 + |𝐿|∨𝑅 + 8𝑅|𝐿′
r|∨𝑅

)︁
(𝑢+)∘𝑒𝑅.

(3.11)

Доказательство. Рассмотрим обращающуюся в нуль на 𝑅𝜕D функцию–разность

𝑉 : 𝑧 ↦−→
𝑟⩽|𝑧|⩽𝑅

𝐿(𝑧)− 𝐿
(︁𝑅2

𝑧

)︁
(3.6)
= 𝐿(𝑧)− 𝐿⋆

𝑅(𝑧), (3.12)

полученную вычитанием из функции 𝐿 её же инверсии 𝐿⋆
𝑅 относительно окружности 𝑅𝜕D.

Поскольку инверсия сохраняет гармоничность, по построению (3.12) эта функция 𝑉 удо-
влетворяет условиям теоремы 3.1. Таким образом, справедливо заключительное неравен-
ство (3.4) теоремы 3.1, которое по построению (3.12) можно переписать в виде⃒⃒⃒⃒ ∫︁

𝑅D∖𝑟D

𝐿 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝐿⋆
𝑅 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
+
(︀
|𝐿|∨𝑟 + |𝐿⋆

𝑅|∨𝑟
)︀
𝛥r

𝑢(𝑟)

+ 4𝑟
(︁
|𝐿′

r|∨𝑟 +
⃒⃒
(𝐿⋆

𝑅)
′
r

⃒⃒∨𝑟)︁
(𝑢+)∘𝑟 + 4𝑅

(︁
|𝐿′

r|∨𝑅 +
⃒⃒
(𝐿⋆

𝑅)
′
r

⃒⃒∨𝑅)︁
(𝑢+)∘𝑅.

(3.13)

Для первого слагаемого из правой части по принципу минимума–максимума для гармо-
нических функций и свойствам инверсии имеем⃒⃒⃒⃒ ∫︁

𝑅D∖𝑟D

𝐿⋆
𝑅 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⩽

(︀
|𝐿⋆

𝑅|∨𝑟 + |𝐿⋆
𝑅|∨𝑅

)︀
𝛥r

𝑢(𝑅) =
(︀
|𝐿|∨

𝑅2

𝑟 + |𝐿|∨𝑅
)︀
𝛥r

𝑢(𝑅),
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𝛥r
𝑢(𝑅) =

𝑒𝑅∫︁
𝑅

𝛥r
𝑢(𝑅)

𝑡
d𝑡 ⩽

𝑒𝑅∫︁
0

𝛥r
𝑢(𝑡)

𝑡
d𝑡 =

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑢
(︀
𝑒𝑅𝑒𝑖𝜃

)︀
d𝑡 = 𝑢∘𝑒𝑅 ⩽ (𝑢+)∘𝑒𝑅, (3.14)

что даёт неравенство ⃒⃒⃒⃒
⃒

∫︁
𝑅D∖𝑟D

𝐿⋆
𝑅 d𝛥𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ (︀

|𝐿|∨
𝑅2

𝑟 + |𝐿|∨𝑅
)︀
(𝑢+)∘𝑒𝑅. (3.15)

Аналогично для второго слагаемого в правой части (3.13) имеем(︀
|𝐿|∨𝑟 + |𝐿⋆

𝑅|∨𝑟
)︀
𝛥r

𝑢(𝑟)
(3.14)

⩽
(︀
|𝐿|∨𝑟 + |𝐿|∨

𝑅2

𝑟

)︀
(𝑢+)∘𝑒𝑟. (3.16)

Из определения инверсии (3.6) для радиальной производной следует равенство⃒⃒
(𝐿⋆

𝑅)
′
r

⃒⃒∨𝑡
=

𝑅2

𝑡2
|𝐿′

r|∨
𝑅2

𝑡 . (3.17)

Используя это при 𝑡 := 𝑟 для третьего слагаемого в правой части (3.13), получаем

4𝑟
(︁
|𝐿′

r|∨𝑟 +
⃒⃒
(𝐿⋆

𝑅)
′
r

⃒⃒∨𝑟)︁
(𝑢+)∘𝑟

(3.17)
= 4

(︁
𝑟|𝐿′

r|∨𝑟 +
𝑅2

𝑟
|𝐿′

r|∨
𝑅2

𝑟

)︁
(𝑢+)∘𝑟. (3.18)

Аналогично из (3.17) при 𝑡 := 𝑅 для последнего слагаемого справа в (3.13) имеем равенство

4𝑅
(︁
|𝐿′

r|∨𝑅 +
⃒⃒
(𝐿⋆

𝑅)
′
r

⃒⃒∨𝑅)︁
(𝑢+)∘𝑅

(3.17)
= 8𝑅|𝐿′

r|∨𝑅(𝑢+)∘𝑅. (3.19)

Из неравенств (3.15) и (3.16), а также пары равенств (3.18) и (3.19) вместе с очевидным
неравенством (𝑢+)∘𝑡 ⩽ (𝑢+)∘𝑒𝑡 для любого 𝑡 > 0 по (3.13) получаем требуемое (3.11).
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