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ОБ УСЛОВИЯХ ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ

ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА НА

ОТРЕЗКЕ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Х.К. ИШКИН, Б.Е. КАНГУЖИН

Аннотация. В работе исследованы условия полноты системы корневых функций
(СКФ) оператора 𝐿𝑈 , порожденного в пространстве 𝐻 = 𝐿2(0, 1) дифференциальным
выражением

𝑙(𝑦) = −𝑦′′ + 𝑞𝑦 (𝑞 ∈ 𝐿1(0, 1))

и интегральными условиями

𝑦(𝑗−1)(0) + (𝑙(𝑦), 𝑢𝑗) = 0 (𝑢𝑗 ∈ 𝐿2(0, 1), 𝑗 = 1, 2).

Показано, что СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в его области определения, если существу-
ют два луча на верхней полуплоскости, таких, что при всех больших 𝜆 из этих лучей

характеристический определитель ограничен снизу функцией 𝜆𝑚𝑒−|Im𝜆|, 𝑚 ⩾
1

2
. Если

оператор 𝐿𝑈 плотно определен, то для полноты СКФ в 𝐻 достаточно выполнения ука-
занной оценки c любым 𝑚 ∈ R. Кроме того, получено интегральное представление для
характеристического определителя в виде синус–преобразования некоторой функции
𝐴, которая выражается через 𝑢1, 𝑢2 и ядро оператора преобразования для уравнения
𝑙(𝑦) = 𝜆2𝑦. Используя указанное представление, найдены явные (в терминах функций
𝑢1, 𝑢2) условия полноты СКФ оператора 𝐿𝑈 в 𝐻 или 𝐷(𝐿𝑈 ).

Ключевые слова: дифференциальный оператор с интегральными краевыми услови-
ями, полнота, спектр, асимптотика.
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1. Введение

Рассмотрим оператор 𝐿, действующий в пространстве 𝐿2(0, 1) по правилу

𝐿𝑦 = 𝑙(𝑦) := −𝑦′′ + 𝑞𝑦,

𝐷(𝐿) = 𝐷 := {𝑦 ∈ 𝐿2(0, 1) : 𝑦, 𝑦
′ ∈ 𝐴𝐶[0, 1], 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(0, 1)},

и его сужение 𝐿𝑈 , определяемое условиями

𝑈𝑗(𝑦) := 𝑦(𝑗−1)(0) + (𝑙(𝑦), 𝑢𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2. (1.1)

Здесь 𝐴𝐶[0, 1] — множество функций, абсолютно непрерывных на [0, 1], (𝑓, 𝑔) — скалярное
произведение в 𝐿2(0, 1), функции 𝑞 ∈ 𝐿1(0, 1), 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐿2(0, 1) — комплекснозначные. Как
известно [5], [13], условия (1.1) дают полное описание всех сужений оператора 𝐿, имеющих
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непустое резольвентное множество 𝜌(𝐿𝑈); при всех 𝜇 ∈ 𝜌(𝐿𝑈) резольвента (𝐿𝑈 − 𝜇)−1

компактна [5, Гл. III, § 1, Лемма 6], 𝜎(𝐿𝑈)— спектр оператора 𝐿𝑈 — совпадает с множеством
{𝜆2 : ∆𝑈(𝜆) = 0}, где

∆𝑈 =

⃒⃒⃒⃒
𝑈1(𝑐) 𝑈1(𝑠)
𝑈2(𝑐) 𝑈2(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
, (1.2)

𝑠, 𝑐 — решения уравнения

−𝑦′′ + 𝑞𝑦 = 𝜆2𝑦, 𝑥 ∈ [0, 1], (1.3)

удовлетворяющие условиям

𝑠(0, 𝜆) = 𝑐′(0, 𝜆) = 0, 𝑠′(0, 𝜆) = 𝑐(0, 𝜆) = 1

(здесь и всюду далее 𝜙′(𝑥, 𝜆) — производная по 𝑥). При каждом фиксированном 𝑥 ∈ [0, 1]
𝑠(𝑥, ·) и 𝑐(𝑥, ·) — целые функции экспоненциального типа [18, Гл. I, § 2], потому функция
∆𝑈 целая, так что 𝜎(𝐿𝑈) либо пуст, либо состоит из конечного или счетного числа собствен-
ных значений, каждое из которых имеет конечную алгебраическую кратность. Одним из
авторов показано [34], что возможны только 1-й и 3-й случаи и в терминах некоторого
уравнения для тройки (𝑞, 𝑢1, 𝑢2) найдено необходимое и достаточное условие реализации
случая 𝜎(𝐿𝑈) = ∅. В работе другого автора [10] был получен следующий результат:
Пусть выполнены условия

lim
𝛿→+0

𝛿−2

𝛿∫︁
0

1∫︁
1−𝛿

(𝑢1(𝑦)𝑢2(𝑥)− 𝑢2(𝑦)𝑢1(𝑥)) 𝑑𝑦𝑑𝑥 ̸= 0, (1.4)

|∆𝑈(𝜆)| ⩾ 𝐶|𝜆| ln(1 + |𝜆|)𝑒|Im𝜆|, 𝜆 ∈ C∖𝐴𝜀, (1.5)

где 𝐶 = 𝐶(𝜀) > 0, 𝐴𝜀 — объединение кружков радиуса 𝜀 с центрами в нулях ∆𝑈 . Тогда

СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐿2(0, 1).
Условие (1.4) в той или иной форме присутствует практически во всех работах, посвя-

щенных вопросам полноты или базисности СКФ оператора 𝐿𝑈 . По существу, это условие
служит для выполнения оценки типа (1.5), зависящей от степени гладкости функций 𝑢𝑗.
Так, в работе [30] Шкаликовым (для дифференциального выражения 𝑛-го порядка) был
выделен класс интегральных условий, при которых СКФ соответствующего оператора об-
разует базис Рисса со скобками или просто базис Рисса. Применительно к нашему случаю
эти условия имеют вид

𝑉𝑗(𝑦) +

𝑘𝑗∑︁
𝜈=0

1∫︁
0

𝑦(𝜈)(𝑥)𝑑𝑢𝑗𝜈(𝑥) = 0, 𝑗 = 1, 2, (1.6)

𝑉𝑗(𝑦) =

𝑘𝑗∑︁
𝜈=0

(︀
𝛼𝑗𝜈𝑦

(𝜈)(0) + 𝛽𝑗𝜈𝑦
(𝜈)(1)

)︀
,

где 1 ⩾ 𝑘1 ⩾ 𝑘2 ⩾ 0, 𝑢𝑗𝜈 — функции ограниченной вариации, непрерывные в точках 0, 1.
Если 𝐿𝑉 — оператор, полученный из 𝐿𝑈 заменой (1.6) на условия

𝑉𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, 2, (1.7)

которые регулярны по Биркгофу [20, Гл. II, § 4], то СКФ оператора 𝐿𝑉 образует в 𝐿2(0, 1)
базис Рисса со скобками [29], а в случае усиленной регулярности — обычный базис Рисса
[19], [12]. Согласно основному результату работы [30], если условия (1.7) регулярны по
Биркгофу, то СКФ оператора 𝐿𝑈 образует в 𝐿2(0, 1) базис Рисса со скобками, а в случае
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усиленной регулярности — базис Рисса. Важный момент при доказательстве базисности
— оценка

|∆𝑈(𝜆)| > 𝐶(𝜀)|𝜆|𝑘1+𝑘2−1𝑒| Im𝜆|, 𝜆 ∈ C∖𝐴𝜀, (1.8)

где 𝐶(𝜀), 𝐴𝜀 определены так же, как в (1.5). Как отмечено в [30, Лемма 1], эта оценка
равносильна регулярности по Биркгофу условий (1.8).
В работе Скубачевского и Стеблова [26] и последовавшей за ней серией [2], [21], [23],

[24], [25], [27] подробно изучен случай, когда условия (1.6) имеют вид

(𝑦, 𝜙𝑗) = 0 (𝜙𝑗 ∈ 𝐿2(0, 1)), 𝑗 = 1, 2. (1.9)

Если хотя бы одно из условий (1.1) имеет вид (1.9), оператор 𝐿𝑈 определен неплотно, пото-
му не имеет сопряженного. В такой ситуации методика работ [19], [12], [30] неприменима.
Тем не менее, предполагая некоторую регулярность поведения функций 𝜙𝑗 вблизи точек
0 и 1 так, что

𝜙1(1)𝜙2(0)− 𝜙1(0)𝜙2(1) ̸= 0,

удается достаточно подробно исследовать различные спектральные свойства рассматрива-
емого оператора. Так, в работах [26], [2], [27] доказана дискретность спектра, локализация
его около луча arg 𝜆 = 0, в [21] установлена базисность СКФ в 𝐷(𝐿𝑈) по Абелю, а в [23] —
базисность по Риссу. В работах [24], [25] найдена асимптотика спектра и получена оценка
резольвенты вдали от спектра, используя лишь некоторые требовании на асимптотику
преобразований Лапласа функций 𝜙𝑗. Отметим также работы [4], [35], в которых получе-
ны близкие к [26], [2], [27] результаты для оператора 𝐿𝑈 при 𝑈𝑗(𝑦) = (𝑦′, 𝜙𝑗) (𝜙𝑗 ∈ 𝐿2(0, 1))
и оператора 4-го порядка вида 𝐿𝑈 .
Условия (1.1) могут быть приведены к виду (1.6) (в частности, к виду (1.9)) лишь при

достаточной гладкости 𝑢𝑗. Ниже (леммы 2.3, 2.4) будут получены критерии равносильно-
сти условий (1.1), (1.9) и (1.1), (1.6).
Возникает вопрос: нельзя ли при менее жестких ограничениях на функции 𝑢𝑗 получить

какую–либо достаточно нетривиальную информацию о спектральных свойствах оператора
𝐿𝑈?
В настоящей статье найдена оценка, существенно более мягкая по сравнению с (1.5),

при выполнении которой СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐷(𝐿𝑈) или в 𝐿2(0, 1). Кроме того,
получено интегральное представление функции ∆𝑈 в виде синус–преобразования некото-
рой функции 𝐴, которая выражается через 𝑢1, 𝑢2 и ядро 𝒦(·, ·) оператора преобразования
для уравнения (1.3). Отметим, что функция 𝐴 была получена в работе [34] при исследо-
вании спектра оператора 𝐿𝑈 . В данной работе нам удалось несколько упростить вид этой
функции. Используя указанное представление, найдены явные (в терминах функций 𝑢1,
𝑢2) условия полноты СКФ оператора 𝐿𝑈 в 𝐷(𝐿𝑈).
Операторы типа 𝐿𝑈 возникают в теории турбулентности [39] и в теории марковских

процессов [32], [33]. Различные спектральные свойства операторов вида 𝐿𝑈 (произволь-
ного порядка), кроме указанных выше, изучались в работах Пиконе [37], [38], Тамаркина
[28], Любича [15], [16], Брюнса [1], Кролла [36], Ильина и Моисеева [6], [7], Макина [17],
Кангужина [9], [11], Полякова [22] и др. Более подробную библиографию по обсуждаемой
теме можно найти в обзорах [5], [27], [36].

2. Формулировка основных результатов

2.1. Подготовительные утверждения. Выше было отмечено, что в случае, когда
оператор 𝐿𝑈 определен неплотно, классические методы не работают. В этой связи важ-
но знать, при каких условиях на функции 𝑢𝑗 оператор 𝐿𝑈 плотно определен. Очевидно,
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если хотя бы одна линейная комбинация условий (1.1) эквивалентна условию (𝑦, 𝜙) = 0
(𝜙 ∈ 𝐿2(0, 1), 𝜙 ̸= 0), то оператор 𝐿𝑈 определен неплотно. Верно и обратное утверждение:

Лемма 2.1. Оператор 𝐿𝑈 определен неплотно тогда и только тогда, когда существу-
ет 𝜙 ∈ 𝐿2(0, 1), 𝜙 ̸= 0, такая, что

𝜓′(0)𝑢1 − 𝜓(0)𝑢2 = 𝜓,

где 𝜓 — решение задачи

−𝜓′′ + 𝑞𝜓 = 𝜙, 𝜓(1) = 𝜓′(1) = 0. (2.1)

Лемма 2.2. Если существуют последовательность {𝜆𝑘}, уходящая в бесконечность
по сектору

𝑆𝜀 = 𝜀 ⩽ arg 𝜆 ⩽ 𝜋 − 𝜀 (𝜀 > 0),

и постоянная 𝐶 > 0, такие, что

|∆𝑈(𝜆𝑘)| ⩾ 𝐶𝑒Im𝜆𝑘 , (2.2)

то оператор 𝐿𝑈 плотно определен.

В следующем предложении дается полное описание класса функций 𝑢1, 𝑢2, при которых
условия (1.1) представляются в виде (1.9).

Лемма 2.3. Пусть функции 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐿2(0, 1) таковы, что 𝜓𝑗 — решения задачи (2.1)
при 𝜙 = 𝜙𝑗 — удовлетворяют условию

𝑑1 := 𝜓1(0)𝜓
′
2(0)− 𝜓′

1(0)𝜓2(0) ̸= 0

и пусть (︂
𝑢1
𝑢2

)︂
=

1

𝑑1

(︂
𝜓2(0) −𝜓1(0)
𝜓′
2(0) −𝜓′

1(0)

)︂(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
. (2.3)

Тогда условия (1.1) и (1.9) эквивалентны в 𝐷.
Обратно, пусть условия (1.1) и (1.9) эквивалентны в 𝐷. Тогда 𝑑1 ̸= 0 и справедливо

равенство (2.3).

Замечание 2.1. Пусть 𝑐0 = 𝑐|𝜆=0, 𝑠0 = 𝑠|𝜆=0, где 𝑠, 𝑐 — функции, фигурирующие в
(1.2). Тогда для решения задачи (2.1) верна формула

𝜓(𝑥) =

1∫︁
𝑥

(𝑠0(𝑥)𝑐0(𝑡)− 𝑐0(𝑥)𝑠0(𝑡))𝜙(𝑡)𝑑𝑡. (2.4)

Поэтому если 𝜙 — произвольная функция из 𝐿2(0, 1), ортогональная 𝑠0 и 𝑐0,
то 𝜓(0) = 𝜓′(0) = 0. Следовательно, 𝑑1 = 0, если хотя бы одна из функций 𝜙1, 𝜙2

ортогональна 𝑠0 и 𝑐0.

В силу леммы 2.3 для эквивалентности условий (1.1) и (1.9) необходимо, чтобы функ-
ции 𝑢𝑗, помимо прочего, должны быть достаточно гладкими, а именно, принадлежать
множеству

𝐷* = {𝑦 ∈ 𝐿2(0, 1) : 𝑦, 𝑦
′ ∈ 𝐴𝐶[0, 1], −𝑦′′ + 𝑞𝑦 ∈ 𝐿2(0, 1)}.

Теперь выясним, насколько гладкой должны быть функции 𝑢𝑗 для равносильности усло-
вий (1.1) и (1.6). Для этого перепишем (1.6) в виде

Φ𝑗(𝑦) :=
1∑︁

𝜈=0

1∫︁
0

𝑦(𝜈)(𝑥)𝑑𝜙𝑗𝜈(𝑥) = 0, 𝑗 = 1, 2, (2.5)
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где1 функции 𝜙𝑗𝜈 отличаются от 𝑢𝑗𝜈 лишь значениями в точках 0 и 1. Без ограничения
общности можно считать, что 𝜙𝑗𝜈(1) = 0. Обозначим через 𝑄 оператор, действующий в
𝐿∞(0, 1) по формуле

𝑄𝑓 =

1∫︁
𝑥

(𝑡− 𝑥)𝑞𝑓𝑑𝑡,

и положим

𝜓𝑗 = (𝐼 −𝑄)−1𝑓𝑗, 𝑗 = 1, 2, (2.6)

𝑓𝑗(𝑥) = 𝜙𝑗1(𝑥) +

1∫︁
𝑥

𝜙𝑗0(𝑡)𝑑𝑡.

Оператор 𝑄 является вольтерровым в пространстве 𝐿∞(0, 1), потому уравнение (2.6) имеет
единственное решение в этом пространстве, которое в силу равенства

𝜓𝑗 = 𝑓𝑗 +𝑄𝜓𝑗

является функцией ограниченной вариации, равной 0 в точке 1.

Лемма 2.4. Пусть функции ограниченной вариации 𝜙𝑗𝜈 (𝑗, 𝜈 = 1, 2) таковы, что

𝑑2 :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜙10(0)−

1∫︀
0

𝑞𝜓1𝑑𝑡 𝜓1(0)

𝜙20(0)−
1∫︀
0

𝑞𝜓2𝑑𝑡 𝜓2(0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0 (2.7)

и пусть (︂
𝑢1
𝑢2

)︂
=

1

𝑑2

⎛⎝ −𝜓2(0) 𝜓1(0)

𝜙20(0)−
1∫︀
0

𝑞𝜓2𝑑𝑡 𝜙10(0)−
1∫︀
0

𝑞𝜓1𝑑𝑡

⎞⎠(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
. (2.8)

Тогда условия (1.1) и (2.5) эквивалентны в 𝐷.
Обратно, пусть (1.1) и (2.5) эквивалентны в 𝐷. Тогда 𝑑2 ̸= 0 и справедливо равенство

(2.8).

Пусть 𝐿Γ — оператор 𝐿𝑈 при

𝑈𝑗(𝑦) = Γ𝑗(𝑦) := 𝑎𝑗1𝑦(0) + 𝑎𝑗2𝑦
′(0) + 𝑎𝑗3𝑦(1) + 𝑎𝑗4𝑦

′(1), 𝑗 = 1, 2,

где 𝑎𝑗𝑘 ∈ C таковы, что 𝜌(𝐿Γ) ̸= ∅. В частности, если граничные условия Γ𝑗(𝑦) = 0
невырожденны, то СКФ 𝐿Γ полна в 𝐿2(0, 1) [18, Теорема 1.3.1]. Обозначим

𝑅𝑈(𝜆) = (𝐿𝑈 − 𝜆2)−1 и 𝑅Γ(𝜆) = (𝐿Γ − 𝜆2)−1.

Лемма 2.5. Пусть 𝜆20 ∈ 𝜌(𝐿𝑈). Тогда при любых Γ𝑗, таких, что 𝜆
2
0 ∈ 𝜌(𝐿Γ), справед-

ливо представление

𝑅𝑈(𝜆0)𝑓 =
1

∆𝑈(𝜆0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑐 𝑠 𝑅Γ𝑓
𝑈1(𝑐) 𝑈1(𝑠) 𝑈1(𝑅Γ𝑓)
𝑈2(𝑐) 𝑈2(𝑠) 𝑈2(𝑅Γ𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝜆0), 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1). (2.9)

Cледствие 2.1. При любых 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐿2(0, 1) резольвента оператора 𝐿𝑈 — оператор
Гильберта — Шмидта.

1Если в (1.6) 𝑘𝑗 = 0, то в (2.5) полагаем 𝜙𝑗1 = 0
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2.2. Основные результаты. Если оператор 𝐿𝑈 плотно определен, можно пользоваться
общей схемой [3, Гл.XI, § 6, Следствие 31]2:

Теорема 2.1 (Данфорд — Шварц). Пусть 𝐻 — сепарабельное гильбертово простран-
ство, 𝑇 — плотно определенный в 𝐻 оператор с резольвентой из класса Гильберта —
Шмидта. Далее пусть 𝑝𝑘 (𝑘 = 1, 5) — лучи, удовлетворяющие условиям:

а) углы между любыми соседними меньше
𝜋

2
,

б) существует постоянная 𝑀 ⩾ −1, такая, что⃦⃦
(𝑇 − 𝜆)−1

⃦⃦
= 𝑂

(︀
𝜆𝑀

)︀
при 𝜆→ ∞

вдоль каждого луча 𝑝𝑘.

Тогда система корневых векторов оператора 𝑇 полна в 𝐻.

Теорема 2.2. Пусть оператор 𝐿𝑈 плотно определен и обладает свойством: суще-
ствуют лучи

𝑃𝑘 = {arg 𝑧 = 𝛽𝑘, |𝑧| ⩾ 𝑅𝑘} (𝑘 = 1, 2), 𝑅𝑘 ⩾ 0, 0 < 𝛽1 < 𝛽2 < 𝜋,

такие, что

|∆(𝜆)| ⩾ 𝐶|𝜆|𝑁𝑒Im𝜆, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2, (2.10)

где 𝐶 > 0 и 𝑁 ∈ R — постоянные, не зависящие от 𝜆. Тогда СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в
𝐿2(0, 1).

Замечание 2.2. Согласно Следствию 2.1 𝐿−1
𝑈 ∈ 𝜎2, так что по теореме Данфорда —

Шварца для полноты СКФ оператора 𝐿𝑈 достаточно найти 5 лучей, удовлетворяющих
условиям а) и б). Специфика оператора 𝐿𝑈 позволяет обойтись только двумя лучами.

Cледствие 2.2. Если функция ∆𝑈 удовлетворяет оценкам (2.2) и (2.10), то СКФ
оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐿2(0, 1).

Согласно лемме 2.1 область определения оператора 𝐿𝑈 может быть не плотной. В этой
ситуации 𝐿*

𝑈 не существует, поэтому приведенная выше «общая схема» не работает. Поль-
зуясь лишь методами теории функций нам удалось получить следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть 𝑃𝑘 — те же лучи, что в Теореме 2.2, и

|∆(𝜆)| ⩾ 𝐶|𝜆|−
1
2 𝑒Im𝜆, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2, (2.11)

где 𝐶 > 0 не зависит от 𝜆. Тогда СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐷(𝐿𝑈).

Для формулировки следующего результата введем обозначения. Пусть 𝒦(·, ·) — ядро
оператора преобразования для решения 𝑒(𝑥, 𝜆) уравнения (1.3) с начальными условиями
𝑒(0, 𝜆) = 1, 𝑒′(0, 𝜆) = 𝑖𝜆 [18, Гл. 1, § 2]:

𝑒(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 +

𝑥∫︁
−𝑥

𝒦(𝑥, 𝑡)𝑒𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡,

𝐾± — операторы, действующие в 𝐿2(0, 1) по формулам

[𝐾±𝑓 ] (𝑥) =

1∫︁
𝑥

𝒦(𝑡,±𝑥)𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (2.12)

2Имеется обобщение этого утверждения на операторы с резольвентой из идеала Неймана — Шаттена
𝜎𝑝 с произвольным 𝑝 > 0 [31, Теорема 4.7 и Замечание 4.8].



46 Х.К. ИШКИН, Б.Е. КАНГУЖИН

Положим

𝐴1[𝑔, 𝑓 ](𝑥) = 𝐵[(𝐼 +𝐾+)𝑔, (𝐼 +𝐾−)𝑓 ](𝑥)−𝐵[(𝐼 +𝐾+)𝑓, (𝐼 +𝐾−)𝑔](𝑥),

𝐵[𝑓, 𝑔](𝑥) =

1∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡,

𝐴2[𝑓 ](𝑥) =

1∫︁
𝑥

[(𝐼 +𝐾+ +𝐾−)𝑓 ] (𝑡)𝑑𝑡,

𝐴3[𝑓 ](𝑥) =

1∫︁
𝑥

(𝑡− 𝑥) [(𝐼 +𝐾+ −𝐾−)𝑓 ] (𝑡)𝑑𝑡,

𝐴(𝑥) = 𝐴1[𝑢2, 𝑢1](𝑥)− 𝐴2[𝑢1](𝑥)− 𝐴3[𝑢2](𝑥).

Теорема 2.4. Характеристический определитель оператора 𝐿𝑈 представляется в ви-
де

∆𝑈(𝜆) = 𝜆3
1∫︁

0

sin𝜆𝑥𝐴(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜆2𝐴(0) + 1. (2.13)

Замечание 2.3. В работе [8] для оператора Штурма — Лиувилля на кривой с услови-
ями Дирихле или Неймана найдено аналогичное (2.13) представление для характеристи-
ческого определителя. Используя это представление, получен критерий асимптотиче-
ской локализации спектра около конечного числа лучей.

Cледствие 2.3. Пусть при некотором 𝑚 предел

lim
𝑥→1

𝐴(𝑥)

(1− 𝑥)𝑚

существует и не равен 0. Если 𝑚 ⩽
5

2
, то СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐷(𝐿𝑈), а при

𝑚 ⩽ 2 — в 𝐿2(0, 1).

Cледствие 2.4. Пусть 𝑞 = 0 и при некотором 𝑚 предел

lim
𝑥→1

(1− 𝑥)−𝑚

1∫︁
𝑥

[𝑢2(𝑡)𝑢1(𝑡− 𝑥)− 𝑢2(𝑡− 𝑥)𝑢1(𝑡)− 𝑢1(𝑡)− (𝑡− 𝑥)𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡

существует и не равен 0. Если 𝑚 ⩽
5

2
, то СКФ оператора 𝐿𝑈 полна в 𝐷(𝐿𝑈), а при

𝑚 ⩽ 2 — в 𝐿2(0, 1).

3. Доказательства подготовительных лемм

3.1. Доказательство леммы 2.1. Достаточность доказывается непосредственной про-
веркой. Пусть 𝐷𝑈 не плотна в 𝐿2(0, 1). Тогда существует ненулевой элемент 𝜙 из 𝐿2(0, 1),
такой, что (𝑦, 𝜙) = 0 для всех 𝑦 ∈ 𝐷(𝐿𝑈). Пусть 𝜓 — функция, фигурирующая в форму-
лировке леммы. Имеем

0 = (𝑦, 𝑙*(𝜓)) = 𝑦(0)𝜓′(0)− 𝑦′(0)𝜓(0) + (𝑙(𝑦), 𝜓).
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Согласно (1.1)
𝑦(0) = −(𝑙(𝑦), 𝑢1), 𝑦

′(0) = −(𝑙(𝑦), 𝑢2),

так что
(𝑙(𝑦), 𝜓′(0)𝑢1 − 𝜓(0)𝑢2 − 𝜓) = 0

для всех 𝑦 ∈ 𝐷(𝐿𝑈). Так как 0 ∈ 𝜌(𝐿𝑈) и множество {𝑙(𝑦), 𝑦 ∈ (𝐷(𝐿𝑈)} = Ran(𝐿𝑈)
совпадает с 𝐿2(0, 1), имеем

𝜓′(0)𝑢1 − 𝜓(0)𝑢2 − 𝜓 = 0.

Лемма доказана.

3.2. Доказательство леммы 2.2. Предположим, что оператор 𝐿𝑈 определен неплот-
но. Если 𝜓 — решение задачи (2.1) при некотором 𝜙 ̸= 0, то хотя бы одно из чисел 𝜓(0) и
𝜓′(0) не равно 0. Пусть 𝜓′(0) ̸= 0. Поскольку

𝜓′(0)𝑈1(𝑦)− 𝜓(0)𝑈2(𝑦) = 𝜓′(0)𝑦(0)− 𝜓(0)𝑦′(0) + (𝑙𝑦, 𝜓) = (𝑦, 𝜙),

имеем

∆𝑈(𝜆) =
1

𝜓′(0)

⃒⃒⃒⃒
(𝑐, 𝜙) (𝑠, 𝜙)
𝑈2(𝑐) 𝑈2(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
.

Пусть 𝑦1, 𝑦2 — решения (1.3) с асимптотикой [20, Гл. II, § 4],

𝑦
(𝑗−1)
𝑘 (𝑥, 𝜆) ∼ (𝜔𝑘𝜆)

𝑗−1𝑒𝜔𝑘𝜆𝑧[1], 𝑥 ∈ [0, 1], 𝜆→ ∞, 𝑘, 𝑗 = 1, 2, (3.1)

где 𝜔1 = −𝑖, 𝜔2 = 𝑖, символ [1] означает выражение 1 + 𝑂 (𝜆−1), в котором оценка 𝑂(𝜆−1)
равномерна по 𝑥 ∈ [0, 1] и 0 ⩽ arg 𝜆 ⩽ 𝜋. Имеем(︂

𝑐
𝑠

)︂
=

1

2
diag

(︀
1, (𝑖𝜆)−1

)︀(︂ [1] [1]
−[1] [1]

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
. (3.2)

Тогда

∆𝑈(𝜆) =
[1]

2𝑖𝜓′(0)𝜆

⃒⃒⃒⃒
(𝑦1, 𝜙) (𝑦2, 𝜙)
𝑈2(𝑦1) 𝑈2(𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
.

Отсюда, учитывая, что для любого 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1)

(𝑦1, 𝑓) = 𝑜
(︁
𝜆−

1
2 𝑒Im𝜆

)︁
, (𝑦2, 𝑓) = 𝑜

(︁
𝜆−

1
2

)︁
при больших 𝜆 из 𝑆𝜀, получаем

sup
𝜀⩽𝛼⩽𝜋−𝜀

⃒⃒
∆𝑈(𝑟𝑒

𝑖𝛼)𝑒−𝑟 sin𝛼
⃒⃒
→ 0, 𝑟 → +∞.

Эта оценка противоречит условию леммы 2.2, следовательно, оператор 𝐿𝑈 определен плот-
но.

3.3. Доказательство леммы 2.3. Пусть 𝑑1 ̸= 0 и выполнено равенство (2.3). Тогда

𝜓′
𝑗(0)𝑢1 − 𝜓𝑗(0)𝑢2 = 𝜓𝑗 (𝑗 = 1, 2).

Отсюда (см. доказательство леммы 2.2)

𝜓′
𝑗(0)𝑈1(𝑦)− 𝜓𝑗(0)𝑈2(𝑦) = (𝑦, 𝜙𝑗).

Обратно, если условия (1.1) и (1.9) эквивалентны, то они порождают один и тот же
оператор. Следовательно, функции

∆𝑈 и ∆Φ :=

⃒⃒⃒⃒
(𝑐, 𝜙1) (𝑠, 𝜙1)
(𝑐, 𝜙2) (𝑠, 𝜙2)

⃒⃒⃒⃒
имеют одинаковые нули. Так как ∆𝑈(0) = 1, имеем ∆Φ(0) ̸= 0. Согласно формуле (2.4),

𝑑1 = (𝑐0, 𝜙1)(𝑠0, 𝜙2)− (𝑠0, 𝜙1)(𝑐0, 𝜙2) = ∆Φ(0).
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Поэтому 𝑑1 ̸= 0.
Далее, рассуждая так же, как при доказательстве леммы 2.1, получаем

𝜓′
𝑗(0)𝑢1 − 𝜓𝑗(0)𝑢2 = 𝜓𝑗 (𝑗 = 1, 2).

Отсюда следует (2.3).

3.4. Доказательство леммы 2.4. Пусть 𝑑2 ̸= 0. Достаточность (2.8) для эквивалент-
ности условий (1.1) и (2.5) доказывается так же, как в предыдущем пункте. Пусть равен-
ства (1.1) и (2.5) эквивалентны в 𝐷. Поскольку 𝜓1, 𝜓2 — функции ограниченной вариации,
находим

(𝑙𝑦, 𝜓𝑗) =

1∫︁
0

𝑦′(𝑥)𝑑

⎡⎣𝜓𝑗(𝑥) +

1∫︁
𝑥

(𝑥− 𝑡)𝑞𝜓𝑗𝑑𝑡

⎤⎦− 𝑦(0)

1∫︁
0

𝑞𝜓𝑗𝑑𝑡+ 𝑦′(0)𝜓𝑗(0), 𝑗 = 1, 2, 𝑦 ∈ 𝐷.

С другой стороны, согласно (2.5),

Φ𝑗(𝑦) =

1∫︁
0

𝑦′𝑑

⎡⎣𝜙𝑗1(𝑥) +

1∫︁
𝑥

𝜙𝑗0(𝑡)𝑑𝑡

⎤⎦− 𝑦(0)𝜙𝑗0(0), 𝑗 = 1, 2, 𝑦 ∈ 𝐷.

Следовательно,

Φ𝑗(𝑦) = (𝑙𝑦, 𝜓𝑗)− 𝑦(0)

⎡⎣𝜙𝑗0(0)−
1∫︁

0

𝑞𝜓𝑗𝑑𝑥

⎤⎦− 𝑦′(0)𝜓𝑗(0), 𝑗 = 1, 2, 𝑦 ∈ 𝐷. (3.3)

Теперь действуем так же, как при доказательстве леммы 2.1: соотношение (3.3) с учетом
равносильности равенств (1.1) и (2.5) в 𝐷 влечет⎛⎝𝑙𝑦, 𝜓𝑗 +

⎛⎝𝜙𝑗0(0)−
1∫︁

0

𝑞𝜓𝑗𝑑𝑡

⎞⎠𝑢1 + 𝜓𝑗(0)𝑢2

⎞⎠ = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑦 ∈ 𝐷𝑈 ,

так что

𝜓𝑗 +

⎛⎝𝜙𝑗0(0)−
1∫︁

0

𝑞𝜓𝑗𝑑𝑡

⎞⎠𝑢1 + 𝜓𝑗(0)𝑢2 = 0, 𝑗 = 1, 2. (3.4)

Далее, согласно (2.7) и (3.3), 𝑑2 = ∆Φ(0) ̸= 0 (так как ∆𝑈 и ∆Φ имеют одинаковые нули
и ∆𝑈(0) = 1). Следовательно, определитель системы (3.4) не равен 0. Решая эту систему,
получим (2.8).

3.5. Доказательство леммы 2.5. Обозначим через 𝐿0 оператор 𝐿𝑈 при 𝑢1 = 𝑢2 = 0.
Поскольку ∆0(𝜆) ≡ 1, оператор 𝑅0(𝜆) := (𝐿0 − 𝜆2)−1 существует при всех 𝜆 ∈ C. Поэтому
при всех 𝜆2 ∈ 𝜌(𝐿𝑈) имеем

𝑅𝑈(𝜆)𝑓 =
1

∆𝑈(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑐 𝑠 𝑅0(𝜆)𝑓
𝑈1(𝑐) 𝑈1(𝑠) 𝑈1(𝑅0(𝜆)𝑓)
𝑈2(𝑐) 𝑈2(𝑠) 𝑈2(𝑅0(𝜆)𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1). (3.5)

Пусть 𝜆20 ∈ 𝜌(𝐿𝑈). Выберем краевые условия Γ𝑗 так, чтобы 𝜆20 ∈ 𝜌(𝐿Γ). Поскольку функции
𝑅0(𝜆0)𝑓 и 𝑅Γ(𝜆0)𝑓 удовлетворяют одному и тому же уравнению 𝑙(𝑦) − 𝜆20𝑦 = 𝑓 , их раз-
ность есть линейная комбинация функций 𝑠(·, 𝜆0) и 𝑐(·, 𝜆0). Отсюда и из равенства (3.5)
следует (2.9).
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3.6. Доказательство следствия 2.1. Следует из (3.5) и соотношений

[𝑅0(𝜆)𝑓 ] (𝑥) = −
𝑥∫︁

0

(𝑠(𝑥, 𝜆)𝑐(𝑡, 𝜆)− 𝑠(𝑡, 𝜆)𝑐(𝑥, 𝜆))𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑈𝑗(𝑅0(𝜆)𝑓) = 𝜆2 (𝑓,𝑅*
0(𝜆)𝑢𝑗) + (𝑓, 𝑢𝑗).

4. Доказательства Теорем 2.2 — 2.4

4.1. СКФ оператора 𝐿𝑈 . Из доказательства Теоремы 1 работы [34] видно, что спектр
𝐿𝑈 пуст тогда и только тогда, когда ∆𝑈(𝜆) ≡ 1. Поэтому в условиях Теорем 2.2 и 2.3
спектр 𝐿𝑈 состоит из счетного числа собственных значений {𝜇𝑘}∞1 с кратностями 𝑚𝑘.
Пусть 𝜇𝑘 = 𝜆2𝑘, где {𝜆𝑘} — корни ∆𝑈 из Π+ = {0 ⩽ arg 𝜆 < 𝜋} (без ограничения общности
считаем, что 0 — вне спектра 𝐿𝑈), пронумерованные в порядке возрастания модулей без
учета кратностей. Рассмотрим функции

𝑤𝑗 = 𝑈𝑗(𝑐)𝑠− 𝑈𝑗(𝑠)𝑐, 𝑗 = 1, 2. (4.1)

Поскольку 𝑈1(𝑤1) = 0, 𝑈2(𝑤1) = ∆𝑈 , имеем 𝑤1(·, 𝜆𝑘) — собственная функция оператора
𝐿𝑈 , соответствующая собственному значению 𝜇𝑘. Очевидно, это утверждение верно и для
𝑤2. Если ̃︀𝑤𝑗(𝑥, 𝜇) = 𝑤𝑗(𝑥,

√
𝜇), 0 ⩽ arg 𝜇 < 2𝜋,

то при каждом 𝑗 = 1, 2 последовательность

𝑊𝑗 :=

(︂
𝜕

𝜕𝜇

)︂𝜈 ̃︀𝑤𝑗(𝑥, 𝜇)

⃒⃒⃒⃒
𝜇=𝜇𝑘

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝜈 = 0,𝑚𝑘 − 1, (4.2)

образует СКФ оператора 𝐿𝑈 .

4.2. Доказательство теоремы 2.2. Допустим, что система 𝑊1
1 неполна, то есть су-

ществует ненулевая функция 𝑓 из 𝐿2(0, 1), ортогональная 𝑊1. Следуя идее, изложенной в
упомянутом выше Замечании 4.8 из работы [31], рассмотрим векторнозначную (со значе-
ниями в 𝐿2(0, 1)) функцию

𝑤(𝜆) =
(︁
𝐿*
𝑈 − 𝜆

2
)︁−1

𝑓,

которая в силу сделанного предположения является целой относительно переменной 𝜆.
Покажем, что

‖𝑤(𝜆)‖ = 𝑂
(︀
𝜆𝑁

)︀
, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2. (4.3)

Для этого достаточно доказать, что

‖
(︀
𝐿𝑈 − 𝜆2

)︀−1 ‖ = 𝑂
(︀
𝜆𝑁

)︀
, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2. (4.4)

Выберем в качестве Γ в (2.9) условия Дирихле 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0 и обозначим через 𝐿𝐷 и
𝑅𝐷(𝜆) соответствующий оператор и его резольвенту (𝐿𝐷 − 𝜆2)−1. Тогда

‖𝑅𝐷(𝜆)‖ = 𝑂
(︀
𝜆−2

)︀
, 𝜆→ ∞, (4.5)

вдоль любого луча arg 𝜆 = 𝛽 (0 < 𝛽 < 𝜋).
Функции 𝑦𝑗, определенные по (3.1), линейно независимы, так что(︂

𝑐
𝑠

)︂
= Ω

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
,

1Cистемы 𝑊1 и 𝑊2 полны или неполны одновременно.
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где Ω — невырожденная при всех 𝜆 матрица, зависящая только от 𝜆. Переходя в (2.9) к
𝑦1, 𝑦2, получим

𝑅𝑈(𝜆)𝑓 = 𝑅𝐷(𝜆)𝑓 +
1

𝐷𝑈(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
Ψ1(·, 𝜆) Ψ2(·, 𝜆)

𝑈1(𝑅𝐷(𝜆)𝑓) 𝑈2(𝑅𝐷(𝜆)𝑓)

⃒⃒⃒⃒
, 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1), (4.6)

Ψ𝑗(𝑥, 𝜆) =

⃒⃒⃒⃒
𝑦1(𝑥, 𝜆) 𝑦2(𝑥, 𝜆)

𝑈1(𝑅𝐷(𝜆)𝑓) 𝑈2(𝑅𝐷(𝜆)𝑓)

⃒⃒⃒⃒
,

𝐷𝑈 =

⃒⃒⃒⃒
𝑈1(𝑦1) 𝑈1(𝑦2)
𝑈2(𝑦1) 𝑈2(𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
. (4.7)

Без ограничения общности можно считать, что постоянные 𝑅𝑘 в определении лучей 𝑃𝑘

таковы, что оценки (3.1) и (4.5) верны на обоих лучах 𝑃1 и 𝑃2. Тогда

|𝐷𝑈(𝜆)| = 2[1]|𝜆||∆(𝜆)|, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2. (4.8)

Используя эти оценки, а также (2.10), имеем: при всех 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2

‖Ψ𝑗‖ = 𝑂
(︀
𝜆𝑒Im𝜆

)︀
, 𝑈𝑗 (𝑅𝐷(𝜆)𝑓) = 𝑂(1)‖𝑓‖,

|𝐷𝑈(𝜆)| ⩾ 𝐶1|𝜆|𝑁+1𝑒Im𝜆,

где 𝐶1 > 0 не зависит от 𝜆. Отсюда и из равенства (4.6) следует (4.4).
Согласно (4.6) и оценкам (3.1), 𝑅𝑈 — частное двух целых функций порядка не выше 1,

следовательно [14, Гл. I, § 9], имеет порядок не выше 1. Поскольку

|𝑤(𝜆)| ⩽ ‖𝑅𝑈(𝜆)‖‖𝑓‖,

порядок функции 𝑤 также не превосходит 1. Применяя с учетом (4.3) принцип Фрагмена —
Линделефа, заключаем, что

𝑤(𝜆) = 𝑂
(︀
|𝜆|𝑁 + 1

)︀
, 𝜆 ∈ 𝑆, (4.9)

где 𝑆 — сектор, ограниченный лучами arg 𝜆 = 𝛽1 и arg 𝜆 = 𝛽2. Так как функция 𝑤 четная,
оценка (4.9) верна и на вертикальном с 𝑆 секторе. Далее, еще раз применяя принцип
Фрагмена–Линделефа к одному из смежных с 𝑆 секторов, приходим к равенству

𝑤(𝜆) = 𝑓0 + 𝑓2𝜆
2
+ · · ·+ 𝑓𝑀𝜆

2𝑀
, 𝑓𝑗 ∈ 𝐷(𝐿*

𝑈).

Следовательно,

−𝑓 + (𝐿*
𝑈 − 𝜆

2
)𝑓0 + 𝑓2𝜆

2
+ · · ·+ 𝑓𝑀𝜆

2𝑀
= 0, 𝜆 ∈ C.

Приравнивая к 0 коэффициенты при 𝜆
2𝑘
, получим 𝑓𝑀 = 𝑓𝑀−1 = · · · = 𝑓0 = 0, так что

𝑓 = 0.

4.3. Доказательство теоремы 2.3. Предположим, что система (4.2) неполна в 𝐷(𝐿𝑈),
то есть существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐷(𝐿𝑈), ортогональная (4.2). Покажем, что

∆𝑗(𝜆) := (𝑤𝑗, 𝑓)(𝜆) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2. (4.10)

Введем функции

𝐹𝑗(𝜆) =
∆𝑗(𝜆)

∆𝑈(𝜆)
, 𝑗 = 1, 2. (4.11)

В силу (4.1) и предположения о неполноте, 𝐹𝑗 — четная целая функция.
Обозначим через 𝐷𝑗 функцию, которая получается из ∆𝑗 заменой 𝑐, 𝑠 соответственно

на 𝑦1, 𝑦2 (см. (3.1)). Имеем

𝐹𝑗 =
𝐷𝑗

𝐷𝑈

. (4.12)
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Как и в предыдущем пункте будем считать, что оценки (3.1) и (4.8) верны на обоих лучах
𝑃1 и 𝑃2. Потому, учитывая (2.11) и (4.7), имеем

|𝐷𝑈(𝜆)| ≥ 𝐶|𝜆|
1
2 𝑒Im𝜆, 𝜆 ∈ 𝑃1 ∪ 𝑃2, (4.13)

с не зависящей от 𝜆 постоянной 𝐶 > 0. Далее,

𝐷𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑐𝑈𝑗(𝑦1) 𝑈𝑗(𝑦2)
(𝑦1, 𝑓) (𝑦2, 𝑓)

⃒⃒⃒⃒
= 𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑐𝑈𝑗(𝑦1) 𝑈𝑗(𝑦2)
(𝑙(𝑦1), 𝑓) (𝑙(𝑦2), 𝑓)

⃒⃒⃒⃒
. (4.14)

Поскольку 𝑢𝑗 ∈ 𝐿2(0, 1), учитывая оценки (3.1), легко показать, что

𝑈𝑘(𝑦𝑗)(𝜆) = 𝑜
(︁
𝜆

3
2 𝑒𝜎𝑗 Im𝜆

)︁
(𝑘, 𝑗 = 1, 2), 𝜆→ ∞, (4.15)

на любом фиксированном луче 𝑃 (𝛽,𝑅) (0 < 𝛽 < 𝜋, 𝑅 > 0). Чтобы оценить элементы
(𝑙(𝑦𝑗), 𝑓), заметим, что 𝑓 ∈ 𝐷𝑈 , следовательно, в этих выражениях можно один раз про-
интегрировать по частям. С учетом (3.1) это дает

(𝑙(𝑦𝑗), 𝑓) = 𝑂
(︀
𝜆𝑒𝜎𝑗 Im𝜆

)︀
(𝜎1 = 1, 𝜎2 = 0), 𝜆→ ∞, (4.16)

равномерно по 0 ⩽ arg 𝜆 ⩽ 𝜋. Объединяя теперь формулы (4.12), (4.14) и оценки (4.13),
(4.15), (4.16), получаем

𝐹𝑗(𝜆) = 𝑜(1), 𝜆 ∈ 𝑃 (𝛽1, 𝑅) ∪ 𝑃 (𝛽2, 𝑅), 𝑅 → +∞. (4.17)

Из асимптотических оценок (3.1), соотношений (3.2), (4.1), (1.2) и (4.11) следует, что по-
рядок функций 𝐹𝑗 не превосходит 1. Как в предыдущем пункте, пользуясь четностью
функций 𝐹𝑗, применим последовательно принцип Фрагмена — Линделефа к сектору 𝑆 и
смежному с ним сектору и убеждаемся, что функции 𝐹𝑗 ограничены на всей плоскости.
Учитывая (4.17), имеем 𝐹𝑗 ≡ 0. Отсюда следуют соотношения (4.10). Их можно записать
в виде (︂

𝑈1(𝑐) 𝑈1(𝑠)
𝑈2(𝑐) 𝑈2(𝑠)

)︂(︂
(𝑠, 𝑓)
−(𝑐, 𝑓)

)︂
= 0.

Определитель матрицы этой системы совпадает с функцией ∆𝑈 . Поскольку ∆𝑈 — целая
и ∆𝑈(0) = 1, тогда (𝑠, 𝑓) = (𝑐, 𝑓) ≡ 0 вблизи 0, а значит, всюду на C. Система функций
{𝑐(·, 𝜆), 𝜆 ∈ C}, очевидно, полна в 𝐿2(0, 1), поэтому 𝑓 ≡ 0 на [0, 1]. Теорема доказана.

4.4. Доказательство теоремы 2.4. Согласно (1.2) и (1.1)

∆𝑈(𝜆) = 𝜆3Ψ1(𝜆) + Ψ2(𝜆) + 1, (4.18)

Ψ1(𝜆) = (𝑐, 𝑢1)(𝑠1, 𝑢2)− (𝑐, 𝑢2)(𝑠1, 𝑢1), (4.19)

Ψ2(𝜆) = 𝜆2(𝑐, 𝑢1) + 𝜆(𝑠1, 𝑢2),

где 𝑠1 = 𝜆𝑠. Так как

𝑐 =
(𝑒+ 𝑒1)

2
, 𝑠 =

(𝑒− 𝑒1)

2𝑖𝜆
, 𝑒1(𝑥, 𝜆) := 𝑒(𝑥,−𝜆),

получим

𝑠1(𝑥, 𝜆) = sin𝜆𝑥+

𝑥∫︁
0

𝒦∞(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑡𝑑𝑡, (4.20)

𝑐(𝑥, 𝜆) = cos𝜆𝑥+

𝑥∫︁
0

𝒦0(𝑥, 𝑡) cos𝜆𝑡𝑑𝑡, (4.21)

𝒦∞(𝑥, 𝑡) = 𝒦(𝑥, 𝑡)−𝒦(𝑥,−𝑡), 𝒦0(𝑥, 𝑡) = 𝒦(𝑥, 𝑡) +𝒦(𝑥,−𝑡).
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Пусть 𝐾∞ и 𝐾0 — интегральные операторы в правых частях равенств (4.20) и (4.21)
соответственно. В силу (2.12)

(𝐾0𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐹1𝑔), (𝐾∞𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐹2𝑔), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(0, 1).

Тогда

Ψ1(𝜆) =
1

2𝑖
((𝑒, 𝑢2)(𝑒1, 𝑢1)− (𝑒, 𝑢1)(𝑒1, 𝑢2))

=
1

2𝑖

(︀
(𝑒−0 , (𝐼 +𝐾−)𝑢1)(𝑒

+
0 , (𝐼 +𝐾+)𝑢2)− (𝑒+0 , (𝐼 +𝐾+)𝑢1)(𝑒

−
0 , (𝐼 +𝐾−)𝑢2)

)︀
,

Ψ2(𝜆) = 𝜆2(𝑐0, (𝐼 + 𝐹1)𝑢1) + 𝜆(𝑠0, (𝐼 + 𝐹2)𝑢2), (4.22)

𝑐0 = cos𝜆𝑥, 𝑠0 = sin𝜆𝑥, 𝑒±0 = 𝑒±𝑖𝜆𝑥.

Непосредственные вычисления показывают, что

(𝑒+0 , 𝑓)(𝑒
−
0 , 𝑔) =

1∫︁
−1

𝑒𝑖𝜆𝑥𝐶[𝑓, 𝑔](𝑥)𝑑𝑥, 𝐶[𝑓, 𝑔](𝑥) =

min {1,1+𝑥}∫︁
max {0,𝑥}

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡.

Отсюда

Ψ1(𝜆) =
1

2𝑖

1∫︁
−1

𝑒𝑖𝜆𝑥𝐷(𝑥)𝑑𝑥,

𝐷(𝑥) = 𝐶[(𝐼 +𝐾+)𝑢2, (𝐼 +𝐾−)𝑢1](𝑥)− 𝐶[(𝐼 +𝐾+)𝑢1, (𝐼 +𝐾−)𝑢2](𝑥).

Функция 𝐷 с точностью до постоянного множителя совпадает с преобразованием Фурье
функции Ψ1, которая, согласно (4.19), является нечетной. Потому 𝐷 также нечетна и на
[0, 1] совпадает с 𝐴1, так что

Ψ1(𝜆) =

1∫︁
0

sin𝜆𝑥𝐴1(𝑥)𝑑𝑥. (4.23)

Интегрирование по частям позволяет выражение (4.22) записать в виде

Ψ2(𝜆) = −𝜆3
1∫︁

0

sin𝜆𝑥 (𝐴2(𝑥) + 𝐴3(𝑥)) 𝑑𝑥+ 𝜆2(𝐴2(0) + 𝐴3(0)). (4.24)

Подставляя (4.23) и (4.24) в (4.18), получим (2.13).
Следствия 2.3 и 2.4 непосредственно вытекают из леммы 2.2 и теорем 2.2 — 2.4.
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