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ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ УСЛОВИЯ

УСИЛЕННОЙ НЕПОЛНОТЫ

СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ

А.М. ГАЙСИН, Р.А. ГАЙСИН

Аннотация. Изучаются интерполяционные последовательности в смысле Павлова —
Коревара — Диксона (Ω–интерполяционные последовательности) и обобщения, а также
аппроксимативные свойства систем экспонент с соответствующими показателями. Так,
представляет интерес интерполяционная задача в классе целых функций экспоненци-
ального типа, определяемом некоторой возрастающей мажорантой из класса сходимо-
сти (неквазианалитическим весом). В более узком классе, когда мажоранта облада-
ла свойством вогнутости аналогичная задача в 1978 году была полностью решена Б.
Берндсоном, но в случае, когда узлы интерполяции — натуральные числа. Он получил
критерий разрешимости данной интерполяционной задачи. Соответствующий крите-
рий для произвольной возрастающей последовательности положительных узлов недав-
но был получен Р.А. Гайсиным. Он же в 2021 году доказал соответствующий критерий
интерполяционности (𝑊–интерполяционности) в случае произвольного неквазианали-
тического веса. Как и в работах А.И. Павлова, Дж. Коревара и М. Диксона нами была
обнаружена тесная связь между интерполяционностью последовательностей и пробле-
мой Макинтайра. Было также показано, что если последовательность вещественных
чисел Ω–интерполяционная, то соответствующая система экспонент усиленно не полна
(минимальна) относительно прямоугольников (в случае 𝑊–интерполяционности уси-
ленная неполнота (минимальность) имеет место относительно вертикальных полос).
Однако условия Ω–интерполяционности, предложенные А.М. Гайсиным в 1991 году,
оставляли чувство неудовлетворенности из–за того, что они были недостаточно на-
глядными.
В данной статье в терминах весового индекса концентрации и получены требуемые

условия усиленной неполноты (минимальности) системы экспонент относительно пря-
моугольников.

Ключевые слова: интерполяционная последовательность, усиленно неполные (мини-
мальные) системы экспонент, весовой индекс концентрации, последовательность Ма-
кинтайра.
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1. Введение

Статья посвящена обобщениям ряда результатов Дж. Коревара и М. Диксона об интер-
поляционных последовательностях из обзорной работы [18].
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Пусть Λ = {𝜆𝑛}, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞. Если Λ ⊂ N, то вместо Λ будем использовать обозначение
𝑃 , 𝑃 = {𝑝𝑛}, где 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝𝑛 ↑ ∞. В дальнейшем 𝑆(𝑃 ) = {𝑧𝑝𝑛} — система степеней.
Введем в рассмотрение следующие классы последовательностей 𝑃 = {𝑝𝑛}:
𝐶𝐶 (convergence class) — класс сходимости. Это — класс последовательностей 𝑃 , имею-

щих лакуны Фейера, т.е. такие, что
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
< ∞. (1.1)

𝑀 (Macintyre sequences) — это класс последовательностей 𝑃 , для которых любая целая
трансцендентная функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑝𝑛 (1.2)

не ограничена на любой кривой, уходящей в бесконечность.
Макинтайр показал, что 𝑀 ⊂ 𝐶𝐶 (см. [21]). В работе [19] исследуются усиленно сво-

бодные (минимальные — по Л. Шварцу) и усиленно не полные системы степеней 𝑆(𝑃 ).
Система степеней {𝑧𝑝𝑛} называется усиленно свободной (минимальной), если для любых

𝑎 > 1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

inf
𝛾𝑎

inf
𝑐

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑧𝑝𝑘 −∑︁

𝑛̸=𝑘

′
𝑐𝑛𝑧

𝑝𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝛾𝑎

= 𝛿𝑘(𝑎) > 0, (1.3)

где
∑︀
𝑛̸=𝑘

′ — полином, 𝛾𝑎 — кривая, соединяющая окружности 𝐶(0, 1) = {𝑧 : |𝑧| = 1} и

𝐶(0, 𝑎) = {𝑧 : |𝑧| = 𝑎}, ‖𝑔‖𝛾𝑎 = max
𝑧∈𝛾𝑎

|𝑔(𝑧)|; внутренний инфимум берется по всем конечным

суммам
∑︀
𝑛 ̸=𝑘

′, а внешний — по всем кривым 𝛾𝑎 (см. [18]).

Отметим, что в этом определении вместо 𝐶(0, 1) можно рассматривать любую окруж-
ность 𝐶(0, 𝑎′), 0 < 𝑎′ < 𝑎.
Система степеней {𝑧𝑝𝑛} называется усиленно не полной, если для любого 𝜈 ∈ N ∖ 𝑃

inf
𝛾𝑎

inf
𝑐

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑧𝜈 −∑︁

𝑛

′
𝑐𝑛𝑧

𝑝𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝛾𝑎

= 𝜀𝜈(𝑎) > 0. (1.4)

Здесь
∑︀
𝑛

′ также конечная линейная комбинация степеней.

Класс последовательностей 𝑃 , для которых выполняется соотношение (1.3), обозначим
𝑃𝑆𝐹 (мы придерживаемся тех же обозначений, что и в работе [18]). Если выполняется
условие (1.4), то соответствующий класс последовательностей 𝑃 обозначим 𝑃𝑆𝑁 . Как
показано в [19], 𝑃𝑆𝐹 ⊂ 𝑀 , 𝑃𝑆𝑁 ⊂ 𝑀 .
Пусть 𝑊 — класс положительных, неограниченно возрастающих и непрерывных на R+

функций 𝑤, таких, что
∞∫︁
1

𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 < ∞. (1.5)

Сходимость ряда (1.1) равносильна тому, что функция 𝑛𝑃 (𝑡)𝑡
−2 принадлежит 𝐿1(R+), где

𝑛𝑃 (𝑡) =
∑︀
𝑝𝑛⩽𝑡

1. Так что 𝑃 ∈ 𝐶𝐶 тогда и только тогда, когда найдется функция 𝑤 ∈ 𝑊 ,

такая, что 𝑛𝑃 (𝑡) ⩽ 𝑤(𝑡). Множество 𝑊 также принято называть классом сходимости.
Введем еще два класса функций:

Ω = {𝜔 ∈ 𝑊 : 𝜔 — вогнутая}, Ω0 = {𝜔 ∈ 𝑊 :
𝜔(𝑡)

𝑡
↓ при 𝑡 ↑ ∞}.
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Ясно, что Ω ⊂ Ω0. С другой стороны, для любой функции 𝜔 ∈ Ω0 верны оценки:

𝜔(𝑡) ⩽ 𝑚𝜔(𝑡) ⩽ 2𝜔(𝑡).

Здесь𝑚𝜔(𝑡) — наименьшая вогнутая мажоранта функции 𝜔(𝑡) (см. [17, VII Д. п. 2. С. 326]).
С этой точки зрения классы Ω и Ω0 практически можно не различать (в этом мы убедимся
ниже).
Приведем еще одно важное определение (оно введено в работе [19]).
Последовательность 𝑃 называется интерполяционной (в смысле Павлова — Коревара —

Диксона или Ω0–интерполяционной), если найдется функция 𝜔𝑃 = 𝜔𝑃 (𝑟), 0 < 𝜔𝑃 (𝑟) ↑ ∞
при 𝑟 → ∞, принадлежащая классу Ω0, такая, что для любой последовательности {𝑏𝑛},
𝑏𝑛 ∈ C, |𝑏𝑛| ⩽ 1, существует целая функция 𝑔(𝑧), обладающая свойствами:

1) 𝑔(𝑝𝑛) = 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ;

2) 𝑀𝑔(𝑟) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑔(𝑧)| ⩽ 𝑒𝜔𝑃 (𝑟). (1.6)

Следуя работе [18], класс интерполяционных последовательностей обозначим 𝐼. В [18]
показано, что 𝐼 ⊂ 𝑃𝑆𝐹 и 𝐼 ⊂ 𝑃𝑆𝑁 . Таким образом,

𝐼 ⊂ 𝑃𝑆𝐹 ⊂ 𝑀 ⊂ 𝐶𝐶.

Открытый вопрос (проблема Макинтайра). Верно ли равенство 𝑀 = 𝐶𝐶 (см.
[21])?
Отметим, что в приведенной выше цепочке включений эта проблема занимает особое

место (более подробно об этом см. в [2, гл. I, § 1], где изучается и регулярный рост рядов
(1.2)).
Вопросы интерполяционности последовательности 𝑃0 = {𝑝𝑛} (𝑝0 = 0, 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 1),

а также последовательности {±𝑝𝑛} в какой–то степени исследовались в работах [18], [19],
[20] Дж. Коревара и М. Диксона. Однако этими авторами класс 𝐼 не был описан, а интер-
поляционность была доказана только для последовательностей А.И. Павлова и Т. Ковари
(см. [19]). Дело в том, что интерполирующую функцию им удалось построить только в
виде ряда типа Лагранжа (см. [19])

𝑔(𝑧) =
∞∑︁

|𝑘|=0

𝑏𝑘
𝑄(𝑧)

𝑄′(𝑝𝑘)(𝑧 − 𝑝𝑘)

(︂
𝑧

𝑝𝑘

)︂2𝑘𝑚𝑘

, 𝑝−𝑘 = −𝑝𝑘,

где

𝑄(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑧2

𝑝2𝑛

)︂
,

а натуральные числа 𝑚𝑘 выбираются специальным образом. В общем случае ряд типа
Лагранжа не подходит. По этой причине авторы указанных работ [18], [19], [20] огра-
ничились только исследованием конкретных примеров. Несколько позже в работе [16]
Б. Берндсоном был получен критерий интерполяционности последовательности 𝑃 = {𝑝𝑛}.
Этот результат мы приведем в следующем пункте.
Понятие интерполяционных последовательностей легко переносится на произвольные

последовательности Λ = {𝜆𝑛}, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞ (см. [1]). Ниже будет показано, что критерий
интерполяционности этой последовательности совпадает с критерием интерполяционно-
сти Б. Берндсона для 𝑃 = {𝑝𝑛}. Дальнейшее обобщение интерполяционности последова-
тельности Λ = {𝜆𝑛} получено в работе [8], а для симметричных последовательностей — в
[9]. В отличие от интерполяционной задачи типа Павлова — Коревара — Диксона, в рабо-
тах [8], [9] мажоранта 𝜔Λ для ln𝑀𝑔(𝑟) для интерполирующей функции 𝑔(𝜆) в задаче типа
(1.6) не обязана быть, скажем, вогнутой, она принадлежит только классу сходимости 𝑊 .
Другими словами, 𝜔Λ(𝑟) является просто неквазианалитическим весом.
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В работе [10] введено понятие так называемой обобщенной интерполяционности. Более
подробно обо всем этом будет сказано в следующем разделе.

2. Результаты об интерполяционности последовательностей

В статье [16] Б. Берндсон доказал следующий критерий.

Теорема 2.1. Для того, чтобы последовательность 𝑃 = {𝑝𝑛} была интерполяцион-
ной в смысле Павлова — Коревара — Диксона, необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовала функция 𝜔𝑃 ∈ Ω0, такая, что

а) 𝑛𝑃 (𝑝𝑛) ⩽ 𝜔𝑃 (𝑝𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑛𝑃 (𝑡) =
∑︁
𝑝𝑛⩽𝑡

1;

б) − ln
∏︁
𝑘 ̸=𝑛

𝑝𝑛
2 ⩽𝑝𝑘⩽2𝑝𝑛

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝𝑛

𝑝𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝜔𝑃 (𝑝𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . .

(2.1)

Эта теорема, как было уже сказано, полностью переносится на произвольные веще-
ственные последовательности чисел 𝜆𝑛, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞. Этот факт (см. ниже, теорема 2.3)
нам пригодится в п. 3, где речь будет идти об усиленной неполноте системы экспонент. А
сейчас кратко напомним о других обобщениях теоремы Б. Берндсона.
Последовательность Λ = {𝜆𝑛} называется интерполяционной (𝑊–интерполяционной),

если существует функция 𝑤Λ ∈ 𝑊 , зависящая только от Λ, такая, что для всякой после-
довательности {𝑏𝑛}, |𝑏𝑛| ⩽ 1, найдется целая функция 𝑓(𝜆), обладающая свойствами:

1) 𝑓(𝜆𝑛) = 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ;

2) 𝑀𝑓 (𝑟) ⩽ 𝑒𝑤Λ(𝑟).
(2.2)

Таким образом, если последовательность Λ интерполяционная в смысле Павлова — Ко-
ревара — Диксона, то она и 𝑊–интерполяционная.
Критерий𝑊–интерполяционности доказан в [8], где по существу был использован моди-

фицированный метод Б. Берндсона, основанный на одной идее Хёрмандера для решения
𝜕–проблемы в многомерном комплексном анализе. Отметим, что почти одновременно с
Берндсоном этот метод был использован и в работе [15].
Учитывая оценку (см. [8], лемма 3)⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒− ln
∏︁
𝑘 ̸=𝑛

𝜆𝑛
2 ⩽𝜆𝑘⩽2𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
1− 𝜆𝑛

𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
−

𝜆𝑛∫︁
0

𝜈(𝜆𝑛; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

⩽ 𝑛Λ(2𝜆𝑛) +𝑁(2𝜆𝑛) + ln𝑀𝐿(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

(2.3)

где 𝜈(𝜆𝑛; 𝑡) — число точек 𝜆𝑘 ̸= 𝜆𝑛 из отрезка {ℎ : |ℎ− 𝜆𝑛| ⩽ 𝑡},

𝑛Λ(𝑡) =
∑︁
𝜆𝑛⩽𝑡

1, 𝑡 > 0,

𝑁(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑛Λ(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥, 𝐿(𝜆) =

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝜆2

𝜆2
𝑛

)︂
, (2.4)

критерий интерполяционности последовательности Λ из [8] перепишем следующим обра-
зом (для симметрической последовательности {±𝜆𝑛} критерий такой же (см. [9])).
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Теорема 2.2. Для того, чтобы последовательность Λ была 𝑊–интерполяционной,
необходимо и достаточно, чтобы существовала функция 𝑤Λ ∈ 𝑊 , такая, что

𝐴.
∞∑︁
𝑛=1

1

𝜆𝑛

< ∞; 𝐵.

𝜆𝑛∫︁
0

𝜈(𝜆𝑛; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ⩽ 𝑤Λ(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . .

Здесь учтено, что при условии 𝐴
∞∫︁
1

𝑛Λ(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 < ∞,

а функции 𝑁(𝑡) и ln𝑀𝐿(𝑡) (𝑡 > 0) принадлежат классу 𝑊 (см. [13, гл. I, § 1, п. 3], [5, § 2,
п. 2.4]).
Отметим, что из оценок (2.3) и условий 𝐴, 𝐵 следует, что

ln
1

ℎ𝑛

⩽ 𝑤0(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , (2.5)

где ℎ𝑛 = min

(︂
min
𝑘 ̸=𝑛

|𝜆𝑛 − 𝜆𝑘|, 1
)︂
, 𝑤0 — некоторая функция из 𝑊 .

Таким образом, для 𝑊–интерполяционной последовательности Λ необходимо

ℎ𝑛 ⩾ 𝑒−𝑤0(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑤0 ∈ 𝑊.

Кратко остановимся на еще одном расширении 𝑊–интерполяционности.
Пусть 𝛽 = 𝛽(𝑡) — некоторая фиксированная функция из класса 𝑊 . Последовательность

Λ = {𝜆𝑛} называется 𝑊–интерполяционной в широком смысле, если найдется функция
𝑤Λ ∈ 𝑊 , зависящая от функции 𝛽(𝑡) и последовательности Λ, такая, что для любой после-
довательности комплексных чисел 𝑏𝑛, |𝑏𝑛| ⩽ 𝑒𝛽(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , существует целая функция
𝑓(𝜆), обладающая свойствами (2.2).
Соответствующую задачу (2.2) будем называть обобщенной интерполяционной задачей.

Критерий обобщенной интерполяционности точно такой же, что и в теореме 2.2 (см. [10]).
Теорема 2.1 Б. Берндсона допускает обобщение на случай произвольных узлов 𝜆𝑛 > 01.

Сформулируем этот результат в более удобных терминах.

Теорема 2.3. Для того, чтобы последовательность Λ = {𝜆𝑛}, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞, была
интерполяционной в смысле Павлова — Коревара — Диксона, необходимо и достаточно,
чтобы существовала функция 𝜔Λ ∈ Ω0, такая, что

𝐶. 𝑛Λ(𝑡) ⩽ 𝜔Λ(𝑡); 𝐷.

𝜆𝑛∫︁
0

𝜈(𝜆𝑛; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ⩽ 𝜔Λ(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . .

3. Усиленная неполнота системы экспонент

Понятие усиленной неполноты системы степеней 𝑆(𝑃 ) = {𝑧𝑝𝑛}∞𝑛=1 впервые было введено
Дж. Кореваром и М. Диксоном в работе [19], которое в [3] было перенесено на систему
экспонент 𝑒Λ = {𝑒𝜆𝑛𝑧}, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞, а позже в статье [9] — на систему {𝑒±𝜆𝑛𝑧}.
Система экспонент {𝑒±𝜆𝑛𝑧} называется усиленно не полной (относительно прямоуголь-

ников), если для всех 𝑎, 𝑏 (0 < 𝑎 < ∞, 0 < 𝑏 < ∞) и 𝛽, 𝛽 ̸= ±𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

inf
𝛾(−𝑎,𝑎)

inf
𝑐𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑒𝛽𝑧 − ∑︁

𝑛∈Z∖{0}

𝑐𝑛𝑒
𝜇𝑛𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝛾(−𝑎,𝑎)

= 𝜀𝛽(𝑎, 𝑏) > 0.

1Доказательство этого результата будет опубликовано в другой статье.
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Здесь ‖𝑔‖𝛾 = max
𝑧∈𝛾

|𝑔(𝑧)|, внутренний инфимум находится по всем квазиполиномам∑︁
𝑛∈Z∖{0}

𝑐𝑛𝑒
𝜇𝑛𝑧, 𝜇𝑛 = 𝜆𝑛, 𝜇−𝑛 = −𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N;

внешний — по всем спрямляемым кривым 𝛾 = 𝛾(−𝑎, 𝑎) из прямоугольника

𝑃 (𝑎, 𝑏) = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : |𝑥| ⩽ 𝑎, |𝑦| < 𝑏},
соединяющим его вертикальные стороны.
Для системы {𝑒𝜆𝑛𝑧} аналогичное понятие рассматривалось в работе [3].
В статье [9] доказана следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия:

1)
∞∑︁
𝑛=1

1

𝜆𝑛

< ∞; 2)

𝜆𝑛∫︁
0

𝜈(𝜆𝑛; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 ⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , (3.1)

где 𝜈(𝜆𝑛; 𝑡) — число точек 𝜆𝑘 ̸= 𝜆𝑛 из отрезка {ℎ : |ℎ−𝜆𝑛| ⩽ 𝑡}, а 𝑤 — некоторая функция
из класса сходимости 𝑊 .
Тогда система экспонент {𝑒±𝜆𝑛𝑧} усиленно не полна относительно вертикальных по-

лос 𝑃 (𝑎,∞)1.

Как известно, пара условий 1) и 2) из (3.1) равносильна условиям 1) и 3) или 1) и 4),
где

3) − ln
∏︁
𝑘 ̸=𝑛

𝜆𝑛
2 ⩽𝜆𝑘⩽2𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
1− 𝜆𝑛

𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑤 ∈ 𝑊 ;

4) − ln |𝐿′(𝜆𝑛)| ⩽ 𝑤(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑤 ∈ 𝑊.

Поэтому каждая из трех эквивалентных пар условий 1) и 2), 1) и 3), 1) и 4) необходима
и достаточна для того, чтобы последовательность 𝑀 = {𝜇±𝑛}, 𝜇𝑛 = 𝜆𝑛, 𝜇−𝑛 = −𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N
была 𝑊–интерполяционной (см. [9]).
Таким образом, для любой интерполяционной последовательности 𝑀 = {±𝜆𝑛} соответ-

ствующая система экспонент {𝑒±𝜆𝑛𝑧} усиленно не полна по семейству спрямляемых кривых
𝛾(−𝑎, 𝑎) из 𝑃 (𝑎,∞) по равномерной норме. В частности, в условиях теоремы 3.1 система
экспонент {𝑒±𝜆𝑛𝑧} не полна на любой спрямляемой кривой 𝛾, т.е. не полна в пространстве
непрерывных функций 𝐶(𝛾). А это означает, что существует ненулевая комплексная мера
Бореля 𝜇 на 𝛾, преобразование Лапласа которой

𝜇̂(𝑠) =

∫︁
𝛾

𝑒𝑠𝑧𝑑𝜇(𝑧)

обращается в ноль в точках ±𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . . Важно отметить, что условия теоремы 3.1
сформулированы в терминах основных характеристик распределения точек последова-
тельности {±𝜆𝑛}.
В этой связи следует обратить внимание на соответствующий результат статьи [3] об

усиленной неполноте относительно прямоугольников 𝑃 (𝑎, 𝑏), 𝑏 ̸= ∞. В нем зависимость
условий усиленной неполноты системы экспонент от каких–либо известных характеристик
распределения точек 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , совсем не очевидна. Действительно, в [3] доказано
следующее утверждение.

1Усиленная неполнота системы {𝑒±𝜆𝑛𝑧} относительно полосы 𝑃 (𝑎,∞) формально понимается как уси-
ленная неполнота относительно прямоугольника 𝑃 (𝑎, 𝑏), для которого 𝑏 = ∞.
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Теорема 3.2. Пусть 𝑛 = 𝑜(𝜆𝑛) при 𝑛 → ∞, ℎ(𝛿) = ℎ−(𝛿)ℎ+(𝛿), где

ℎ+(𝛿) =

∞∫︁
0

|𝐿(𝑖𝑟)|𝑒−𝛿𝑟𝑑𝑟, ℎ−(𝛿) =

∞∫︁
0

|𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)|−1𝑒−𝛿𝑟𝑑𝑟, 𝛿 > 0.

Если функция ℎ(𝛿) удовлетворяет билогарифмическому условию Левинсона

𝑑∫︁
0

ln lnℎ(𝛿)𝑑𝛿 < ∞, ℎ(𝑑) = 𝑒, (3.2)

то система экспонент {𝑒𝜆𝑛𝑧} усиленно не полна относительно прямоугольников.

Функции ℎ+(𝛿) и ℎ−(𝛿) — убывающие на (0,∞), ℎ+(𝛿) ↑ ∞, ℎ−(𝛿) ↑ ∞ при 𝛿 ↓ 0 (см. [3]).
Хорошо известно также, что условие (3.2) равносильно условию Левинсона для каждой
из функций ℎ+(𝛿) и ℎ−(𝛿); далее, условие

𝑑+∫︁
0

ln lnℎ+(𝛿)𝑑𝛿 < ∞, ℎ+(𝑑+) ⩾ 𝑒, (3.3)

эквивалентно условию 𝐶 теоремы 2.3 (см. [3], [4])1.
Наша цель — расшифровать условие

𝑑−∫︁
0

ln lnℎ−(𝛿)𝑑𝛿 < ∞, ℎ−(𝑑−) ⩾ 𝑒, (3.4)

и придать ему более понятный и естественный вид, учитывающий явную зависимость
от последовательности Λ. Для этого предварительно выясним, при каких условиях на
последовательность Λ = {𝜆𝑛}

sup
𝜃 ̸=0,𝜋

lim
𝑟→∞

1

𝜔(𝑟)
ln

⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒⃒⃒
< ∞,

где 𝜔(𝑟) — некоторая мажоранта функции ln𝑀𝐿(𝑟), принадлежащая классу Ω и такая,
что

0 < lim
𝑟→∞

ln𝑀𝐿(𝑟)

𝜔(𝑟)
< ∞.

Для случая 𝜔(𝑟) ≡ 𝑟 этот вопрос был поставлен А.Ф. Леонтьевым в 1956 году в связи с
задачей о распространении сходимости любой последовательности полиномов Дирихле

𝑃𝑛(𝑧) =

𝑞𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎
(𝑛)
𝑘 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

равномерно сходящейся внутри некоторой выпуклой области, где система экспонент {𝑒𝜆𝑘𝑧}
не полна, внутрь полуплоскости {𝑧 : Re 𝑧 < 𝑐} (одной и той же для всех последовательно-
стей {𝑃𝑛(𝑧)}) (см. [12]).
В работе [11] И.Ф. Красичкова был получен ответ на вопрос А.Ф. Леонтьева. И.Ф. Кра-

сичковым рассматривается случай

𝜔(𝑟) = 𝑉 (𝑟),

1В условии 𝐶 в качестве функции 𝜔Λ(𝑡) можно брать наименьшую вогнутую мажоранту функции 𝑛Λ(𝑡)
(см. [4]).
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где 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟), 𝜌(𝑟) — уточненный порядок, 𝜌(𝑟) → 𝜌, 𝜌 > 0 (в нашей ситуации 0 < 𝜌 ⩽ 1),
такой, что

0 < lim
𝑟→∞

ln𝑀𝐿(𝑟)

𝑉 (𝑟)
< ∞.

В [11] получено необходимое и достаточное условие на последовательность Λ = {𝜆𝑛} для
того, чтобы sup

𝜃 ̸=0,𝜋
𝐻𝐿(𝜃) < ∞, где

𝐻𝐿(𝜃) = lim
𝑟→∞

1

𝑉 (𝑟)
ln

⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒⃒⃒
, 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟),

— индикатор функции |𝐿(𝜆)|−1 при уточненном порядке 𝜌(𝑟). Наша задача заключается
в том, чтобы в этом результате функцию точного роста 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟) заменить на под-
ходящую функцию 𝜔(𝑟), 𝜔 ∈ Ω0. Это, как можно предположить, дало бы возможность
сформулировать сходимость интеграла (3.4) от повторного логарифма функции ℎ−(𝛿) в
терминах так называемого весового индекса концентрации (𝜔–концентрации) последова-
тельности Λ. Такая постановка задачи, как видно, является актуальной, тем более ответ
на нее не может быть получен как простое следствие упомянутого результата И.Ф. Кра-
сичкова из [11]. Дело в том, что функция 𝜔(𝑟), 𝜔 ∈ Ω0, в отличие от 𝑉 (𝑟), не обязана быть
правильно меняющейся в бесконечности (см. [14]). А в [11] по существу использован этот
факт, а именно свойства уточненного порядка при оценке интегралов (см. [11], свойства
а) – в) на стр. 842).
В [6] доказана следующая теорема о конечности весового индикатора для функции

|𝐿(𝜆)|−1, где 𝐿(𝜆) — целая функция экспоненциального типа из (2.4).

Теорема 3.3 (см. [6]). Пусть наименьшая вогнутая мажоранта 𝜔 функции ln𝑀𝐿(𝑟)
принадлежит классу сходимости1 𝑊 ,

𝐻𝜔(𝜃) = lim
𝑟→∞

1

𝜔(𝑟)
ln

⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒⃒⃒
(3.5)

— весовой индикатор функции |𝐿(𝜆)|−1, 𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝜃.
Для того, чтобы

sup
𝜃 ̸=0,𝜋

𝐻𝜔(𝜃) < ∞, (3.6)

необходимо и достаточно, чтобы был конечен весовой индекс концентрации

𝐼Λ(𝜔,R+) = lim
𝜀→0

lim
𝑥→+∞

1

𝜔(𝑥)

1∫︁
𝜀

𝑛𝜎(𝑥)

𝜎
𝑑𝜎, (3.7)

где 𝑛𝜎(𝑥) — число точек 𝜆𝑛 в круге ∆𝜎(𝑥) = {𝑡 : |𝑡− 𝑥| ⩽ 𝜎|𝑥|}, 𝑥 ∈ R.

Случай 𝜔(𝑟) = 𝑉 (𝑟), 𝑉 (𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟), 𝜌(𝑟) — уточненный порядок, 𝜌(𝑟) → 𝜌 > 0, как было
сказано, исследован в работе [11].
В основе этого результата лежит следующий факт, который для произвольных целых

функций уточненного порядка 𝜌(𝑟), 𝜌(𝑟) → 𝜌, 0 < 𝜌 < ∞, также был по существу исполь-
зован в [11].
В условиях теоремы 3.3 справедливо представление (см. [6]): для всех 𝜆 ̸= 0

ln |𝐿(𝜆)| = −
1∫︁

0

𝑛𝜎(𝜆)

𝜎
𝑑𝜎 +𝑅(|𝜆|), (3.8)

1Очевидно, это предположение равносильно требованию (3.3), т.е. условию 𝐶 теоремы 2.3.
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где 𝑅(|𝜆|) = 𝑂(1)𝜔(|𝜆|), а 𝑂(1) — некоторая функция, ограниченная вне любого круга
{𝑧 : |𝑧| ⩽ 𝜌}, 𝜌 > 0 (функция 𝑛𝜎(𝜆) для комплексных 𝜆 определяется аналогично).
Как показано в [6],

|𝑅(|𝜆|)| ⩽ 𝐴0 + 𝐴1𝜔(|𝜆|), |𝜆| ⩾ 0.

Поэтому, из теоремы 3.3 и представления (3.8) получаем утверждение: если 𝜔(𝑟) — наи-
меньшая вогнутая мажоранта функции ln𝑀𝐿(𝑟), то условие (3.6) равносильно требованию

sup
𝜃 ̸=0,𝜋

lim
𝑟→∞

1

𝜔(𝑟)

1∫︁
0

𝑛𝜎(𝑟𝑒
𝑖𝜃)

𝜎
𝑑𝜎 < ∞. (3.9)

Как и в теореме 3.3, будем предполагать, что 𝜔 ∈ Ω.
Оценим функцию ℎ−(𝛿) сверху и снизу.
Обозначим

𝐼(𝜆) =

1∫︁
0

𝑛𝜎(𝜆)

𝜎
𝑑𝜎, 𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝛿.

Тогда, пользуясь равенством (3.8), получим

ℎ−(𝛿) ⩽ ℎ*
(︂
𝛿

2

)︂
𝑒𝐴0+𝑚( 𝛿

2), (3.10)

где

𝑚(𝜉) = sup
𝑟>0

(𝐴1𝜔(𝑟)− 𝜉𝑟), 𝜉 > 0,

ℎ*(𝜉) =

∞∫︁
0

exp(𝐼(𝜆)− 𝜉𝑟)𝑑𝑟, 𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝛿.

Из (3.10) при 𝛿 ⩽ 𝛿0 получаем неравенство

lnℎ−(𝛿) ⩽ lnℎ*
(︂
𝛿

2

)︂
+ 2𝑚

(︂
𝛿

2

)︂
.

Далее, пользуясь элементарным неравенством

ln+(𝑎+ 𝑏) ⩽ ln+ 𝑎+ ln+ 𝑏+ ln 2, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0,

будем иметь

ln lnℎ−(𝛿) ⩽ ln lnℎ*
(︂
𝛿

2

)︂
+ 2 ln 2 + ln𝑚

(︂
𝛿

2

)︂
, 0 < 𝛿 ⩽ 𝛿1 < 𝛿0.

Так как 𝜔 ∈ Ω, имеем (см. [19])

𝑑0∫︁
0

ln𝑚(𝜉)𝑑𝜉 < ∞, 𝑚(𝑑0) ⩾ 1.

Поэтому из сходимости интеграла (3.4) для функции ℎ*(𝜉) следует сходимость того же
интеграла и для ℎ−(𝜉).
С другой стороны, как легко проверить,

ℎ−(𝛿) ⩾ ℎ*(2𝛿)𝑒−𝐴0−𝑚(𝛿),

т. е.
ℎ−(𝛿)𝑒

𝐴0+𝑚(𝛿) ⩾ ℎ*(2𝛿).

Те же рассуждения показывают, что если ℎ−(𝜉) удовлетворяет условию Левинсона (3.4),
то и функция ℎ*(𝜉) подчинена тому же условию.
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Таким образом, получаем утверждение.

Теорема 3.4. Пусть наименьшая вогнутая мажоранта функции ln𝑀𝐿(𝑟) принадле-
жит классу 𝑊 . Тогда верны утверждения:

I. Интегралы
𝑑−∫︁
0

ln lnℎ−(𝛿)𝑑𝛿,

𝑑*∫︁
0

ln lnℎ*(𝛿)𝑑𝛿

равносходятся (функции ℎ−(𝛿) и ℎ*(𝛿) определены выше).
II. Эквивалентные условия (3.6) и (3.9) имеют место тогда и только тогда, когда

𝐼Λ(𝜔,R+) < ∞ (𝐼Λ(𝜔,R+) — весовой индекс концентрации последовательности Λ,
заданный формулой (3.7)).

Замечание 3.1. Отметим, что

1∫︁
0

𝑛𝜎(𝑧)

𝜎
𝑑𝜎 =

|𝑧|∫︁
0

𝜇(𝑧; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡,

где 𝜇(𝑧; 𝑡) — число точек 𝜆 ∈ Λ из круга {ℎ : |𝑧 − ℎ| ⩽ |𝑡|}. Действительно, сделаем
замену 𝑡 = 𝜎𝑧. Тогда

|𝑧|∫︁
0

𝜇(𝑧; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 =

1∫︁
0

𝜇(𝑧;𝜎|𝑧|)
𝜎

𝑑𝜎 =

1∫︁
0

𝑛𝜎(𝑧)

𝜎
𝑑𝜎.

Замечание 3.2. Условие (3.2) (достаточное условие усиленной неполноты системы
{𝑒𝜆𝑛𝑧} относительно прямоугольников) равносильно тому, что

10. 𝑛Λ(𝑡) ⩽ 𝜔Λ(𝑡), 𝜔Λ ∈ Ω0;

20.

𝑑*∫︁
0

ln lnℎ*(𝛿)𝑑𝛿 < ∞, ℎ*(𝑑*) ⩾ 𝑒.

Однако пары условий 10 и 20, 1) и 2) из теоремы 3.1 (достаточные условия усиленной
неполноты системы экспонент {𝑒±𝜆𝑛𝑧}, а подавно и системы {𝑒𝜆𝑛𝑧}, относительно верти-
кальных полос) не зависимы. Действительно, рассмотрим систему отрезков {∆𝑗}, где

∆𝑗 =

[︃
2𝑗

2 −

[︃
2𝑗

2

𝑗2

]︃
, 2𝑗

2

]︃
, 𝑗 ⩾ 1

([𝑎] — целая часть 𝑎). Пусть Λ = {𝜆𝑛} — возрастающая последовательность всех нату-
ральных чисел из

⋃︀
𝑗⩾1∆𝑗. Для этой последовательности Λ условия 1) и 2) теоремы 3.1

выполнены, но (см. [7])
𝑑+∫︁
0

ln lnℎ+(𝛿)𝑑𝛿 = ∞.

С другой стороны, пусть Λ = {𝜆𝑛} — объединение двух последовательностей {𝑝𝑛} и
{𝑞𝑛}, где {𝑝𝑛}, 𝑝𝑛 ∈ N, — интерполяционная в смысле Павлова — Коревара — Диксона
последовательность, 𝑞𝑛 = 𝑝𝑛+exp(−𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛). Для этой последовательности условия 10 и 20

выполнены (билогарифмическое условие для функции ℎ(𝛿) = ℎ+(𝛿)ℎ−(𝛿), очевидно, имеет
место). Однако индекс конденсации

𝛿(Λ) = lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛

ln

⃒⃒⃒⃒
1

𝐿′(𝜆𝑛)

⃒⃒⃒⃒
= ∞,
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т.е. условие 2) теоремы 3.1 вообще не выполнено (см. [3]).
Докажем теперь следующую теорему (для натуральных 𝜆𝑛 соответствующее утвержде-

ние доказано в [3]).

Теорема 3.5. Пусть Λ = {𝜆𝑛}, 0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞, — последовательность, интерполяцион-
ная в смысле Павлова — Коревара — Диксона. Тогда функция ℎ(𝛿) = ℎ+(𝛿)ℎ−(𝛿) удовле-
творяет условию Левинсона (3.2).

Доказательство. Согласно теореме 2.3 имеем: 𝑛Λ(𝑡) ⩽ 𝜔Λ(𝑡), 𝜔Λ ∈ Ω0. Значит, сходится
интеграл (3.3) (см. [4]). В ходе доказательства достаточной части теоремы 2.3 (критерий
интерполяционности Павлова — Коревара — Диксона для произвольных вещественных
узлов 𝜆𝑛 > 0) показывается, что для всех 𝑧 ∈ 𝐾𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝐾𝑛 =

{︂
𝑧 :

ℎ𝑛

4
⩽ |𝑧 − 𝜆𝑛| ⩽

ℎ𝑛

2

}︂
, ℎ𝑛 = min

(︂
min
𝑘 ̸=𝑛

|𝜆𝑘 − 𝜆𝑛|, 1
)︂
,

выполняется оценка ⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜔1(𝜆𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝜔1 ∈ Ω0. (3.11)

Пусть 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝛿, 0 < 𝛿 < 𝜋
4
, принадлежит кругу 𝐷𝑛 =

{︀
𝑧 : |𝑧 − 𝜆𝑛| ⩽ ℎ𝑛

4

}︀
. Тогда⃒⃒⃒⃒

𝑧 − 𝜆𝑛

𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ max

𝑡∈𝐶𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡− 𝜆𝑛

𝐿(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⩽

ℎ𝑛

4
𝑒𝜔1(𝜆𝑛) ⩽

1

4
𝑒𝜔1(𝜆𝑛),

𝐶𝑛 = 𝜕𝐷𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . Поскольку |𝑧 − 𝜆𝑛| ⩾ 𝜆𝑛 sin 𝛿 ⩾ 2𝛿
𝜋
, для 𝑧 ∈ 𝐷𝑛, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝛿,⃒⃒⃒⃒

1

𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝜋

8𝜆1𝛿
𝑒𝜔1(𝜆𝑛) ⩽

1

𝜆1𝛿
𝑒𝜔1(𝑟+1). (3.12)

Так как |𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)|−1 ↑ при 𝛿 ↓ (это проверяется непосредственно), а 𝜔1 ∈ Ω0, с учетом (3.11),
(3.12) получаем, что при всех 𝑟 ⩾ 1 и 𝑟 ∈

[︀
𝜆𝑛 − ℎ𝑛

2
, 𝜆𝑛 +

ℎ𝑛

2

]︀
,⃒⃒⃒⃒

1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝜆1𝛿
𝑒2𝜔1(𝑟). (3.13)

Пусть 𝑟 ∈
[︁
𝜆𝑛 +

ℎ𝑛

2
, 𝜆𝑛+1 − ℎ𝑛+1

2

]︁
. В [2, гл. I, § 3, стр. 23] показано, что в каждом отрезке

[2𝑛−1, 2𝑛] при 𝑛 ⩾ 𝑛0 найдется точка 𝑥𝑛, такая, что⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒−20 ln𝑀𝐿(𝑥𝑛).

Отсюда, если учесть условие 𝐶 теоремы 2.3, будем иметь⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑥𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜔2(𝑥𝑛), 𝜔2 ∈ Ω0. (3.14)

Далее, кружки 𝐵𝑛 =
{︀
𝑧 : |𝑧 − 𝜆𝑛| ⩽ ℎ𝑛

2

}︀
попарно не пересекаются. Если 𝜆𝑛+1

𝜆𝑛
⩽ 2, то при-

меняя принцип максимума и с учетом оценок (3.11) и возрастания функции |𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)|−1 при

𝛿 ↓ 0, получаем, что для 𝑟 ∈
[︁
𝜆𝑛 +

ℎ𝑛

2
, 𝜆𝑛+1 − ℎ𝑛+1

2

]︁
⃒⃒⃒⃒

1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜔1(2𝑟) ⩽ 𝑒2𝜔1(𝑟). (3.15)

Если же 𝜆𝑛+1

𝜆𝑛
> 2, то найдется конечный набор точек 𝑥′

𝑛,

𝜆𝑛 +
ℎ𝑛

2
= 𝑥′

0 < 𝑥′
1 < . . . < 𝑥′

𝑁 = 𝜆𝑛+1 −
ℎ𝑛+1

2
,

𝑥′
𝑖+1

𝑥′
𝑖

⩽ 4, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁,
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в которых верна оценка типа (3.14). Применяя предыдущие рассуждения для этих точек
разбиения, опять получим оценку типа (3.15)⃒⃒⃒⃒

1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜔2(4𝑟) ⩽ 𝑒4𝜔2(𝑟), 𝑟 ∈ [𝑥′

𝑖, 𝑥
′
𝑖+1].

Таким образом, если учтем (3.13), окончательно будем иметь: для всех 𝑟 ⩾ 1⃒⃒⃒⃒
1

𝐿(𝑟𝑒𝑖𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⩽

const

𝛿
𝑒𝜔3(𝑟),

где 𝜔3(𝑟) = 2𝜔1(𝑟) + 4𝜔2(𝑟). Так что

ℎ−(𝛿) ⩽
const

𝛿

∞∫︁
0

𝑒𝜔3(𝑟)−𝛿𝑟𝑑𝑟, 𝜔3 ∈ Ω0.

Отсюда и следует сходимость билогарифмического интеграла для этой функции.
Теорема доказана.

Замечание 3.3. Объединение конечного числа интерполяционных в рассматриваемом
смысле последовательностей не нарушает сходимость интегралов (3.3) и (3.4). Если
Λ = {𝜆𝑛} есть объединение двух интерполяционных последовательностей {𝜆′

𝑛} и {𝜆′′
𝑛},

то система экспонент {𝑒𝜆𝑧}𝜆∈Λ будет усиленно не полной относительно прямоугольни-
ков, как и системы {𝑒𝜆′

𝑛𝑧} и {𝑒𝜆′′
𝑛𝑧}. При этом последовательность Λ, как мы видели,

не обязана быть интерполяционной ни в каком смысле, поскольку числа ℎ𝑛 могут стре-
миться к нулю сколь угодно быстро (для интерполяционных последовательностей

ln
1

ℎ𝑛

⩽ 𝑒𝜔(𝜆𝑛), 𝑛 ⩾ 1,

где функция 𝜔 принадлежит по крайней мере классу сходимости 𝑊 ).

Замечание 3.4. Условие

sup
𝜃 ̸=0,𝜋

𝐻𝜔(𝜃) < ∞

равносильно условию (3.9), откуда следует, что при некотором 𝐾 < ∞ и для любого
𝜃 ∈

(︀
0, 𝜋

2

]︀
при 𝑟 ⩾ 𝑟(𝜃)

𝐼(𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

1∫︁
0

𝑛𝜎(𝑧)

𝜎
𝑑𝜎 < 𝐾𝜔(𝑟), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃.

Так что для любого 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝐼(𝑧) ⩽ max(𝑚0(𝜃), 𝐾𝜔(𝑟)), 𝑚0(𝜃) = max
0⩽𝑟⩽𝑟(𝜃)

𝐼(𝑧).

Отсюда ℎ*(𝜃) ⩽ 𝑀(𝜃)ℎ0(𝜃), где функция ℎ*(𝜃) та же, что и в (3.10), а

𝑀(𝜃) = 𝑒𝑚0(𝜃), ℎ0(𝜃) =

∞∫︁
0

𝑒𝐾𝜔(𝑟)−𝜃𝑟𝑑𝑟, 0 < 𝜃 ⩽ 𝜃0 <
𝜋

4
.

Отсюда видно, что для сходимости интеграла

𝑑*∫︁
0

ln lnℎ*(𝜃)𝑑𝜃, ℎ*(𝑑*) ⩾ 𝑒,
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достаточно, чтобы
𝑑𝑀∫︁
0

ln ln𝑀(𝜃)𝑑𝜃 < ∞, 𝑀(𝑑𝑀) ⩾ 𝑒.

Для интерполяционных последовательностей, как мы видели,

𝑀(𝜃) =
const

𝜃
.

Если Λ =
⋃︀𝑛

𝑖=1 Λ
(𝑖), где Λ(𝑖) — интерполяционные последовательности, то

𝑀(𝜃) = const

(︂
1

𝜃

)︂𝑁

.

С другой стороны, можем записать

ℎ*(𝜃) =

⎛⎜⎝ 𝑟(𝜃)∫︁
0

+

∞∫︁
𝑟(𝜃)

⎞⎟⎠ [exp(𝐼(𝑧)− 𝜃𝑟)] 𝑑𝑟 ⩽ ℎ1(𝜃) + ℎ0(𝜃),

где ℎ0(𝜃) та же функция, что и выше, а

ℎ1(𝜃) =

𝑟(𝜃)∫︁
0

𝑒𝐼(𝑧)−𝜃𝑟𝑑𝑟, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃.

Легко видеть, что
ℎ1(𝜃) ⩽ ℎ*(𝜃) ⩽ ℎ1(𝜃) + ℎ0(𝜃).

Это означает (в этом нетрудно убедиться), что билогарифмические интегралы от
функций ℎ*(𝜃) и ℎ1(𝜃) равносходятся.

Вопрос. Как в терминах распределения последовательности охарактеризовать сходи-
мость интеграла

𝑑1∫︁
0

ln lnℎ1(𝜃)𝑑𝜃, ℎ1(𝑑1) ⩾ 𝑒?
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