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О МЕТРИЗУЕМОСТИ

НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

С.В. АГАПОВ

Аннотация. Исследуются обыкновенные дифференциальные уравнения второго по-
рядка, которым удовлетворяют следующие специальные функции: функция Бесселя,
гипергеометрическая функция, эллиптическая функция Вейерштрасса. Доказано, что
все эти уравнения являются метризуемыми, в явном виде построены соответствующие
метрики. Доказано, что во всех вышеперечисленных случаях уравнения геодезических
допускают линейный по импульсам первый интеграл.
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1. Введение и основные результаты

Рассмотрим двумерную поверхность 𝑀 с локальными координатами 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) и ри-
мановой (псевдоримановой) метрикой 𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗(𝑢)𝑑𝑢

𝑖𝑑𝑢𝑗. Геодезическими этой метрики
называются кривые, которые удовлетворяют системе дифференциальных уравнений сле-
дующего вида:

𝑢̈𝑘 + Γ𝑘
𝑖𝑗𝑢̇

𝑖𝑢̇𝑗 = 0, 𝑘 = 1, 2, (1.1)

здесь и в дальнейшем, как обычно, по повторяющимся индексам подразумевается сумми-
рование,

Γ𝑘
𝑖𝑗 =

1

2
𝑔𝑘𝑙

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑢𝑗

+
𝜕𝑔𝑗𝑙
𝜕𝑢𝑖

− 𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑙

)︂
— символы Кристоффеля, а 𝑔𝑖𝑗 — тензор, обратный к метрическому: 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑘𝑗 = 𝛿𝑖𝑗.
Рассматривая одну из координат как функцию от другой вдоль геодезической, перепи-

шем систему (1.1) в виде одного дифференциального уравнения второго порядка:

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐴3(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂3

+ 𝐴2(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝐴1(𝑥, 𝑦)

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂
+ 𝐴0(𝑥, 𝑦), (1.2)

здесь 𝑢1 = 𝑥, 𝑢2 = 𝑦, а коэффициенты 𝐴𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑗 = 0, . . . , 3 имеют вид

𝐴3 = Γ1
22, 𝐴2 = 2Γ1

12 − Γ2
22, 𝐴1 = Γ1

11 − 2Γ2
12, 𝐴0 = −Γ2

11. (1.3)

Поиск римановых метрик на двумерных поверхностях, уравнения геодезических кото-
рых можно проинтегрировать в квадратурах, является классической задачей. Напомним
известный критерий интегрируемости, который обычно формулируется на языке гамиль-
тоновой механики.
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Как известно, геодезические удовлетворяют уравнениям Эйлера — Лагранжа

𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑘
− 𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑢̇𝑘

)︂
= 0, 𝑘 = 1, 2 (1.4)

для лагранжиана 𝐿 = |𝑢̇|2
2

=
𝑔𝑖𝑗 𝑢̇

𝑖𝑢̇𝑗

2
, то есть являются экстремалями функционала энергии

𝑆 =
∫︀
𝐿𝑑𝑡. Применив преобразование Лежандра (𝑢, 𝑢̇) → (𝑢, 𝑝), где 𝑝 = 𝜕𝐿

𝜕𝑢̇
— сопряженные

импульсы, перепишем (1.4) в виде гамильтоновой системы

𝑢̇𝑘 = {𝑢𝑘, 𝐻} =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
, 𝑝̇𝑘 = {𝑝𝑘, 𝐻} = −𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑘
, 𝐻 =

1

2
𝑔𝑖𝑗𝑝𝑖𝑝𝑗, 𝑘 = 1, 2 (1.5)

с канонической скобкой Пуассона: {𝑢𝑖, 𝑢𝑗} = {𝑝𝑖, 𝑝𝑗} = 0, {𝑢𝑖, 𝑝𝑗} = 𝛿𝑖𝑗.
Первым интегралом гамильтоновой системы (1.5) называется любая функция 𝐹 (𝑢, 𝑝),

сохраняющаяся вдоль траекторий (1.5). Первый интеграл 𝐹 удовлетворяет условию

𝐹̇ = {𝐹,𝐻} =
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
− 𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑘
≡ 0.

Гамильтониан 𝐻, очевидно, является первым интегралом (1.5). Если при этом существует
дополнительный функционально независимый с 𝐻 почти всюду первый интеграл 𝐹, то
геодезический поток (1.5) называется вполне интегрируемым: в этом случае по теореме
Арнольда — Лиувилля уравнения геодезических можно проинтегрировать в квадратурах
[2]. Поискам первых интегралов посвящено огромное число работ; основное внимание при
этом уделено полиномиальным интегралам, см., например, работы [3]–[6], [10], [19] и ссыл-
ки в них. Известно, например, что интегрируемые метрики с дополнительным линейным
или квадратичным первым интегралом в подходящей локальной системе координат имеют
вид:

1) 𝑑𝑠2 = 𝑓(𝑥)(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2), 𝐹1 = 𝑝2, (1.6)

2) 𝑑𝑠2 = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦))(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2), 𝐹2 =
𝑔𝑝21 − 𝑓𝑝22
𝑓 + 𝑔

,

здесь 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑦) — произвольные функции. Отметим, что даже при наличии дополнитель-
ного интеграла непосредственное интегрирование уравнений геодезических представляет
собой отдельную и, вообще говоря, сложную задачу. В подавляющем же большинстве
случаев уравнения геодезических не являются полиномиально интегрируемыми (см., на-
пример, [15]).
К задаче об интегрируемых геодезических потоках и их первых интегралах можно по-

дойти иным путем. Уравнения вида (1.2) с подходящими коэффициентами 𝐴𝑗 встреча-
ются в самых разных задачах математической физики, их решениями часто являются
различные специальные функции [8]. Зададимся вопросом о том, существуют ли двумер-
ные метрики, геодезические которых удовлетворяют соответствующему уравнению (1.2)
для какой–то заранее фиксированной специальной функции. В случае положительного
ответа получим, вообще говоря, целое семейство метрик (см. детали ниже), уравнения
геодезических которых интегрируются в терминах выбранной специальной функции. В
целом, насколько нам известно, вопрос о метризуемости уравнений, имеющих вид (1.2)
и представляющих непосредственный интерес в математической физике, начал активно
исследоваться совсем недавно (см. [1], [9], [13]).
Понятно, что не любое уравнение вида (1.2) задает геодезические некоторой метрики:

соответствующий критерий метризуемости был получен в [16] (см. также [11]). Он состо-
ит в следующем. Рассмотрим систему линейных уравнений в частных производных на
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функции 𝜓𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑗 = 1, 2, 3:

(𝜓1)𝑥 =
2

3
𝐴1𝜓1 − 2𝐴0𝜓2,

(𝜓3)𝑦 = 2𝐴3𝜓2 −
2

3
𝐴2𝜓3,

(𝜓1)𝑦 + 2(𝜓2)𝑥 =
4

3
𝐴2𝜓1 −

2

3
𝐴1𝜓2 − 2𝐴0𝜓3,

(𝜓3)𝑥 + 2(𝜓2)𝑦 = 2𝐴3𝜓1 −
4

3
𝐴1𝜓3 +

2

3
𝐴2𝜓2.

(1.7)

Если эта система имеет такое решение, что ∆ = 𝜓1𝜓3 − 𝜓2
2 ̸≡ 0, то уравнение (1.2) задает

геодезические метрики

𝑑𝑠2 =
(𝜓1𝑑𝑥

2 + 2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜓3𝑑𝑦
2)

∆2

и выполнены соотношения (1.3). В этом случае будет говорить, что уравнение (1.2) мет-
ризуемо.
Система (1.7) обладает следующими замечательными свойствами.

1) Пространство решений системы (1.7), то есть пространство соответствующих мет-
рик, является конечномерным векторным пространством. Геодезические этих метрик
удовлетворяют одному и тому же уравнению (1.2), то есть совпадают как непара-
метризованные кривые. Такие метрики называются геодезически эквивалентными (в
англоязычной литературе обычно используется термин projectively equivalent), они
исследовались в различных работах (см., например, [7], [12]). Давно известно, что
размерность пространства геодезически эквивалентных метрик не превосходит 6 [17].

2) Если размерность пространства решений (1.7) больше 3, то геодезический поток лю-
бой из соответствующих метрик обязательно допускает линейный по импульсам пер-
вый интеграл ([14], см. также [18], [20]).

В [1] исследовался вопрос о метризуемости уравнения Шредингера

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 𝑢(𝑥)𝑦 = 0. (1.8)

Там же доказано, что в случае конечнозонного потенциала 𝑢(𝑥) метрика и геодезические
находятся в явном виде в терминах функции Бейкера — Ахиезера.
В данной работе мы исследуем уравнение вида

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑓(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑔(𝑥)𝑦 = 0, (1.9)

которому, как известно, удовлетворяют многие специальные функции (при подходящем
выборе 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)). Наши основные результаты заключаются в следующем.

Теорема 1.1 (Функция Бесселя). Уравнение (1.9) при

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
, 𝑔(𝑥) =

𝑥2 − 𝛼2

𝑥2
, 𝛼 ∈ R, (1.10)

является метризуемым. А именно, имеется 6–параметрическое семейство двумерных

метрик, геодезические которых удовлетворяют (1.9), (1.10) и обладают линейным по

импульсам первым интегралом.

Теорема 1.2 (Гипергеометрическая функция). Уравнение (1.9) при

𝑓(𝑥) =
𝑐− (𝑎+ 𝑏+ 1)𝑥

𝑥(1− 𝑥)
, 𝑔(𝑥) = − 𝑎𝑏

𝑥(1− 𝑥)
, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, (1.11)
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является метризуемым. А именно, имеется 6–параметрическое семейство двумерных

метрик, геодезические которых удовлетворяют (1.9), (1.11) и обладают линейным по

импульсам первым интегралом.

Рассмотрим также уравнение вида

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, (1.12)

которому, в частности, удовлетворяет эллиптическая функция Вейерштрасса. Имеет место

Теорема 1.3 (Эллиптическая функция Вейерштрасса). Уравнение (1.12) является мет-
ризуемым. А именно, имеется 2–параметрическое семейство двумерных метрик, геоде-

зические которых удовлетворяют (1.12) и обладают линейным по импульсам первым

интегралом. При этом имеется еще один трансцендентный интеграл, то есть геодези-

ческий поток является суперинтегрируемым.

2. Функция Бесселя

Доказательство теоремы 1.1. Функция Бесселя [8] удовлетворяет уравнению

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥2 − 𝛼2)𝑦 = 0, (2.1)

здесь 𝛼 ∈ R — произвольный параметр, который называется порядком. Для уравне-
ния (2.1) имеем

𝐴3 = 𝐴2 = 0, 𝐴1 = −1

𝑥
, 𝐴0 = −𝑥

2 − 𝛼2

𝑥2
𝑦

и, следовательно, система (1.7) принимает вид

(𝜓1)𝑥 +
2

3𝑥
𝜓1 +

2𝑦(𝛼2 − 𝑥2)

𝑥2
𝜓2 = 0, (𝜓3)𝑦 = 0,

(𝜓1)𝑦 + 2(𝜓2)𝑥 −
2

3𝑥
𝜓2 +

2𝑦(𝛼2 − 𝑥2)

𝑥2
𝜓3 = 0, (𝜓3)𝑥 + 2(𝜓2)𝑦 −

4

3𝑥
𝜓3 = 0.

(2.2)

Отсюда немедленно следует, что 𝜓3(𝑥, 𝑦) = 𝑙(𝑥). Интегрируя четвертое уравнение систе-
мы (2.2), находим 𝜓2 :

𝜓2(𝑥, 𝑦) =
2𝑦

3𝑥
𝑙(𝑥)− 𝑦

2
𝑙′(𝑥) + 𝑠(𝑥),

где 𝑠(𝑥) — произвольная функция. Интегрируя третье уравнение (2.2), получим

𝜓1(𝑥, 𝑦) =
1

18𝑥2
{2𝑦2

(︀
9𝑥2 − 9𝛼2 + 8

)︀
𝑙(𝑥)+3𝑥(6𝑥𝛾(𝑥)+𝑦(4𝑠(𝑥)−5𝑦𝑙′(𝑥)−12𝑥𝑠′(𝑥)+3𝑥𝑦𝑙′′(𝑥)))},

где 𝛾(𝑥) — произвольная функция. После этого первое уравнение (2.2) принимает вид

𝑅0(𝑥) +𝑅1(𝑥)𝑦 +𝑅2(𝑥)𝑦
2 = 0,

где

𝑅0 = 36𝑥2𝛾(𝑥) + 54𝑥3𝛾′(𝑥),

𝑅1 = −108𝑥3𝑠′′(𝑥)− 36𝑥2𝑠′(𝑥)− 12𝑥(9𝑥2 − 9𝛼2 + 1)𝑠(𝑥),

𝑅2 = 27𝑥3𝑙′′′(𝑥)− 27𝑥2𝑙′′(𝑥) + 9𝑥(12𝑥2 − 12𝛼2 + 7)𝑙′(𝑥)− 4(9𝑥2 − 36𝛼2 + 16)𝑙(𝑥).

Общее решение системы 𝑅0 = 𝑅1 = 𝑅2 = 0 имеет вид:

𝛾(𝑥) =
𝑐0

𝑥
2
3

, 𝑠(𝑥) = 𝑥
1
3 (𝑐1𝐽𝛼(𝑥) + 𝑐2𝑌𝛼(𝑥)) ,

𝑙(𝑥) = 𝑥
4
3

(︀
𝑐3𝐽

2
𝛼(𝑥) + 𝑐4𝐽𝛼(𝑥)𝑌𝛼(𝑥) + 𝑐5𝑌

2
𝛼 (𝑥)

)︀
,
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здесь 𝐽𝛼(𝑥) и 𝑌𝛼(𝑥) — функции Бесселя соответственно первого и второго рода. Итак,
все функции 𝜓1(𝑥, 𝑦), 𝜓2(𝑥, 𝑦), 𝜓3(𝑥, 𝑦) найдены и, следовательно, искомые метрические
коэффициенты восстанавливаются по формулам

𝑔11 =
𝜓1

(𝜓1𝜓3 − 𝜓2
2)

2
, 𝑔12 =

𝜓2

(𝜓1𝜓3 − 𝜓2
2)

2
, 𝑔22 =

𝜓3

(𝜓1𝜓3 − 𝜓2
2)

2
. (2.3)

Коэффициенты метрики зависят от 6 произвольных параметров 𝑐0, . . . , 𝑐5. Таким образом,
мы построили 6–параметрическое семейство геодезически эквивалентных метрик. Сле-
довательно, геодезический поток любой метрики из этого семейства обладает линейным
первым интегралом [14]. Теорема доказана.

Отметим, что в случае произвольных постоянных 𝑐0, . . . , 𝑐5 построенные метрические
коэффициенты имеют достаточно громоздкий вид и, в отличие от метрики (1.6), в данном
случае предъявить линейный первый интеграл в явном виде не так просто. Так, например,
в частном случае 𝑐2 = 𝑐4 = 𝑐5 = 0 имеем:

𝑔11(𝑥, 𝑦) =
𝑐0 + 𝑦 (𝑥𝐽𝛼−1(𝑥)− 𝛼𝐽𝛼(𝑥)) (−2𝑐1 + 𝑐3𝑥𝑦𝐽𝛼−1(𝑥)− 𝑐3𝑦𝛼𝐽𝛼(𝑥))

𝑥2(𝑐21 − 𝑐0𝑐3)2𝐽4
𝛼(𝑥)

,

𝑔12(𝑥, 𝑦) =
𝑐1 + 𝑐3𝑦𝛼𝐽𝛼(𝑥)− 𝑐3𝑥𝑦𝐽𝛼−1(𝑥)

𝑥(𝑐21 − 𝑐0𝑐3)2𝐽3
𝛼(𝑥)

, 𝑔22(𝑥, 𝑦) =
𝑐3

(𝑐21 − 𝑐0𝑐3)2𝐽2
𝛼(𝑥)

.

Гауссова кривизна этой метрики равна нулю. Вообще, по всей видимости, при любых
значениях параметров 𝑐0, . . . , 𝑐5 все построенные метрики являются плоскими.

3. Гипергеометрическая функция

Доказательство теоремы 1.2. Гипергеометрическая функция 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥) [8] удовлетво-
ряет уравнению

𝑥(1− 𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ (𝑐− (𝑎+ 𝑏+ 1)𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑎𝑏𝑦 = 0, (3.1)

здесь 𝑎, 𝑏, 𝑐 — произвольные постоянные. Последовательно интегрируя второе, четвертое
и третье уравнения системы (1.7), получим:

𝜓3(𝑥, 𝑦) =𝑙(𝑥), 𝜓2(𝑥, 𝑦) =
2(𝑐− (𝑎+ 𝑏+ 1)𝑥)

3𝑥(1− 𝑥)
𝑦𝑙(𝑥)− 𝑦

2
𝑙′(𝑥) + 𝑠(𝑥),

𝜓1(𝑥, 𝑦) =
𝑦

18𝑥2(1− 𝑥)2
{2𝑦(2𝑐(3 + 𝑐)− 9𝑎𝑏𝑥− 4(𝑎+ 𝑏+ 4)𝑐𝑥

+ (2𝑎2 + 13𝑎𝑏+ 2𝑏2 + 10𝑎+ 10𝑏+ 8)𝑥2)𝑙(𝑥) + 3𝑥(𝑥− 1)

· (4𝑠(𝑥)(−𝑐+ 𝑥(𝑎+ 𝑏+ 1))− 5𝑦(−𝑐+ 𝑥(𝑎+ 𝑏+ 1))𝑙′(𝑥)

+ 3𝑥(𝑥− 1)(𝑦𝑙′′(𝑥)− 4𝑠′(𝑥)))}+ 𝛾(𝑥).

Оставшееся уравнение (1.7) примет вид

𝑅0(𝑥) +𝑅1(𝑥)𝑦 +𝑅2(𝑥)𝑦
2 = 0.
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Проинтегрировав соотношения 𝑅0 = 𝑅1 = 𝑅2 = 0, получим

𝛾(𝑥) =𝑑0𝑥
− 2𝑐

3 (𝑥− 1)−
2(𝑎+𝑏+1−𝑐)

3 ,

𝑠(𝑥) =(−1)−𝑐𝑥−
2𝑐
3 (𝑥− 1)

(𝑎+𝑏+1−𝑐)
3 {(−1)𝑐𝑑1𝑥

𝑐
2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥)

− 𝑑2𝑥2𝐹1(1 + 𝑎− 𝑐, 1 + 𝑏− 𝑐; 2− 𝑐;𝑥)},

𝑙(𝑥) =(−1)−2𝑐𝑥−
2𝑐
3 (𝑥− 1)4(𝑎+𝑏+1−𝑐)/3{(−1)2𝑐𝑑3𝑥

2𝑐
2 𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥)

2

− (−1)𝑐𝑑4𝑥
1+𝑐
2 𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥)2𝐹1(1 + 𝑎− 𝑐, 1 + 𝑏− 𝑐; 2− 𝑐;𝑥)

+ 𝑑5𝑥
2
2𝐹1(1 + 𝑎− 𝑐, 1 + 𝑏− 𝑐; 2− 𝑐;𝑥)2,

здесь 𝑑0, . . . , 𝑑5 — произвольные постоянные.
Таким образом, все функции 𝜓1(𝑥, 𝑦), 𝜓2(𝑥, 𝑦), 𝜓3(𝑥, 𝑦) найдены. Соответствующие мет-

рические коэффициенты находятся по формулам (2.3) и, как и в случае функции Бес-
селя, имеют весьма громоздкий вид. В итоге получилось 6–параметрическое семейство
геодезически эквивалентных метрик (по–видимому, плоских), откуда ввиду результатов,
полученных в [14], следует наличие линейного интеграла. Теорема доказана.

4. Эллиптическая функция Вейерштрасса

Эллиптическая функция Вейерштрасса ℘(𝑧) удовлетворяет уравнению [8]

(℘′)2 = 4℘3 + 𝑔2℘
2 + 𝑔1℘+ 𝑔0,

где 𝑔0, 𝑔1, 𝑔2 — произвольные постоянные. Дифференцируя это уравнение по 𝑧 и упрощая,
получим

℘′′ = 6℘2 + 𝑔2℘+
𝑔1
2
.

Доказательство теоремы 1.3. Для доказательства теоремы 1.3 исследуем вопрос о мет-
ризуемости уравнения чуть более общего вида:

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐, (4.1)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — произвольные постоянные. Интегрируя систему (1.7), получим в итоге

𝜓1(𝑥, 𝑦) = 𝑑1 −
𝑑0
3

(︀
2𝑎𝑦2 + 3𝑏𝑦 + 6𝑐

)︀
𝑦, 𝜓2(𝑥, 𝑦) = 0, 𝜓3(𝑥, 𝑦) = 𝑑0,

то есть, в силу (2.3),

𝑔11 = 𝑑−2
0

(︂
𝑑1 −

𝑑0
3

(︀
2𝑎𝑦2 + 3𝑏𝑦 + 6𝑐

)︀
𝑦

)︂−1

, 𝑔12 = 0,

𝑔22 = 𝑑−1
0

(︂
𝑑1 −

𝑑0
3

(︀
2𝑎𝑦2 + 3𝑏𝑦 + 6𝑐

)︀
𝑦

)︂−2

.

(4.2)

здесь 𝑑0, 𝑑1 — произвольные постоянные. Гауссова кривизна 𝐾 этой метрики равна

𝐾 =
𝑑20
3

(︀
𝑑0(𝑎

2𝑦4 + 2𝑎𝑏𝑦3 + 6𝑎𝑐𝑦2 − 3𝑐2)− 3𝑑1(2𝑎𝑦 + 𝑏)
)︀
.

Перепишем уравнения геодезических метрики (4.2) в гамильтоновом виде (1.5). Поскольку
компоненты метрики 𝑔𝑖𝑗 зависят только от 𝑦, координата 𝑥 — циклическая и, следователь-
но, функция 𝐹1 = 𝑝1 наряду с гамильтонианом 𝐻 является первым интегралом (1.5).
Покажем, как спроецировать 𝐹1 на первый интеграл уравнения (4.1). Воспользуемся об-
ратным преобразованием Лежандра и выразим 𝑝1, 𝑝2 как функции от 𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇. Функция
𝐽 = 𝐻

𝐹 2
1
, очевидно, также является первым интегралом. Заменяя в 𝐽 импульсы 𝑝1, 𝑝2 на
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их выражения через скорости 𝑥̇, 𝑦̇ и пользуясь равенством 𝑦𝑥 = 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑦̇
𝑥̇
, получим в итоге

автономный первый интеграл

𝐼1(𝑥, 𝑦, 𝑦𝑥) = 3𝑦2𝑥 − 2𝑎𝑦3 − 3𝑏𝑦2 − 6𝑐𝑦

уравнения (4.1).
Уравнение (4.1) допускает еще один первый интеграл. При его поиске мы будем следо-

вать идеям, изложенным в [13], где рассматривалось похожее уравнение. По определению
первый интеграл 𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑢) уравнения (4.1) удовлетворяет соотношению

𝐼𝑥 + 𝐼𝑦𝑢+ 𝐼𝑢(𝑎𝑦
2 + 𝑏𝑦 + 𝑐) = 0,

где 𝑢 = 𝑦𝑥. Предположим, что 𝐼 = 𝑥+ 𝑓(𝑦, 𝑢). Тогда

𝑢𝑓𝑦 + (𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑓𝑢 = −1.

Характеристическое уравнение имеет вид

𝑑𝑦

𝑢
=

𝑑𝑢

𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐
=

𝑑𝑓

−1
.

Из первого равенства сразу следует, что 𝑢𝑑𝑢 = (𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑑𝑦, то есть

3𝑦2𝑥 − 2𝑎𝑦3 − 3𝑏𝑦2 − 6𝑐𝑦 = 𝑘0,

где 𝑘0 — произвольная постоянная (это в точности интеграл 𝐼1, построенный выше). С
учетом этого, из равенства 𝑢𝑑𝑓 = −𝑑𝑦 следует, что

𝑓 = −
∫︁

𝑑𝑦√︁
𝑘0
3
+ 2

3
𝑎𝑦3 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑦

.

Следовательно, первые интегралы уравнения (4.1) найдены в квадратурах и имеют вид:

𝐼1 = 3𝑦2𝑥 − 2𝑎𝑦3 − 3𝑏𝑦2 − 6𝑐𝑦, 𝐼2 = 𝑥−
∫︁

𝑑𝑦√︁
𝐼1
3
+ 2

3
𝑎𝑦3 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑦

.

Таким образом, геодезический поток метрики (4.2) является суперинтегрируемым.
Теорема 1.3 доказана.
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