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ОБ ОРБИТАХ В C4 7–МЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ,

ИМЕЮЩИХ ДВЕ АБЕЛЕВЫ ПОДАЛГЕБРЫ

А.В. ЛОБОДА, Р.С. АКОПЯН

Аннотация. Статья связана с задачей описания голоморфно однородных веществен-
ных гиперповерхностей многомерных комплексных пространств на основе свойств со-
ответствующих этим многообразиям алгебр Ли и их нильпотентных и абелевых подал-
гебр. С использованием классификаций обширного семейства 7–мерных разрешимых
неразложимых алгебр Ли ранее авторами статьи были изучены орбиты алгебр, имею-
щих «сильные» коммутативные свойства. В частности было установлено, что 7–мерная
алгебра Ли, имеющая абелеву подалгебру размерности 5, не допускает в пространстве
C4 Леви–невырожденных орбит.
В настоящей статье изучены все 82 типа разрешимых неразложимых 7–мерных ал-

гебр Ли, имеющих в точности две 4–мерные абелевы подалгебры и 6–мерный ниль–
радикал. Доказано, что для 75 таких типов алгебр любая 7–мерная орбита в C4 ли-
бо вырождена по Леви, либо сводится голоморфным преобразованием к трубчатому
многообразию. Представлены все (с точностью до локальных голоморфных преобра-
зований координат) реализации 7 исключительных типов абстрактных алгебр Ли в
виде алгебр голоморфных векторных полей в C4. Для большинства таких реализа-
ций приведены координатные описания орбит, являющихся голоморфно однородными
невырожденными вещественными гиперповерхностями этого пространства.
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1. Введение

В связи с задачей описания голоморфно однородных вещественных гиперповерхностей
пространства C4 в настоящей статье изучаются орбиты в этом пространстве 7–мерных ал-
гебр Ли. Уточним, что случай 4–мерного комплексного пространства является следующим
после получения полных описаний локально голоморфно однородных гиперповерхностей
пространств C2 и C3 (см. [5], [11], [12]). А размерность 7 — это минимально возможная
размерность алгебры Ли голоморфных векторных полей на однородной гиперповерхности
пространства C4.
Семейство абстрактных 7–мерных алгебр Ли весьма обширно. Подсемейство таких ал-

гебр, удовлетворяющих условиям разрешимости и неразложимости, описано в четырех
работах [13], [14], [18], [19]; это подсемейство содержит 939 типов алгебр Ли. В настоящей
статье мы обсуждаем алгебры Ли из работы [18], содержащей полное описание 7–мерных
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(разрешимых неразложимых) алгебр Ли с 6–мерными ниль–радикалами. Отметим, что
это описание насчитывает 594 типа алгебр Ли.
Семейство голоморфно однородных гиперповерхностей пространства C4 также пред-

ставляется достаточно обширным, в связи с чем естественно рассматривать отдельные
подсемейства таких многообразий. Сошлемся, например, на работы [15] и [16], в кото-
рых изучаются вырожденные по Леви, но являющиеся 𝑘–невырожденными (при 𝑘 = 2, 3),
однородные гиперповерхности комплексных пространств и, в частности, пространства C4.
В статье [7] рассмотрен вопрос об оценке количества различных голоморфно однород-

ных Леви–невырожденных нетрубчатых вещественных гиперповерхностей в этом про-
странстве. Основной результат работы [7] показывает, что 7–мерные алгебры Ли из списка
[18], ассоциированные с Леви–невырожденными нетрубчатыми вещественными гиперпо-
верхностями пространства C4, составляют относительно малую часть этого списка. На-
стоящая статья конкретизирует это качественное утверждение и, по сути, является про-
должением [7]. Основной задачей статьи является выделение алгебр, допускающих не сво-
димые к трубкам Леви–невырожденные орбиты в C4 из списка [18] 7–мерных алгебр Ли,
содержащих в точности две 4–мерные абелевы подалгебры.
Такая постановка задачи объясняется результатами работ [6] и [9]. В силу этих резуль-

татов у 7–мерной алгебры Ли, содержащей абелеву подалгебру размерности 5 или три
абелевых подалгебры размерности 4, любая 7–мерная орбита в C4 либо вырождена по
Леви, либо голоморфно эквивалентна трубчатой гиперповерхности.
В настоящей статье мы уточняем количество 7–мерных алгебр Ли, имеющих 6–мерные

ниль–радикалы и содержащих в точности две 4–мерные абелевы подалгебры. Всего в [18]
имеется 82 типа таких алгебр.
Основным результатом настоящей статьи является следующее утверждение.

Теорема 1.1. Не более 7 из 82 типов 7–мерных алгебр Ли, имеющих 6–мерные ниль–
радикалы и содержащих две 4–мерные абелевы подалгебры, допускают не сводимые к
трубкам Леви–невырожденные 7–мерные орбиты в пространстве C4.

Отметим, что координатные описания большинства этих орбит получены в работе [8]
и приведены в разделе 3 настоящей статьи. Все эти гиперповерхности невырождены по
Леви, но вопрос об их возможной сводимости (за счет голоморфных преобразований) к
трубкам является более сложным. Ответов на этот вопрос авторы пока не имеют; именно
этим объясняется уточнение «не более» в формулировке теоремы 1.1.

2. Ниль–радикалы 7–мерных алгебр Ли

Количество различных 7–мерных алгебр Ли в работе [18], составляющее 594 типа таких
алгебр, представляется чрезмерным для практической работы со списком таких объек-
тов. Вместе с тем, все эти почти 600 типов являются продолжениями лишь 34 типов
6–мерных нильпотентных алгебр Ли. В работе [18] эти 6–мерные алгебры представлены
своими таблицами коммутационных соотношений в некоторых (канонических) базисах.
Еще более упрощаются рассмотрения нашей статьи за счет того, что лишь 10 из 34 типов
6–мерных нильпотентных алгебр имеют 7–мерные продолжения, содержащие в точности
две 4–мерные абелевы подалгебры.

Замечание 2.1. Надежность таких количественных описаний интересующих нас
списков алгебр Ли могут обеспечить лишь компьютерные программы. Некоторые из
них уже реализованы (см., например, [3]), еще несколько компьютерных алгоритмов и
схем их применения в обсуждаемой задаче находятся в разработке.
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В список интересующих нас 6–мерных нильпотентных алгебр Ли входят алгебры, име-
ющие в [18] следующие коды:

[6, 1], [6, 9], [6, 13], [6, 18], [6, 21], [6, 22], [6, 23], [6, 24], [6, 26], [6, 29]. (2.1)

Ниже приведены нетривиальные коммутационные соотношения в этих алгебрах (в неко-
торых канонических базисах 𝑒1, . . . , 𝑒6):

Алгебра [6, 1](7) : [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒3, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 9](8) : [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒5] = −𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2;

Алгебра [6, 13](1) : [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒3, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 18](7) : [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒3, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 21](7) : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒3;

Алгебра [6, 22](7) : [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒3, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 23](10) : [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 24](8) : [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 26](9) : [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒2, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4;

Алгебра [6, 29](18) : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒1, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4.

Уточним, что число в круглых скобках за кодом каждой из этих 6–мерных алгебр Ли
означает количество типов 7–мерных алгебр Ли, имеющих данную 6–мерную алгебру в
качестве ниль–радикала (сумма всех десяти чисел в круглых скобках составляет упомя-
нутые выше 82 типа).

Замечание 2.2. Приведенный список отличается от аналогичного списка из работы
[7]. Так, в нем отсутствует алгебра [6, 25], 7–мерные продолжения которой содержат
единственную 4–мерную абелеву подалгебру. В список работы [7] алгебра [6, 25] попала
по недосмотру, исправленному теперь именно за счет перепроверки (с использованием
компьютерных алгоритмов) структуры обсуждаемых алгебр.

Замечание 2.3. В ходе этой перепроверки две 6–мерные алгебры [6, 21] и [6, 29], не
обсуждавшиеся в [7], наоборот, добавлены в список интересующих нас в этой статье 6–
мерных нильпотентных алгебр. Каждая из 7–мерных алгебр Ли, имеющая ниль–радикал
[6, 21] или [6, 29], содержит в точности две 4–мерные абелевы подалгебры. Некоторые из
таких 7–мерных алгебр допускают невырожденные по Леви 7–мерные орбиты в про-
странстве C4. Однако все такие гиперповерхности сводятся к трубкам за счет одной
и той же квадратичной замены переменных.

Уточним, что доказательство последнего утверждения для большого семейства из 18
типов 7–мерных алгебр, имеющих ниль–радикалом 6–мерную алгебру [6, 29], представлено
в статье [4].
Ниже мы обсуждаем оставшиеся 64 из обозначенных 82 типов 7–мерных алгебр Ли. При

этом детально изучаются реализации блока из 7 типов алгебр с ниль–радикалом [6, 21],
не вошедших в описания работы [7]. Отдельный раздел 5 статьи посвящен второму бло-
ку из 8 типов алгебр с ниль–радикалом [6, 9]. У алгебр из этого блока пересечение двух
4–мерных абелевых подалгебр является 2–мерным, а не 3–мерным (как у всех остальных
продолжений нильпотентных алгебр из списка (2.1)). К третьему блоку относится (полу-
ченное в [8]) описание невырожденных не сводимых к трубкам орбит остальных 49 типов
7–мерных алгебр Ли, обозначенных выше.
Описание таких орбит у алгебр Ли из трех названных блоков вместе с утверждением об

их отсутствии у 18 типов продолжений нильпотентной алгебры [6, 29] составляет полное
решение сформулированной во введении основной задачи статьи.
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Для наглядного представления выводов об алгебре [6, 21] и 7 типах ее 7–мерных продол-
жений нам потребуются соответствующие таблицы коммутационных соотношений, отве-
чающие этим алгебрам. В таблице 1 приведены нетривиальные коммутаторы [𝑒𝑘, 𝑒𝑗] (𝑘 —
номер строки таблицы, 𝑗 — номер столбца) элементов канонического базиса для семейства
(типа) алгебр Ли [7, [6, 21], 1, 1] из работы [18].

Таблица 1. Таблица коммутационных соотношений для семейства алгебр
Ли [7, [6, 21], 1, 1]. Параметром семейства является произвольное веществен-
ное число 𝑚 ([𝑒4, 𝑒7] = 𝑚𝑒4).

𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑒7
𝑒1 (2𝑚+ 1)𝑒1
𝑒2 𝑒1 (𝑚+ 1)𝑒2
𝑒3 𝑒1 2𝑚𝑒3
𝑒4 −𝑒1 𝑒2 𝑒2 𝑚𝑒4
𝑒5 −𝑒2 𝑒3 (2𝑚− 1)𝑒5
𝑒6 −𝑒1 −𝑒2 −𝑒3 𝑒6
𝑒7 −(2𝑚+ 1)𝑒1 −(𝑚+ 1)𝑒2 −2𝑚𝑒3 −𝑚𝑒4 −(2𝑚− 1)𝑒5 −𝑒6

Таблицы коммутационных соотношений для остальных шести типов 7–мерных алгебр
Ли с изоморфным алгебре [6, 1] ниль–радикалом отличаются от таблицы 1 лишь послед-
ним столбцом (и, соответственно, последней строкой). Такие столбцы для всех 7–мерных
алгебр Ли, имеющих в работе [18] коды [7, [6, 21], 1, 𝑘] (𝑘 = 1, . . . , 7), приведены в таблице 2.

Таблица 2. Коммутаторы [𝑒𝑗, 𝑒7] (𝑗 = 1, . . . , 6) для алгебр Ли с ниль–
радикалом [6, 21] и кодами [7, [6, 21], 1, 𝑘] (𝑘 = 1, . . . , 7). Столбцы таблицы
озаглавлены двумя последними символами кода каждого типа алгебр. Пара-
метр 𝑚 — произвольное вещественное число, 𝜀 = ±1.

Тип алгебры [1, 1] [1, 2] [1, 3] [1, 4] [1, 5] [1, 6] [1, 7]
[𝑒1, 𝑒7] (2𝑚+ 1)𝑒1 2𝑒1 3𝑒1 2𝑒1 𝑒1 2𝑒1 3𝑒1
[𝑒2, 𝑒7] (𝑚+ 1)𝑒2 𝑒2 2𝑒2 𝑒2 𝑒2 𝑒2 2𝑒2 + 𝑒3
[𝑒3, 𝑒7] 2𝑚𝑒3 2𝑒3 2𝑒3 2𝑒3 2𝑒3 2𝑒3
[𝑒4, 𝑒7] 𝑚𝑒4 𝑒4 𝑒4 𝑒4 𝑒3 𝑒2 + 𝑒4 𝑒4 + 𝑒5
[𝑒5, 𝑒7] (2𝑚− 1)𝑒5 2𝑒5 𝑒5 𝜀𝑒1 + 2𝑒5 −𝑒5 𝑚𝑒1 + 2𝑒5 𝑒5
[𝑒6, 𝑒7] 𝑒6 𝜀𝑒5 + 𝑒6 𝑒2 + 𝑒6 −𝑒4 +𝑚𝑒5 + 𝑒6

Из таблиц 1 и 2 легко увидеть, что каждая из обсуждаемых алгебр [7, [6, 21], 1, 𝑘] при
𝑘 = 1, . . . , 7 имеет две абелевых подалгебры 𝐼4 =< 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒5 > и 𝐼 ′4 =< 𝑒1, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 >.

Замечание 2.4. Первая из них является абелевым идеалом в любой из обсуждаемых
7–мерных алгебр, а вторая лишь абелевой подалгеброй, т.к. [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒2 /∈ 𝐼 ′4.

Важно отметить, что пересечение 𝐼4 ∩ 𝐼 ′4 этих подалгебр имеет размерность 3.
Кратко напомним теперь изложенную в [7] схему описания невырожденных орбит в

C4 7–мерных алгебр Ли, использующую наличие у них 6–мерных ниль–радикалов и двух
4–мерных абелевых подалгебр.

1. Каждую из обсуждаемых абстрактных 7–мерных алгебр необходимо представить в
виде алгебры голоморфных векторных полей. Для этого достаточно реализовать та-
кими полями базис 7–мерной алгебры. При этом все поля обязаны быть касательными
в вещественном смысле к некоторой Леви–невырожденной гиперповерхности–орбите
этой алгебры.
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2. Обозначим через 𝑔7 и 𝑁6, соответственно, любую из обсуждаемых 7–мерных алгебр
Ли и ее 6–мерный ниль–радикал. Удобно начать обсуждение реализации алгебры 𝑔7
в пространстве C4 с реализации базиса 𝑁6, т.к. уже такая задача не всегда имеет
решение.

3. Если удалось реализовать в виде голоморфных векторных полей в C4 базис 𝑁6, то
обсуждение представлений алгебры 𝑔7 сводится к изучению системы 6 линейных диф-
ференциальных уравнений

[𝑒𝑘, 𝑒7] =
6∑︁

𝑗=1

𝛼𝑘𝑗𝑒𝑗 (2.2)

относительно неизвестного поля 𝑒7 с известными (из таблицы коммутационных соот-
ношений) коэффициентами 𝛼𝑘𝑗.

4. Описанные выше отдельные этапы общей схемы существенно упрощаются при на-
личии в обсуждаемой 7–мерной алгебре (а фактически, в ее подалгебре 𝑁6) двух
4–мерных абелевых подалгебр. Согласно основной лемме работ [7], [17] поиск толь-
ко невырожденных нетрубчатых орбит 7–мерных алгебр в такой ситуации можно
вести, считая, что четверка базисных полей нильпотентного идеала 𝑁6 имеет весь-
ма простой вид. В частности, уравнения системы (2.2) оказываются обыкновенными
дифференциальными уравнениями (а не уравнениями в частных производных).

5. На завершающем этапе схемы условия

Re (𝑋(Φ)|𝑀) ≡ 0 (2.3)

вещественного касания искомой гиперповерхности 𝑀 любым полем 𝑋 из обсужда-
емой алгебры 𝑔7 записываются в виде системы из 7 уравнений (по числу базисных
полей алгебры 𝑔7). Эту систему необходимо проинтегрировать.

В рамках этой схемы в работе [7, Теоремы 1, 2] выписаны реализации в C4 базисов
восьми нильпотентных 6–мерных алгебр Ли из приведенного выше списка (п. 2 схемы).
Речь идет об алгебрах, отличных от [6, 21], [6, 29].
Уточним, что вместо обычной записи голоморфных векторных полей в C4 типа

𝑋 = 𝑎(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧1
+ 𝑏(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧2
+ 𝑐(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧3
+ 𝑑(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧4

везде ниже мы используем ее сокращенную форму 𝑋 = (𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧), 𝑐(𝑧), 𝑑(𝑧)). С учетом
такой договоренности при допущении существования невырожденных нетрубчатых орбит
у 7–мерных продолжений, например, алгебр Ли [6, 1] и [6, 9] базисы реализаций в C4 этих
6–мерных алгебр имеют с точностью до локальных голоморфных преобразований вид

𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 0, 1, 0),

𝑒3 =(0, 0,−(𝑧1 + 𝐶3), 𝐷3),

𝑒4 =(0, 1, 0, 0),

𝑒5 =(0,−𝑧1, 𝑧2,−
1

2
𝐷3𝑧

2
1 +𝐷5),

𝑒6 =(1, 𝑧1(𝑧1 + 𝐶3),−𝑧2(𝑧1 + 𝐶3), 𝐷3𝑧2),

𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 0, 1, 0),

𝑒3 =(0, 1, 0, 0),

𝑒4 =(0, 𝑖𝜀, 𝑖𝜀𝑧1 + 𝐶4, 𝑧1 +𝐷4),

𝑒5 =(1, 0, 𝑧2, 0),

𝑒6 =(𝑖𝜀, 𝐵6, 𝐵6𝑧1 + 𝐶6, 𝑧2 +𝐷6),

(2.4)

соответственно, с некоторыми комплексными константами 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘.
Для алгебр [6, 21], [6, 29] несложно получить аналогичные утверждения.

Предложение 2.1. При условии существования невырожденных нетрубчатых ор-
бит у 7–мерных продолжений алгебр Ли [6, 21] и [6, 29] базисы реализаций в C4 этих
6–мерных алгебр имеют с точностью до локальных голоморфных преобразований вид
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𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 1, 0, 0),

𝑒3 =(0, 0, 1, 0),

𝑒4 =(0,−𝑧1 +𝐵4, 𝐶4, 𝑧2 + 𝐶4𝑧1),

𝑒5 =(0, 0,−𝑧1 + 𝐶5,−
1

2
𝑧21 + 𝐶5𝑧1 +𝐷5),

𝑒6 =(1, 0, 0, 𝑧3),

𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 1, 0, 0),

𝑒3 =(0, 𝐵3, 𝐶3, 𝑧2 + 𝐶3𝑧1),

𝑒4 =(0, 0, 1, 0),

𝑒5 =(0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21 +𝐷5),

𝑒6 =(1, 0, 0, 𝑧3),

(2.5)

соответственно, где 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘 — некоторые комплексные константы.

Доказательство. Отметим, что базис реализации в C4 6–мерной алгебры Ли [6, 21] из
формулировки этого предложения построен в [8, Предложение 2]. Приведем здесь вывод
формул для реализованного в C4 базиса алгебры [6, 29].
Из описания этой алгебры коммутационными соотношениями в начале раздела легко

видеть, что 4–мерными абелевыми подалгебрами нильпотентной алгебры [6, 29] являются
только 𝐼4 =< 𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5 > и 𝐼 ′4 =< 𝑒1, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5 >. Можно проверить, что для каждого из
описанных в [18] 18 продолжений [6, 29] до 7–мерных алгебр Ли их 4–мерными абелевыми
подалгебрами также являются только 𝐼4 и 𝐼 ′4.
Рассмотрим упорядоченный набор 𝑒1, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒2 попарно коммутирующих голоморф-

ных векторных полей, касательных к гипотетической невырожденной гиперповерхности
𝑀 пространства C4. Применим далее лемму 1 из [7] (или лемму 4.1 из [6]) о трех вариантах
упрощения этого набора голоморфными преобразованиями. В двух из этих трех вариан-
тов реализации [6, 29] можно выпрямить (превратить в дифференцирования по четырем
независимым переменным 𝑧𝑘) базисные элементы подалгебры 𝐼4 (первый вариант), либо
подалгебры 𝐼 ′4 (второй вариант). Это автоматически означает трубчатость гиперповерх-
ности 𝑀 .
Так как мы обсуждаем не сводимые к трубкам однородные гиперповерхности, един-

ственный вариант, в котором такие поверхности могут существовать, связан с упрощением
базиса 𝐼4 до вида

𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 1, 0, 0),

𝑒4 =(0, 0, 1, 0),

𝑒5 =(0, 0, 𝑐5(𝑧1), 𝑑5(𝑧1))

за счет голоморфной замены переменных.
Рассмотрим теперь коммутаторы полей 𝑒3, 𝑒6 с тройкой выпрямленных полей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒4.

С учетом нетривиальных коммутационных соотношений [𝑒2, 𝑒3] = [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒1, имеющихся
в алгебре [6, 29], и равенства нулю остальных интересующих нас коммутаторов получаем
следующий упрощенный вид этих полей

𝑒3 = (𝑎3(𝑧1), 𝑏3(𝑧1), 𝑐3(𝑧1), 𝑧2 + 𝑑3(𝑧1)), 𝑒6 = (𝑎6(𝑧1), 𝑏6(𝑧1), 𝑐6(𝑧1), 𝑧3 + 𝑑6(𝑧1))

с некоторыми голоморфными функциями 𝑎𝑘(𝑧1), 𝑏𝑘(𝑧1), 𝑐𝑘(𝑧1), 𝑑𝑘(𝑧1) одного комплексного
переменного. Из третьей компоненты последнего нетривиального соотношения [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4
следует неравенство 𝑎6(𝑧1) ̸= 0. Приемы работ [1] и [10] позволяют тогда (сохраняя вы-
прямленные поля 𝑒1, 𝑒2, 𝑒4) привести поле 𝑒6 голоморфной заменой к виду 𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3).
После этого упрощение полей 𝑒3 и 𝑒5 до вида, заявленного в предложении 2.1, становится
практически тривиальным.

Формулы типа (2.4) и (2.5) позволяют перейти к последующим пунктам 3) и 4) пред-
ставленной выше схемы описания Леви–невырожденных нетрубчатых орбит обсуждаемых
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7–мерных алгебр Ли. Уточним, что в [7] представлены в качестве реализованных лишь
отдельные пункты этой схемы для некоторых из интересующих нас алгебр. Системным
образом мы обсудим этот вопрос в следующих разделах.

3. Необходимые условия существования невырожденных орбит

Для 7–мерных продолжений семи нильпотентных алгебр

[6, 1], [6, 13], [6, 18], [6, 22], [6, 23], [6, 24], [6, 26], (3.1)

составляющих основной объект исследования в работе [7], приведенная схема изучения ор-
бит доведена до завершения в работе [8]. За счет комбинированных компьютерно–ручных
алгоритмов система дифференциальных уравнений (2.2) исследована для 49 типов 7–
мерных алгебр Ли, имеющих ниль–радикалами 6–мерные алгебры из списка (3.1). Однако
формат статьи [8] и ее ориентированность в первую очередь на алгоритмическую сторону
задачи не позволили привести (и обсудить) важные промежуточные результаты. Одним
из них является следующее утверждение, представляющее самостоятельный математиче-
ский интерес.

Предложение 3.1. Из 49 типов алгебр Ли, имеющих 6–мерный ниль–радикал одного
из типов (3.1) и две абелевы 4–мерные подалгебры, невырожденные не сводимые к труб-
кам орбиты в C4 могут иметь не более 9 типов. Голоморфными заменами координат
базисы таких алгебр, реализуемых в виде алгебр векторных полей в C4, можно привести
к следующим видам:

[7, [6, 1], 1, 1] (Im𝐷3 ̸= 0) :

𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0,−𝑧1, 𝐷3),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (0,−𝑧1, 𝑧2,−
1

2
𝐷3𝑧

2
1),

𝑒6 = (1, 𝑧21 ,−𝑧1𝑧2, 𝐷3𝑧2),

𝑒7 = (𝑧1, 3𝑧2, 5𝑧3, 4𝑧4);

[7, [6, 13], 1, 1] :

𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (0,−𝑧1,
1

3
𝑧31 , 𝑧2),

𝑒6 = (1,
5

6
𝑧31 ,−𝑧1𝑧2, 𝑧3 −

1

2
𝑧21𝑧2),

𝑒7 = (𝑧1, 4𝑧2, 6𝑧3, 7𝑧4);

[7, [6, 18], 1, 1] (𝑎 = 3, 𝐵5 ∈ R ∖ {0}) :
𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 1, 0, 0),

𝑒3 = (0, 0, 1, 0),

𝑒4 = (0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒5 = (0, 𝑖𝐵5,
1

2
𝑧21 , 𝑧2 +

1

3
𝑧31),

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3),

𝑒7 = (𝑧1, 3𝑧2, 5𝑧3, 6𝑧4);

[7, [6, 22], 1, 1] (𝑎 = 1, Im𝐷3 ̸= 0) :

𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0,−𝑧1, 𝐷3),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (0,−𝑧1,
1

3
𝑧31 , 𝑧2),

𝑒6 = (1,−𝐷3𝑧1,−𝑧1𝑧2, 𝐷3𝑧2),

𝑒7 = (𝑧1, 2𝑧2, 4𝑧3, 3𝑧4);
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[7, [6, 23], 1, 1] (𝑎 = 2, 𝐷4 ∈ R ∖ {0}) :
𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 1, 0, 0),

𝑒4 = (0, 0,−𝑧1, 𝑖𝐷4),

𝑒5 = (0, 𝑖𝐷4, 𝑧2 +
1

2
𝑧21 , 0),

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧2),

𝑒7 = (𝑧1, 2𝑧2, 4𝑧3, 3𝑧4);

[7, [6, 24], 1, 2] (𝐶3 ∈ R ∖ {0}) :
𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0, 𝑖𝐶3,−𝑧1),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (1, 0, 0, 𝑧2),

𝑒6 = (0, 𝑧1, 𝑧2,
1

2
𝑧21),

𝑒7 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 2𝑧4);

[7, [6, 24], 1, 4] (𝜀 = ±1, 𝐶3 ∈ R ∖ {0}) :
𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0, 𝑖𝐶3,−𝑧1),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (1, 0, 0, 𝑧2),

𝑒6 = (0, 𝑧1, 𝑧2,
1

2
𝑧21),

𝑒7 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 + 𝜀𝑧1, 2𝑧4);

[7, [6, 24], 1, 5] (Im𝐶3 ̸= 0) :

𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0, 𝐶3,−𝑧1),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (1, 0, 0, 𝑧2),

𝑒6 = (0, 𝑧1, 𝑧2,
1

2
𝑧21),

𝑒7 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 + 𝐶3𝑧1, 2𝑧4 −
1

2
𝑧21);

[7, [6, 26], 1, 1] (𝑎 =
1

2
, 𝐷3 ∈ R ∖ {0}) :

𝑒1 = (0, 0, 0, 1),

𝑒2 = (0, 0, 1, 0),

𝑒3 = (0, 0,−𝑧1, 𝑖𝐷3),

𝑒4 = (0, 1, 0, 0),

𝑒5 = (1, 0, 0, 𝑧2),

𝑒6 = (0, 𝑧1, 𝑧2,
1

2
𝑧21),

𝑒7 = (
1

2
𝑧1,

3

2
𝑧2,

5

2
𝑧3, 2𝑧4).

Значительное уменьшение потенциального количества невырожденных в смысле Ле-
ви нетрубчатых орбит, зафиксированное в предложении 3.1, проиллюстрировано в [8] на
примере продолжений алгебры [6, 21]. В соответствии с таблицами 1 и 2, приведенными в
разделе 1, всего имеется 7 типов таких продолжений [7, [6, 21], 1, 𝑘], 𝑘 ∈ {1, . . . , 7}. Приве-
дем здесь утверждение из [8] об орбитах этих алгебр.

Предложение 3.2. Реализации алгебр семейства [7, [6, 21], 1, 𝑘] в C4, имеющие невы-
рожденные нетрубчатые орбиты, возможны лишь при 𝑘 ∈ {1, 3, 7}. При этом в соот-
ветствии с формулами (2.5) базисные поля 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 обсуждаемых алгебр имеют (в под-
ходящих координатах) вид

𝑒1 = (0, 0, 0, 1), 𝑒2 = (0, 1, 0, 0), 𝑒3 = (0, 0, 1, 0), (3.2)

а поля 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7 определяются следующими формулами:
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[7, [6, 21], 1, 1] (𝑚,𝐵7, 𝐷7 ∈ R;𝐶4, 𝐶7 ∈ C; 𝑚 · 𝐶4 = 0) :

𝑒4 = (0,−𝑧1, 𝐶4, 𝑧2 + 𝐶4𝑧1),

𝑒5 = (0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3),

𝑒7 = (𝑧1, (𝑚+ 1)𝑧2 + 𝑖𝐵7, 2𝑚𝑧3 + 𝐶7, (2𝑚+ 1)𝑧4 + 𝐶7𝑧1 + 𝑖𝐷7),

(3.3)

[7, [6, 21], 1, 3] (𝜀 = ±1;𝐷6 ∈ C) :
𝑒4 = (0,−𝑧1, 0, 𝑧2),

𝑒5 = (0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3 +𝐷6),

𝑒7 = (𝑧1, 2𝑧2, 2𝑧3 −
𝜀

2
𝑧21 , 3𝑧4 −

𝜀

3
𝑧31 − 2𝐷6𝑧1).

(3.4)

[7, [6, 21], 1, 7] (𝑚,𝐷4, 𝐷6 ∈ R;𝐷7 ∈ C) :
𝑒4 = (0,−𝑧1, 0, 𝑧2 + 𝑖𝐷4),

𝑒5 = (0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3 + 𝑖𝐷6),

𝑒7 = (𝑧1, 2𝑧2 +
1

2
𝑧21 , 𝑧2 + 2𝑧3 −

𝑚

2
𝑧21 , 3𝑧4 −

𝑚

3
𝑧31 +𝐷7𝑧1).

(3.5)

Доказательство. Все обсуждения, связанные с этим предложением, естественно распада-
ются на две части. В первой из них выводятся формулы (3.3), (3.4) и (3.5), полученные
авторами за счет рутинных вычислений с использованием пакета Maple по описанной в
разделе 2 схеме. Вторая часть связана с получением противоречий, возникающих при по-
пытках реализации этой же схемы для алгебр обсуждаемого семейства при 𝑘 ∈ {2, 4, 5, 6}.
Так, при 𝑘 = 2 согласно формулам предложения 2.1 первые пять базисных полей ал-

гебры [6, 21] имеют нулевую первую компоненту. При вычислении предварительного вида
компонент поля 𝑒7 для этой алгебры воспользуемся видом полей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒6 и столбцом
таблицы 2, описывающим коммутаторы [𝑒𝑗, 𝑒7] в алгебре [7, [6, 21], 1, 2]. Так получается
следующее описание поля

𝑒7 = (𝐴7, 𝑧2 +𝐵7, 2𝑧3 + 𝐶7, 2𝑧4 + 𝐶7𝑧1 +𝐷7) (3.6)

с некоторыми комплексными константами 𝐴7, 𝐵7, 𝐶7, 𝐷7.
Значения этих констант и, в первую очередь, интересующего нас параметра 𝐴7, долж-

ны удовлетворять еще двум необходимым условиям, а именно, коммутационным соотно-
шениям [𝑒4, 𝑒7] = 𝑒4 и [𝑒5, 𝑒7] = 𝑒5. С учетом (3.6) вторая компонента первого из этих
соотношений имеет следующий вид:

(−𝑧1 +𝐵4) + 𝐴7 = (−𝑧1 +𝐵4).
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Это означает, что первая компонента поля 𝑒7 оказывается нулевой при 𝑘 = 2. Эти же
рассуждения (не затрагивающие коммутатор [𝑒5, 𝑒7]) сохраняют силу и при 𝑘 = 4. При
𝑘 = 6 аналогично приходим к выводу 𝐴7 = 1, так что у базисного поля 𝑒*7 = 𝑒7 − 𝑒6
реализации алгебры [7, [6, 21], 1, 6] снова получаем нулевую первую компоненту.
Легко видеть, что наличие у 7–мерной алгебры Ли в пространстве C4 шести базисных

векторных полей с нулевой 𝑧1–компонентой приводит, в силу тождества (2.2), к независи-
мости уравнения любой ее орбиты от трех комплексных переменных 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4. Тем самым,
результатом процедуры, нацеленной на поиск невырожденных орбит, у 7–мерных алгебр
[7, [6, 21], 1, 𝑘] при 𝑘 = 2, 4, 6 оказываются только вырожденные гиперповерхности.
Еще одна алгебра, отвечающая случаю 𝑘 = 5, также не допускает реализаций на невы-

рожденных нетрубчатых гиперповерхностях пространства C4. Здесь формула, аналогич-
ная (3.6), имеет вид

𝑒7 = (𝑧1 + 𝐴7, 𝑧1 + 𝑧2 +𝐵7, 𝐶7, 𝑧4 + 𝐶7𝑧1 +𝐷7).

При этом согласно таблице 2 для этой алгебры должно выполняться соотношение [𝑒4, 𝑒7] =
𝑒3. Однако третьи компоненты обоих полей 𝑒4 и 𝑒7 являются константами, а потому у их
коммутатора эта компонента равна нулю. Это противоречит виду 𝑒3 = (0, 0, 1, 0) и, как
следствие, существованию реализаций алгебры [7, [6, 21], 1, 5] с обсуждаемыми свойствами.

4. Трубчатые орбиты обсуждаемых алгебр

Предложения 3.1 и 3.2 подтверждают качественный результат работы [7] о «малом»
количестве алгебр Ли, обладающих орбитами с двумя свойствами:

А) невырожденность,
Б) несводимость к трубкам.

При этом уменьшение с 56 рассматриваемых типов алгебр Ли из двух блоков до 9 + 3
выписанных конкретных типов базисов является существенным продвижением в обсужда-
емой задаче. Однако в этом разделе мы покажем, что и оценка числом 12 также является
неокончательной и сильно завышенной.
Сформулируем точные утверждения, позволяющие сделать такой вывод.

Предложение 4.1 ([8]). Все невырожденные орбиты в C4 7–мерных алгебр Ли четы-
рех типов

[7, [6, 18], 1, 1], [7, [6, 24], 1, 2], [7, [6, 24], 1, 4] и [7, [6, 24], 1, 5]

из предложения 3.1 голоморфно эквивалентны трубчатым многообразиям.

Предложение 4.2. Все регулярные 7–мерные орбиты алгебр [7, [6, 21], 1, 𝑘] из предло-
жения 3.2 голоморфно эквивалентны трубчатым многообразиям.

Доказательства этих утверждений можно получить за счет непосредственного интегри-
рования систем уравнений в частных производных, отвечающих выписанным выше бази-
сам реализаций всех алгебр из предложений 3.1 и 3.2. Процедура такого интегрирования
дает наглядные описания орбит этих алгебр, но является достаточно утомительной. Мы
приведем здесь рассуждение, доказывающее общим образом (без детальных вычислений)
трубчатый характер изучаемых орбит всех трех типов алгебр Ли из предложения 4.2.

Доказательство. C точностью до сдвига переменной 𝑧*3 = 𝑧3+𝐷6 базисы всех трех типов,
определяемые формулами (3.2), (3.3), (3.4) и (3.5), можно представить в единой обобщен-
ной форме
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𝑒1 =(0, 0, 0, 1),

𝑒2 =(0, 1, 0, 0),

𝑒3 =(0, 0, 1, 0),

𝑒4 =(0,−𝑧1, 𝐶4, 𝑇1(𝑧)),

𝑒5 =(0, 0,−𝑧1,−
1

2
𝑧21),

𝑒6 =(1, 0, 0, 𝑧3),

𝑒7 =(𝑧1, 𝑇2(𝑧), 𝑇3(𝑧), 𝑇4(𝑧)),

(4.1)

где 𝑇𝑘(𝑧) — некоторые голоморфные функции от 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), точный вид которых
не является существенным для последующих обсуждений.
Уточним, что орбита в пространстве C4 алгебры Ли с таким базисом может, вообще го-

воря, иметь размерность меньше 7. Гарантией существования именно 7–мерной орбиты𝑀 ,
проходящей через точку 𝑄 ∈ C4, является (в силу теоремы Фробениуса [2]) условие пол-
ноты ранга (7× 8)–матрицы, составленной из вещественных и мнимых частей компонент
базисных полей алгебры в точке 𝑄.
Отметим, что наличие трех выпрямленных полей в этой алгебре означает независи-

мость определяющей функции любой из орбит алгебры от трех вещественных перемен-
ных 𝑥𝑘 = Re 𝑧𝑘 (𝑘 = 2, 3, 4). Это позволяет упростить проверку полноты ранга за счет
удаления из названной (7×8)–матрицы трех строк (и, соответственно, трех столбцов), от-
вечающих этим полям. Получаемая таким образом матрица размеров (4× 5) для базиса,
описываемого формулами (4.1), имеет вид⎛⎜⎜⎝

0 0 −𝑦1 𝐶42 𝑡1
0 0 0 𝑦1 𝑥1𝑦1
1 0 0 0 𝑦3
𝑥1 𝑦1 𝑡2 𝑡3 𝑡4

⎞⎟⎟⎠ , (4.2)

где 𝑥1 = Re 𝑧1, 𝑦𝑘 = Im 𝑧𝑘, 𝑡𝑘 = Im𝑇𝑘, 𝐶42 = Im𝐶4.
Ясно, что при 𝑦1 = 0 строки матрицы (4.2) линейно зависимы, так что орбиты алгебры

(4.1), проходящие через точки пространства C4 с нулевой координатой Im 𝑧1, не являются
регулярными гиперповерхностями. А при 𝑦1 ̸= 0 минор 4–го порядка матрицы (4.1), полу-
чаемый отбрасыванием из нее последнего столбца и равный −𝑦31, отличен от нуля. Этим
обеспечивается полный ранг матрицы (4.2) и совокупности полей (4.1).
Совокупность уравнений (2.3) для 7 полей (4.1) является системой линейных уравнений

относительно 8 частных производных

𝜕Φ

𝜕𝑥𝑘

,
𝜕Φ

𝜕𝑦𝑘
, 𝑘 = 1, 2, 3, 4.

В усеченном варианте, связанном с матрицей (4.2), эта система линейна относительно пяти
производных

𝜕Φ

𝜕𝑥1

,
𝜕Φ

𝜕𝑦𝑘
, 𝑘 = 1, 2, 3, 4.

Для алгебры Ли с базисом (4.1) рассмотрим значение производной
𝜕Φ

𝜕𝑦4
в некоторой

точке регулярной орбиты 𝑀 в пространстве C4. Эта производная не может обращаться в
нуль, т.к. тогда в этой точке (в силу отличия от нуля рассмотренного выше минора) все 8
частных производных оказались бы нулевыми. Это противоречит условию регулярности
обсуждаемой орбиты.
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А пользуясь неравенством
𝜕Φ

𝜕𝑦4
̸= 0, мы можем записать уравнение обсуждаемой орбиты

𝑀 (вблизи фиксированной точки) в разрешенном относительно 𝑦4 виде

𝑦4 = 𝐹 (𝑥1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3). (4.3)

Тогда для определяющей функции 𝑀 имеем

Φ = −𝑦4 + 𝐹 (𝑥1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) и
𝜕Φ

𝜕𝑦4
= −1.

Для точки 𝑄 ∈ C4 с ненулевой координатой 𝑦1 и 7–мерной орбиты алгебры (4.1), за-
данной уравнением (4.3) и проходящей через эту точку, рассмотрим соотношения (2.3),
отвечающие второй и третьей строкам матрицы (4.2). Они имеют вид

𝜕𝐹 (𝑥1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)

𝜕𝑦3
= 𝑥1,

𝜕𝐹 (𝑥1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)

𝜕𝑥1

= 𝑦3.

Это означает, что любая 7–мерная регулярная орбита в пространстве C4 для алгебр с
базисом вида (4.1) может быть описана уравнением

𝑦4 = 𝑥1𝑦3 +𝐺(𝑦1, 𝑦2) (4.4)

с некоторой аналитической функцией двух переменных 𝐺. Добавляя и вычитая в правой
части полученного уравнения выражение 𝑥3𝑦1 и учитывая равенство

Im(𝑧1𝑧3) = 𝑥1𝑦3 + 𝑥3𝑦1,

получаем после голоморфной замены переменных 𝑧*3 = −𝑖𝑧3, 𝑧
*
4 = 𝑧4 − 𝑧1𝑧3 трубчатое

уравнение поверхности (4.4) вида

𝑦*4 = 𝑦1𝑦
*
3 +𝐺(𝑦1, 𝑦2).

Предложение 4.2 доказано.

5. Орбиты алгебр с ниль–радикалом [6, 9]

Перейдем к изложению результата, аналогичного предложениям 3.1 и 3.2 и связанного
с алгеброй [6, 9]. Прежде всего, дополним список коммутационных соотношений этой ал-
гебры, приведенный в разделе 1, коммутаторами базисных полей этой 6–мерной алгебры с
полем 𝑒7 в рамках каждого из 8 ее 7–мерных продолжений. Эту информацию представим
в виде следующих таблиц.

Таблица 3. Таблица коммутационных соотношений для алгебр Ли
[7, [6, 9], 1, 𝑘] (𝑘 = 1, 2, 3, 4). Параметрами отдельных алгебр являются про-
извольные вещественные числа 𝑚,𝑛.

Тип алгебры [7, [6, 9], 1, 1] [7, [6, 9], 1, 2] [7, [6, 9], 1, 3] [7, [6, 9], 1, 4]
[𝑒1, 𝑒7] 2𝑒1 − 2𝑚𝑒2 −2𝑒2 2𝑒1
[𝑒2, 𝑒7] 2𝑚𝑒1 + 2𝑒2 2𝑒1 2𝑒2
[𝑒3, 𝑒7] (𝑛+ 1)𝑒3 −𝑚𝑒4 𝑚𝑒3 − 𝑒4 𝑒3
[𝑒4, 𝑒7] 𝑚𝑒3 + (𝑛+ 1)𝑒4 𝑒3 +𝑚𝑒4 𝑒4
[𝑒5, 𝑒7] (1− 𝑛)𝑒5 +𝑚𝑒6 −𝑚𝑒5 + 𝑒6 −𝑒5 2𝑒5
[𝑒6, 𝑒7] −𝑚𝑒5 + (1− 𝑛)𝑒6 𝑒5 +𝑚𝑒6 −𝑒6 𝑒1 + 2𝑒6
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Таблица 4. Таблица коммутационных соотношений для алгебр Ли
[7, [6, 9], 2, 𝑘] (𝑘 = 1, 2) и [7, [6, 9], 3, 𝑘] (𝑘 = 1, 2). Параметрами являются
𝑚,𝑛, 𝑝 ∈ R, 𝜀 = ±1.

Тип алгебры [7, [6, 9], 2, 1] [7, [6, 9], 2, 2] [7, [6, 9], 3, 1] [7, [6, 9], 3, 2]
[𝑒1, 𝑒7] 2𝑒1 − 2𝑚𝑒2 −2𝑒2 2𝑚𝑒1 − 2𝑛𝑒2 2𝑚𝑒1 + 2𝑒2
[𝑒2, 𝑒7] 2𝑚𝑒1 + 2𝑒2 2𝑒1 2𝑛𝑒1 + 2𝑚𝑒2 −2𝑒1 + 2𝑚𝑒2
[𝑒3, 𝑒7] 𝑒3 −𝑚𝑒4 −𝑒4 (𝑚+ 𝑝)𝑒3 − (𝑛+ 𝜀)𝑒4 4𝑒4
[𝑒4, 𝑒7] 𝑚𝑒3 + 𝑒4 𝑒3 (𝑛+ 𝜀)𝑒3 + (𝑚+ 𝑝)𝑒4 −4𝑒3
[𝑒5, 𝑒7] 𝜀𝑒3 + 𝑒5 +𝑚𝑒6 𝜀𝑒3 + 𝑒6 (𝑚− 𝑝)𝑒5 + (𝑛− 𝜀)𝑒6 2𝑚𝑒5 + 2𝑒6
[𝑒6, 𝑒7] −𝜀𝑒4 +𝑚𝑒5 + 𝑒6 −𝜀𝑒4 − 𝑒5 −(𝑛− 𝜀)𝑒5 + (𝑚− 𝑝)𝑒6 𝑒1 − 2𝑒5 + 2𝑚𝑒6

Предложение 5.1. Из 8 типов 7–мерных алгебр Ли списка [18], имеющих 6–мерный
ниль–радикал [6, 9], невырожденные не сводимые к трубкам орбиты в C4 могут иметь
не более 3 типов. Для всех реализаций этих трех типов базисные поля 𝑒1, . . . , 𝑒5 имеют
с точностью до голоморфных замен координат следующий общий вид (𝜀 = ±1):

𝑒1 = (0, 0, 0, 1), 𝑒2 = (0, 0, 1, 0), 𝑒3 = (0, 1, 0, 0), 𝑒4 = (0, 𝑖𝜀, 𝑖𝜀𝑧1, 𝑧1), 𝑒5 = (1, 0, 𝑧2, 0).

Два оставшихся поля каждой из алгебр описываются следующими формулами:

[7, [6, 9], 1, 1] (𝑚 ∈ R, 𝑛 ⩾ 0;𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐵̂7 ∈ C; 𝑛 ·𝐵6 = 0) :

𝑒6 = (𝑖𝜀, 𝐵6, 𝐵6𝑧1 + 𝐶6, 𝑧2 +𝐷6), 𝑒7 = (𝑎7(𝑧), 𝑏7(𝑧), 𝑐7(𝑧), 𝑑7(𝑧)),
(5.1)

где

𝑎7(𝑧) = (𝑖𝜀𝑚+ 1− 𝑛)𝑧1, 𝑏7(𝑧) = (𝑛+ 1− 𝑖𝜀𝑚)𝑧2 +𝑚𝐵6𝑧1 +𝐵7,

𝑐7(𝑧) = −𝑖𝜀𝑚𝑧1𝑧2 + 2𝑧3 − 2𝑚𝑧4 +𝑚𝐵6𝑧
2
1 + 𝐵̂7𝑧1 + 𝐶7,

𝑑7(𝑧) = −𝑚𝑧1𝑧2 + 2𝑚𝑧3 + 2𝑧4 +𝑚𝐷6𝑧1 +𝐷7;

и

[7, [6, 9], 1, 2] (𝑚 ⩾ 0;𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐵̂7 ∈ C; 𝑚 ·𝐵6 = 0) :

𝑒6 = (𝑖𝜀, 𝐵6, 𝐵6𝑧1 + 𝐶6, 𝑧2), 𝑒7 = (𝑎7(𝑧), 𝑏7(𝑧), 𝑐7(𝑧), 𝑑7(𝑧)),
(5.2)

где

𝑎7(𝑧) = −(𝑚− 𝑖𝜀)𝑧1, 𝑏7(𝑧) = (𝑚− 𝑖𝜀)𝑧2 +𝐵6𝑧1 + 2𝐶6,

𝑐7(𝑧) = −2𝑧4 − 𝑖𝜀𝑧1𝑧2 +𝐵6𝑧
2
1 + 𝑖𝑚𝜀𝐶6𝑧1, 𝑑7(𝑧) = 2𝑧3 − 𝑧1𝑧2;

и

[7, [6, 9], 1, 3] (𝐷6 ∈ C, 𝐶7, 𝐷7 ∈ R) :
𝑒6 = (𝑖𝜀, 0,−𝑖𝜀𝐷6, 𝑧2 +𝐷6), 𝑒7 = (−𝑧1, 𝑧2 +𝐷6, 𝐷6𝑧1 + 𝐶7, 𝐷7).

(5.3)

Доказательство. Здесь, как и при доказательстве предложения 3.2, все обсуждение мож-
но разбить на две части.
В одной из них получаются формулы (5.1)–(5.3) для базисных полей 𝑒6, 𝑒7 каждого из

трех семейств, допускающих реализации в C4, удовлетворяющие необходимым условиям
А) и Б). Эта часть доказательства базируется на формулах (2.4), общих для всех алгебр
с ниль–радикалом [6,9].
Так, для алгебры [7, [6, 9], 1, 3] рассмотрение четырех коммутационных соотношений

[𝑒𝑗, 𝑒7], 𝑗 = 1, 2, 3, 5 приводит к (предварительной) формуле

𝑒7 = (−(𝑧1 + 𝐴7), 𝑧2 +𝐵7, 𝐵7𝑧1 + 𝐶7, 𝐷7) (5.4)

с некоторыми комплексными константами 𝐴7, 𝐵7, 𝐶7, 𝐷7.
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Остается выписать компоненты двух соотношений [𝑒4, 𝑒7] = 𝑒4 и [𝑒6, 𝑒7] = −𝑒6 для уточ-
нения возможных значений этих констант, а также части параметров из формул (2.4) для
полей 𝑒4, 𝑒6. Так, вычисляя коммутатор [𝑒4, 𝑒7], имеем

[𝑒4, 𝑒7] = 𝑖𝜀(0, 1, 0, 0) + (𝑧1 + 𝐴7)(0, 0, 𝑖𝜀, 1).

Приравнивая компоненты этого векторного поля компонентам 𝑒4, получим равенства

𝐴7 = 𝐷4, 𝐶4 = 𝑖𝜀𝐷4. (5.5)

Из соотношения [𝑒6, 𝑒7] = −𝑒6 аналогичным образом получаем следующие необходимые
условия для его выполнения:

𝐵6 = 0, 𝐶6 = −𝑖𝜀𝐵7, 𝐵7 = 𝐷6. (5.6)

Подставляя формулы (5.5) и (5.6) в (2.4) и (5.4), получим (с учетом возможности за-
мены поля 𝑒7 на 𝑒7 − (Re𝐶7)𝑒2 − (Re𝐷7)𝑒1) утверждение предложения 5.1 для алгебры
[7, [6, 9], 1, 3]. Аналогичные действия для семейств алгебр [7, [6, 9], 1, 1] и [7, [6, 9], 1, 2] при-
водят (после гораздо более объемных вычислений) к заявленным формулам для базисных
полей этих алгебр.
Вторая часть доказательства связана с оставшимися алгебрами Ли, имеющими ниль–

радикал [6, 9], и с получением для них выводов, противоречащих обсуждаемым необходи-
мым условиям А) невырожденности и Б) несводимости к трубкам (из раздела 4). Приведем
здесь для иллюстрации обсуждение одной из таких алгебр, а именно [7, [6, 9], 1, 4].
Для нее коммутаторы четверки полей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒5 с полем 𝑒7 описываются последним

столбцом таблицы 3 (компоненты самих этих полей представлены в формулах (2.4)). В
силу этих уточнений для поля 𝑒7 получаем следующий предварительный вид

𝑒7 = (2𝑧1 + 𝐴7, 𝐵7, 2𝑧3 +𝐵7𝑧1 + 𝐶7, 2𝑧4 +𝐷7) (5.7)

с некоторыми комплексными константами 𝐴7, 𝐵7, 𝐶7, 𝐷7.
Рассмотрим теперь коммутационное соотношение [𝑒6, 𝑒7] = 𝑒1 + 2𝑒6. С учетом (5.7) и

формулы 𝑒6 = (𝑖𝜀, 𝐵6, 𝐵6𝑧1 + 𝐶6, 𝑧2 +𝐷6) из (2.4) левая часть этого соотношения имеет в
векторной форме вид

𝑖𝜀

⎛⎜⎜⎝
2
0
𝐵7

0

⎞⎟⎟⎠+ (𝐵6𝑧1 + 𝐶6)

⎛⎜⎜⎝
0
0
2
0

⎞⎟⎟⎠+ (𝑧2 +𝐷6)

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
2

⎞⎟⎟⎠− (2𝑧1 + 𝐴7)

⎛⎜⎜⎝
0
0
𝐵6

0

⎞⎟⎟⎠−𝐵7

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎠
Тогда в покомпонентной записи рассматриваемое соотношение принимает вид системы
четырех скалярных уравнений

2𝑖𝜀 = 2𝑖𝜀, 0 = 2𝐵6,

𝑖𝜀𝐵7 + 2(𝐵6𝑧1 + 𝐶6)−𝐵6(2𝑧1 + 𝐴7) = 2(𝐵6𝑧1 + 𝐶6),

2(𝑧2 +𝐷6)−𝐵7 = 2(𝑧2 +𝐷6) + 1.

С учетом второго из этих уравнений в двух последних равенствах приходим к противоре-
чивым требованиям

𝐵7 = 0 и 𝐵7 = −1.

Это означает невозможность реализации алгебры [7, [6, 9], 1, 4] в C4 с выполнением необхо-
димых условий существования у этой реализации хотя бы одной невырожденной нетруб-
чатой орбиты.
Алгебры семейств [7, [6, 9], 2, 𝑘] (𝑘 = 1, 2) и [7, [6, 9], 3, 𝑘] (𝑘 = 1, 2) обсуждаются анало-

гично. Предложение 5.1 считаем доказанным.
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Предложение 5.2. При любых значениях параметров, входящих в формулы (5.3), все
вещественные гиперповерхности пространства C4, являющиеся орбитами голоморфных
реализаций алгебры [7, [6, 9], 1, 3], оказываются вырожденными по Леви.

Доказательство. Наличие тройки выпрямленных полей в базисе (5.3) означает, что опре-
деляющая функция орбиты не зависит от переменных 𝑥𝑘 = Re 𝑧𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3). Отвеча-
ющая оставшимся базисным полям система 4-х уравнений для определяющей функции
Φ(𝑥1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑒3, 𝑦4) любой из искомых орбит имеет вид:

𝑒4 : 𝜀
𝜕Φ

𝜕𝑦2
+ 𝜀𝑥1

𝜕Φ

𝜕𝑦3
+ 𝑦1

𝜕Φ

𝜕𝑦4
= 0,

𝑒5 :
𝜕Φ

𝜕𝑥1

+ (𝑦2 −𝐷62)
𝜕Φ

𝜕𝑦3
= 0,

𝑒6 : 𝜀
𝜕Φ

𝜕𝑦1
− 𝜀𝐷61

𝜕Φ

𝜕𝑦3
+ 𝑦2

𝜕Φ

𝜕𝑦4
= 0,

𝑒7 : −𝑥1
𝜕Φ

𝜕𝑥1

− 𝑦1
𝜕Φ

𝜕𝑦1
+ 𝑦2

𝜕Φ

𝜕𝑦2
+ (𝐶72 +𝐷61𝑦1 +𝐷62𝑥1)

𝜕Φ

𝜕𝑦3
+𝐷72

𝜕Φ

𝜕𝑦4
= 0.

(5.8)

Решением второго, самого короткого, из этих уравнений является функция

Φ = 𝐹 (𝑦3 − 𝑥1(𝑦2 −𝐷62), 𝑦1, 𝑦2, 𝑦4). (5.9)

Обозначая аргументы этой функции, соответственно, через 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, подставим (5.9) в
три оставшихся уравнения системы (5.8). Уравнение, отвечающее полю 𝑒4, примет в новых
переменных вид

𝜀
𝜕𝐹

𝜕𝑡3
+ 𝑦1

𝜕𝐹

𝜕𝑡4
= 0,

а его решением является 𝐹 = 𝐺(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4 − 𝜀𝑡2𝑡3). В новых переменных 𝑠1 = 𝑡1, 𝑠2 = 𝑡2,
𝑠3 = 𝑡4 − 𝜀𝑡2𝑡3 два последних уравнения изучаемой системы запишутся в форме

𝜀

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑠2
−𝐷61

𝜕𝐺

𝜕𝑠1

)︂
= 0, (𝐶72 +𝐷61)

𝜕𝐺

𝜕𝑠1
− 𝑠2

𝜕𝐺

𝜕𝑠2
+𝐷72

𝜕𝐺

𝜕𝑠3
= 0.

В переменных 𝜉1 = 𝑠1 +𝐷61𝑠2, 𝜉2 = 𝑠3 решение системы этих двух уравнений имеет вид

𝐺 = 𝜙(𝐷72𝜉1 − 𝐶72𝜉2)

с произвольной аналитической функцией одного переменного. Это означает, что решение
исходной системы четырех уравнений описывается формулой

Φ = 𝐷72𝜉1 − 𝐶72𝜉2 = 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Возвращаясь к исходным переменным, имеем общее решение системы (5.8) в виде

𝑦2(𝜀𝐶72𝑦1 −𝐷72𝑥1) + (𝛼𝑥1 + 𝛽𝑦1 + 𝛾𝑦3 + 𝛿𝑦4)− 𝐴 = 0 (5.10)

с некоторыми вещественными коэффициентами в линейной части. Если в этой формуле
хотя бы один из пары коэффициентов (𝛾, 𝛿) равен нулю, то итоговое уравнение (5.10) ги-
перповерхности в C4 оказывается не зависящим от одной из комплексных переменных.
Это означает представимость полученной поверхности в виде прямого произведения ком-
плексной плоскости C и некоторого 5–мерного многообразия, а значит, голоморфную вы-
рожденнность и, как следствие, вырожденность по Леви. Но и при наличии в этой паре
ненулевого коэффициента линейная комбинация 𝛾𝑧3 + 𝛿𝑧4, рассматриваемая как новая
комплексная переменная 𝑧*3 , позволяет говорить о независимости уравнения (5.2) от пере-
менной 𝑧*4 = 𝑧4. Таким образом, и в этом случае поверхность (5.2) вырождена по Леви.
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Аналогично можно проинтегрировать два типа алгебр [7, [6, 9], 1, 1] и [7, [6, 9], 1, 2] при
всех значениях содержащихся в них параметров. Однако получаемые при этом формулы
(как промежуточные, так и окончательные), описывающие орбиты этих алгебр, являются
чрезмерно громоздкими. В связи с этим мы приведем здесь лишь два примера однородных
гиперповерхностей, отвечающих этим алгебрам и полученных их интегрированием при
некоторых частных значениях параметров.

Пример 5.1. Орбиты алгебр [7, [6, 9], 1, 1], определяемых формулами (5.1) при

𝐵6 = 𝐶6 = 𝐷6 = 𝐵7 = 𝐵̂7 = 𝐶7 = 𝐷7 = 0, 𝑛 = 0, 𝑚 ̸= 0,

сводятся голоморфными преобразованиями к поверхностям с уравнениями

(𝑦3 − 𝑥1𝑦2)
2 + (𝑦4 − 𝜀𝑦1𝑦2)

2 = exp

(︂
2

𝑚
arctg

(︂
𝑦4 − 𝜀𝑦1𝑦2
𝑦3 − 𝑥1𝑦2

)︂)︂
.

Пример 5.2. Орбиты алгебр [7, [6, 9], 1, 2], определяемых формулами (5.2) при 𝐵6 =
𝐶6 = 0, сводятся голоморфными преобразованиями к Леви–невырожденной гиперповерх-
ности с уравнением

(𝑦3 − 𝑥1𝑦2)
2 + (𝑦4 − 𝜀𝑦1𝑦2)

2 = 1,

независимо от допустимых значений 𝑚.

Несложно проверить, например, с помощью символьных вычислений, что такие обоб-
щения плоских логарифмических спиралей (из примера 5.1) и окружности (пример 5.2)
являются Леви–невырожденными гиперповерхностями пространства C4 в точках общего
положения.

6. Итоговые выводы

Главным выводом статьи можно считать ее основной результат, т.е. теорему 1.1 из вве-
дения. В качестве конкретных дополнений к этой теореме уточним, что 7 упоминаемых
в ней типов — это пять типов алгебр Ли из предложения 3.1 и два типа алгебр из пред-
ложения 5.1. Для двух последних типов в разделе 5 статьи приведены примеры орбит,
соответствующие некоторым частным значениям входящих в описания алгебр парамет-
ров; алгебры этих типов содержат ниль–радикал [6, 9].
Первые пять типов 7–мерных алгебр Ли, связанные с ниль–радикалами [6, 1], [6, 13],

[6, 22], [6, 23], [6, 26], проинтегрированы в [8] при всех возможных значениях параметров,
описывающих реализации в C4 этих алгебр. Приведем здесь описание всех таких Леви–
невырожденных (не сводимых к трубкам) интегральных многообразий, являющихся голо-
морфно однородными вещественными гиперповерхностями 4–мерного комплексного про-
странства.

Теорема 6.1 ([8]). Любая невырожденная нетрубчатая орбита 7–мерной алгебры,
имеющей 6–мерный ниль–радикал одного из типов (3.1), описывается с точностью до
голоморфных замен координат уравнением одного из 5 следующих видов (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑄,
𝑅 — это некоторые вещественные константы):

[7, [6, 1], 1, 1] : 𝑦4 = 2𝑦1𝑦2 + (𝑥4
1 − 2𝑥2

1𝑦
2
1) +

2

𝑦1
(2𝑦3 − 𝑥2

1𝑦2)

+
2

𝑦21
+𝑄 ·

(︁
𝑥1𝑦2 −

2

3
𝑥3
1𝑦1

)︁
+𝑅 · 𝑦41;

[7, [6, 13], 1, 1] : 𝑦4 = 𝑥1𝑦3 +
1

3
𝑥1𝑦2(3𝑥

2
1 − 𝑦21) +

5

36
𝑥2
1𝑦1(−3𝑥4

1 + 3𝑥2
1𝑦

2
1 − 𝑦41)−𝐵𝑦71 −

1

2

𝑦22
𝑦1
;
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[7, [6, 22], 1, 1] : 𝑦4 =
𝐵

3
𝑦1𝑦2 +

𝐴𝐵

3
𝑥1(𝑥

2
1 − 𝑦21) +

𝐵2

6
𝑥2
1𝑦1

− 1

𝑦1

(︁𝐵2

4
𝑥4
1 +𝐵𝑥2

1𝑦2 +𝐵𝑦3 +
1

2
𝑦22

)︁
+ 𝐶𝑦31;

[7, [6, 23], 1, 1] : 𝑦3 = 𝐵𝑦41 − 2𝑥1𝑦1𝑦2 + 2𝑦1𝑦4 − 𝑦22;

[7, [6, 26], 1, 1] : 𝑦3 = 𝑦1𝑦4 + 𝑥1𝑦1𝑦2 ±
𝑦22
𝑦1

+𝐵𝑦51.

Завершая обсуждения 64 рассмотренных типов 7–мерных алгебр Ли, уточним, что во-
прос о выполнении или нарушении свойства Б) для гиперповерхностей из 7 полученных
семейств пока остается открытым. Для получения ответов необходимы дополнительные
исследования.
Дадим в заключение еще один вариант краткой формулировки результатов статьи:

из 10 нильпотентных 6–мерных алгебр Ли, содержащих две 4–мерные абелевы подалгеб-
ры, не более шести алгебр имеют 7–мерные (неразложимые разрешимые) продолжения
с Леви–невырожденными не сводимыми к трубкам 7–мерными орбитами в простран-
стве C4.
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