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РАЗМЕРНОСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЙ РИССА И

ПЛЮРИГАРМОНИЧЕСКИХ МЕР

Е.С. ДУБЦОВ

Аннотация. На единичной сфере из C𝑛, 𝑛 ⩾ 2, рассматриваются произведения Рисса,
порожденные полиномами Рыля — Войтащика. Получена оценка снизу для энергети-
ческой размерности таких произведений Рисса. Из полученного неравенства немед-
ленно следует оценка для хаусдорфовой размерности рассматриваемых произведений.
Этот результат также получен иным способом — с помощью известных одномерных
оценок и разложения на срез–произведения. Наконец, подобные разложения исполь-
зованы для точных оценок хаусдорфовой размерности плюригармонических мер на
𝑛–мерном торе, 𝑛 ⩾ 2.
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1. Введение

Настоящая работа мотивирована следующим общим вопросом: как спектр меры 𝜇 влия-
ет на размер носителя меры 𝜇? В первую очередь будут рассмотрены произведения Рисса
и смежные объекты на единичной сфере

𝑆 = 𝑆𝑛 = {𝜁 ∈ C𝑛 : |𝜁| = 1}, 𝑛 ⩾ 2,

поэтому начнем с определения пространств 𝐻(𝑝, 𝑞), (𝑝, 𝑞) ∈ Z2
+.

1.1. Комплексные сферические гармоники. Пусть 𝒰(𝑛) — группа унитарных опе-
раторов на гильбертовом пространстве C𝑛, 𝑛 ⩾ 2. Отметим, что 𝑆𝑛 = 𝒰(𝑛)/𝒰(𝑛− 1), сле-
довательно, 𝑆𝑛 — однородное пространство. Общие конструкции абстрактного гармониче-
ского анализа явно реализуются на сфере 𝑆𝑛 в терминах пространств 𝐻(𝑝, 𝑞), (𝑝, 𝑞) ∈ Z2

+.

Определение 1.1. Зафиксируем размерность 𝑛, 𝑛 ⩾ 2. Пусть 𝐻(𝑝, 𝑞) = 𝐻(𝑝, 𝑞;𝑛) —
пространство всех однородных гармонических полиномов бистепени (𝑝, 𝑞) ∈ Z2

+. По опре-

делению это означает, что рассматриваемые полиномы имеют степень 𝑝 по перемен-

ным 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛, степень 𝑞 по переменным 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛, а также имеют полную

степень 𝑝+ 𝑞.
Для сужения пространства 𝐻(𝑝, 𝑞) на сферу 𝑆 используется тот же символ. Элемен-

ты пространства 𝐻(𝑝, 𝑞) часто называют комплексными сферическими гармониками.

1.2. Произведения Рисса на сфере. Дихотомия Зигмунда [15] подсказывает, что од-
нородные голоморфные многочлены, введенные Рылем и Войтащиком [14], могут быть
использованы для построения сингулярных произведений типа Рисса на сфере.
Будем говорить, что {𝑅𝑗}∞𝑗=1 — это последовательность Рыля — Войтащика с константой

𝛿 ∈ (0, 1), если
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4 Е.С. ДУБЦОВ

1. 𝑅𝑗 ∈ 𝐻(𝑗, 0), т.е. 𝑅𝑗 — однородный голоморфный многочлен степени 𝑗;
2. ‖𝑅𝑗‖𝐿∞(𝑆) = 1;
3. ‖𝑅𝑗‖𝐿2(𝑆) ⩾ 𝛿 для всех 𝑗 = 1, 2, . . . .

Определение 1.2. Пусть 𝑅 = {𝑅𝑗}∞𝑗=1 — последовательность Рыля — Войтащика,

𝐽 = {𝑗𝑘}∞𝑘=1 ⊂ N,
𝑗𝑘+1

𝑗𝑘
⩾ 3 и 𝑎 = {𝑎𝑘}∞𝑘=1 ⊂ D.

Тогда (𝑅, 𝐽, 𝑎) называется тройкой Рисса.

Каждая тройка Рисса (𝑅, 𝐽, 𝑎) порождает (стандартное) произведение Рисса Π(𝑅, 𝐽, 𝑎)
с помощью формального равенства

Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
𝑎𝑘𝑅𝑗𝑘

2
+ 1 +

𝑎𝑘𝑅𝑗𝑘

2

)︂
,

где произведение сходится в ⋆–слабом смысле (см. [7], где приведены дальнейшие детали).
Существует достаточно богатый набор сингулярных произведений Рисса на сфере. Дей-

ствительно, если (𝑅, 𝐽, 𝑎) — тройка Рисса и 𝑎 /∈ ℓ2, то в силу следствия 1 из [6] существует
последовательность 𝑈 = {𝑈𝑗}∞𝑗=1, 𝑈𝑗 ∈ 𝒰(𝑛), такая что произведение Π(𝑅∘𝑈, 𝐽, 𝑎) является
сингулярным относительно меры Лебега на сфере 𝑆𝑛. Здесь по определению

𝑅 ∘ 𝑈 = {𝑅𝑗 ∘ 𝑈𝑗}∞𝑗=1.

Для сингулярного произведения Рисса естественно задать вопрос о его размерности. В
настоящей работе даны оценки для энергетической и хаусдорфовой размерностей произ-
ведений Рисса на сфере. Насколько известно автору, задачи такого типа ранее не иссле-
довались.
Пусть dimℋΠ обозначает хаусдорфову размерность меры Π. В частности, в работе по-

лучен следующий результат.

Теорема 1.1. Пусть (𝑅, 𝐽, 𝑎) — тройка Рисса. Тогда

dimℋΠ(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 2𝑛− 1− lim sup
𝑘→∞

(︃
1

2 log 𝑗𝑘

𝑘−1∑︁
ℓ=1

|𝑎ℓ|2
)︃
.

1.3. Организация работы. Вспомогательные результаты, включая определения и ба-
зовые факты гармонического анализа на сфере 𝑆𝑛, собраны в разделе 2. Оценки для энер-
гетической и хаусдорфовой размерностей произведений Рисса на единичной сфере получе-
ны в разделе 3. Смежная задача о хаусдорфовых размерностях плюригармонических мер
на торе рассматривается в разделе 4. Отметим, что лемма 2.1 о дезинтеграции произве-
дений Рисса служит связующим звеном между результатами раздела 3, где используется
непосредственно эта лемма, и разделом 4, где применяются аналоги леммы 2.1.

1.4. Обозначения. Для 𝐹,𝐺 > 0 запись 𝐹 ≲ 𝐺 означает, что 𝐹 ⩽ 𝐶𝐺 для некоторой
константы 𝐶 > 0. Если 𝐹 ≲ 𝐺 и 𝐺 ≲ 𝐹 , то используется обозначение 𝐹 ≈ 𝐺.

2. Вспомогательные результаты

2.1. Базовые факты гармонического анализа на сфере 𝑆𝑛. Пусть 𝜎 = 𝜎𝑛 обозна-
чает нормированную меру Лебега на единичной сфере 𝑆𝑛. Отметим, что

𝐿2(𝜎) = ⊕
(𝑝,𝑞)∈Z2

+

𝐻(𝑝, 𝑞). (2.1)
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Специфику гармонического анализа на сфере 𝑆 удачно иллюстрирует следующее правило
умножения для пространств 𝐻(𝑝, 𝑞): если 𝑓 ∈ 𝐻(𝑝, 𝑞) и 𝑔 ∈ 𝐻(𝑟, 𝑠), то

𝑓𝑔 ∈
𝐿∑︁

ℓ=0

𝐻(𝑝+ 𝑟 − ℓ, 𝑞 + 𝑠− ℓ),

где 𝐿 = min(𝑝, 𝑠) + min(𝑞, 𝑟). Доказательства сформулированных фактов и дальнейшие
результаты приведены в главе 12 монографии [13].
Пусть𝑀(𝑆𝑛)— пространство всех комплексных борелевских мер, заданных на сфере 𝑆𝑛.

Пусть 𝐾𝑝,𝑞(𝑧, 𝜁) — воспроизводящее ядро для гильбертова пространства 𝐻(𝑝, 𝑞) ⊂ 𝐿2(𝑆).
Полином

𝜇𝑝,𝑞(𝑧) =

∫︁
𝑆

𝐾𝑝,𝑞(𝑧, 𝜁) 𝑑𝜇(𝜁), 𝑧 ∈ 𝑆,

называется 𝐻(𝑝, 𝑞)–проекцией меры 𝜇 ∈ 𝑀(𝑆). Для 𝜇 ∈ 𝑀(𝑆) спектр spec(𝜇) в терминах
пространств 𝐻(𝑝, 𝑞) задается равенством

spec(𝜇) =
{︀
(𝑝, 𝑞) ∈ Z2

+ : 𝜇𝑝,𝑞 ̸= 0
}︀
.

2.2. Дезинтеграция в терминах срез–произведений. Пусть T = 𝑆1 — единичная
окружность. Для 𝜉 ∈ 𝑆𝑛 срез–произведение

Π𝜉(𝑅, 𝐽, 𝑎)(𝜆) := Π(𝑅(𝜆𝜉), 𝐽, 𝑎), 𝜆 ∈ T,

является классическим произведением Рисса, задаваемым формулой

∞∏︁
𝑘=1

(︃
𝑎𝑘𝑅𝑗𝑘(𝜉)𝜆

𝑗𝑘

2
+ 1 +

𝑎𝑘𝑅𝑗𝑘(𝜉)𝜆
𝑗𝑘

2

)︃
, 𝜆 ∈ T. (2.2)

Сходимость произведения (2.2) следует понимать в ⋆–слабом смысле. В частности,
Π𝜉(𝑅, 𝐽, 𝑎) — это корректно определенная вероятностная мера.
Пусть CP𝑛−1 — комплексное проективное пространство размерности 𝑛 − 1, т.е. набор

всех одномерных линейных подпространств пространства C𝑛. Пусть 𝜋 = 𝜋𝑛 — канони-
ческая проекция из 𝑆𝑛 на CP𝑛−1. Заметим, что Π𝜆𝜉(𝑤) = Π𝜉(𝜆𝑤) для 𝜉 ∈ 𝑆𝑛, 𝜆,𝑤 ∈ T.
Следовательно, вероятностная срез–мера Π𝜁 корректно определена для 𝜁 ∈ CP𝑛−1 как
элемент из 𝑀+(𝑆𝑛), носителем которого является единичная окружность 𝜋−1(𝜁) ⊂ 𝑆𝑛.
Пусть ̂︀𝜎𝑛 — единственная вероятностная мера на CP𝑛−1, которая инвариантна относи-

тельно всех унитарных преобразований пространства C𝑛. Следующая лемма показывает,
что произведение Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) — это интеграл от его срезов.

Лемма 2.1 ([6, лемма 1]). Пусть (𝑅, 𝐽, 𝑎) — тройка Рисса на сфере 𝑆𝑛, 𝑛 ⩾ 2, и пусть
Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) обозначает соответствующее произведение Рисса. Тогда

Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) =

∫︁
CP𝑛−1

Π𝜁(𝑅, 𝐽, 𝑎) 𝑑̂︀𝜎𝑛(𝜁)

в следующем слабом смысле:∫︁
𝑆𝑛

𝑓 𝑑Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) =

∫︁
CP𝑛−1

∫︁
𝑆𝑛

𝑓 𝑑Π𝜁(𝑅, 𝐽, 𝑎) 𝑑̂︀𝜎𝑛(𝜁)

для всех 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆𝑛).
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3. Размерности произведений Рисса

3.1. Энергетическая размерность. Пусть 𝑀+(𝑆𝑛) — множество всех конечных поло-
жительных борелевских мер на сфере 𝑆𝑛. Для меры 𝜇 ∈ 𝑀+(𝑆) ее 𝑡–энергия 𝐼𝑡(𝜇), 𝑡 > 0,
определяется равенством

𝐼𝑡(𝜇) :=

∫︁
𝑆

∫︁
𝑆

𝑑𝜇(𝑥)𝑑𝜇(𝑦)

|𝑥− 𝑦|𝑡
.

Будем говорить, что 𝑑 — энергетическая размерность меры 𝜇 и использовать обозначение
dimℰ𝜇 = 𝑑, если

𝑑 = sup {𝑡 : 𝐼𝑡(𝜇) < ∞} .
Для оценки энергетической размерности произведения Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) потребуется следую-

щая теорема.

Теорема 3.1 ([12, теорема 3.1]). Для каждого числа 𝑡, 0 < 𝑡 < 2𝑛 − 1, существуют
константы 𝐶1, 𝐶2 > 0 такие, что

𝐶1𝐼𝑡(𝜇) ⩽ ‖𝜇0,0‖22 +
∞∑︁
𝑗=1

𝑗𝑡−2𝑛+1
∑︁

𝑝+𝑞=𝑗

‖𝜇𝑝,𝑞‖22 ⩽ 𝐶2𝐼𝑡(𝜇)

для всех 𝜇 ∈ 𝑀+(𝑆𝑛), где 𝑛 ⩾ 2.

В работе [11] аналог теоремы 3.2 для единичной окружности использован для вычис-
ления энергетической размерности классического произведения Рисса на окружности T.
В следующем результате применяется теорема 3.1, чтобы оценить снизу энергетическую
размерность произведения Рисса на сфере. Используемое ниже основное рассуждение схо-
же с соответствующим рассуждением при доказательстве теоремы 3.1 из [11], однако тех-
нические детали отличаются.

Теорема 3.2. Пусть (𝑅, 𝐽, 𝑎) — тройка Рисса. Тогда

dimℰΠ(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 2𝑛− 1− 𝛼0,

где

𝛼0 = max

⎡⎢⎢⎢⎣0, lim sup
𝑘→∞

⎛⎜⎜⎜⎝
log |𝑎𝑘|2

2
+

𝑘−1∑︀
ℓ=1

log
(︁
1 + |𝑎ℓ|2

2

)︁
log 𝑗𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.1)

В частности,

dimℰΠ(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 2𝑛− 1− lim sup
𝑘→∞

(︃
1

2 log 𝑗𝑘

𝑘−1∑︁
ℓ=1

|𝑎ℓ|2
)︃
.

Доказательство. Пусть Π := Π(𝑅, 𝐽, 𝑎). Для 𝑘 = 1, 2, . . . положим

Γ𝑘 :=

{︃
±𝑗𝑘 +

𝑘−1∑︁
ℓ=1

𝜀ℓ𝑗ℓ : 𝜀ℓ = 0,±1

}︃
.

Пусть 𝛾 ∈ Γ𝑘. Не умаляя общности, предположим, что 𝛾 > 0. Тогда существует в точности
одно представление

𝛾 = 𝑗𝑘 +
𝑘−1∑︁
ℓ=1

𝜀ℓ𝑗ℓ.
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В силу правила умножения для сферических гармоник (см. раздел 2.1) имеем

∑︁
𝑝−𝑞=𝛾

Π𝑝,𝑞 = 𝑅𝑗𝑘

𝑘−1∏︁
ℓ=1

𝑅𝑗ℓ(𝜀ℓ),

где

𝑅𝑗ℓ(𝜀ℓ) = 𝑅𝑗ℓ , 𝜀ℓ = 1,

𝑅𝑗ℓ(𝜀ℓ) = 1, 𝜀ℓ = 0,

𝑅𝑗ℓ(𝜀ℓ) = 𝑅𝑗ℓ , 𝜀ℓ = −1.

Применяя свойство (2.1), получаем

∑︁
𝑝−𝑞=𝛾

‖Π𝑝,𝑞‖22 =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑅𝑗𝑘

𝑘−1∏︁
ℓ=1

𝑅𝑗ℓ(𝜀ℓ)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

2

⩽

(︃
|𝑎𝑘|
2

∏︁
ℓ: 𝜀ℓ ̸=0

|𝑎ℓ|
2

)︃2

,

где пустое произведение равняется единице.
Теперь зафиксируем число 𝛼 > 𝛼0. Так как 𝑝+ 𝑞 ⩾ 𝑝− 𝑞, имеем∑︁

𝛾∈Γ𝑘

|𝑝+ 𝑞|−𝛼
∑︁

𝑝−𝑞=𝛾

‖Π𝑝,𝑞‖22 ⩽
∑︁
𝛾∈Γ𝑘

|𝛾|−𝛼
∑︁

𝑝−𝑞=𝛾

‖Π𝑝,𝑞‖22. (3.2)

Если 𝛾 ∈ Γ𝑘, то |𝛾| ≈ 𝑗𝑘. Следовательно,∑︁
𝛾∈Γ𝑘

|𝛾|−𝛼
∑︁

𝑝−𝑞=𝛾

‖Π𝑝,𝑞‖22 ≲ 𝑗−𝛼
𝑘

|𝑎𝑘|2

2

𝑘−1∏︁
ℓ=1

(︂
1 +

|𝑎ℓ|2

2

)︂
. (3.3)

Объединяя свойства (3.2) и (3.3), получаем

𝐼2𝑛−1−𝛼(Π) ≲ 1 + 𝑗−𝛼
𝑘

|𝑎𝑘|2

2

𝑘−1∏︁
ℓ=1

(︂
1 +

|𝑎ℓ|2

2

)︂
(3.4)

в силу теоремы 3.1.
Имеем log 𝑗𝑘 ⩾ (𝑘 − 1) log 3, таким образом, выбирая число 𝐴, 0 < 𝐴 < 1, достаточно

близко к единице, с помощью неравенства 𝛼 > 𝛼0 получаем, что

𝛼 ⩾
log |𝑎𝑘|2

2
+

𝑘−1∑︀
ℓ=1

log
(︁
1 + |𝑎ℓ|2

2

)︁
+ 𝑘| log𝐴|

log 𝑗𝑘
,

иными словами,

𝑗−𝛼
𝑘

|𝑎𝑘|2

2

𝑘−1∏︁
ℓ=1

(︂
1 +

|𝑎ℓ|2

2

)︂
⩽ 𝐴𝑘.

Объединяя последнее свойство и (3.4), приходим к выводу, что

𝐼2𝑛−1−𝛼(Π) < ∞.

Так как величина 𝛼 > 𝛼0 выбрана произвольно, окончательно имеем

dimℰΠ ⩾ 2𝑛− 1− 𝛼0,

что и требовалось доказать.
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3.2. Хаусдорфова размерность. Для борелевского множества 𝐸 символом dimℋ𝐸
обозначим его хаусдорфову размерность. Хаусдорфова размерность меры 𝜇 ∈ 𝑀+(𝑆𝑛)
определяется равенством

dimℋ𝜇 = inf{dimℋ𝐸 : 𝐸 — борелевское множество такое, что 𝜇(𝐸) > 0}.
Свойства хаусдорфовой размерности меры излагаются в [9, гл. 10].
Для произведения Рисса Π = Π(𝑅, 𝐽, 𝑎) непосредственная проверка показывает, что

существует достаточно малое число 𝜀 > 0 такое, что Π𝑝,𝑞 = 0 при условии⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− 1

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, (𝑝, 𝑞) ̸= (0, 0).

Поэтому применение теоремы 1.1 из [3] к произведению Π гарантирует, что dimℋΠ ⩾ 2𝑛−2.
На самом деле, более точную оценку можно получить с помощью теоремы 3.2.

3.2.1. Применение теоремы 3.2. Если 𝐼𝑡(𝜇) < ∞, то dimℋ𝜇 > 𝑡 (ср. с [8, раздел 4.3]).
Поэтому хаусдорфова размерность меры всегда не меньше ее энергетической размерности.

Следствие 3.1. Пусть (𝑅, 𝐽, 𝑎) — тройка Рисса. Тогда

dimℋΠ(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 2𝑛− 1− 𝛼0,

где величина 𝛼0 задается равенством (3.1).

Доказательство. Так как dimℋΠ ⩾ dimℰΠ, достаточно применить теорему 3.2.

Замечание 3.1. Ясно, что теорема 1.1 — это частный случай сформулированного

следствия.

3.2.2. Сведение задачи к срез–произведениям. Альтернативный подход к следствию 3.1
состоит в рассмотрении срез–произведений произведения Π(𝑅, 𝐽, 𝑎). Нам потребуется сле-
дующая теорема, которая следует из разделов 2.10.2 и 2.10.17 в монографии [10].

Теорема 3.3. Пусть 𝐾 ⊂ CP𝑛−1 × T — компакт и 𝐾𝜁 = {𝑤 ∈ T : (𝜁, 𝑤) ∈ 𝐾}.
Предположим, что dimℋ𝐾𝜁 > 𝛽 для 𝜁 ∈ 𝑋 ⊂ CP𝑛−1. Если ̂︀𝜎𝑛(𝑋) > 0, то

dimℋ𝐾 ⩾ 2𝑛− 2 + 𝛽.

Зафиксируем некоторое число 𝛼 > 𝛼0. Достаточно доказать, что

dimℋΠ(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 2𝑛− 1− 𝛼. (3.5)

Предположим, что указанная оценка не выполняется. Тогда существует компакт 𝐸 ⊂ 𝑆𝑛

такой, что Π(𝐸) > 0 и
dimℋ𝐸 < 2𝑛− 1− 𝛼.

Отождествим сферу 𝑆𝑛 и произведение CP𝑛−1 × T. Рассмотрим множества

𝐸𝜁 = {𝑤 ∈ T : (𝜁, 𝑤) ∈ 𝐸}.
Утверждается, что

dimℋ𝐸𝜁 ⩽ 1− 𝛼 для ̂︀𝜎𝑛–почти всех 𝜁 ∈ CP𝑛−1. (3.6)

Действительно, если сформулированное свойство не выполнено, то

dimℋ𝐸𝜁 > 1− 𝛼 для 𝜁 ∈ 𝑋, где ̂︀𝜎𝑛(𝑋) > 0.

Применяя теорему 3.3, получаем

dimℋ𝐸 ⩾ 2𝑛− 1− 𝛼,

что приводит к противоречию. Итак, свойство (3.6) выполнено.
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Так как Π(𝐸) > 0, лемма 2.1 гарантирует, что

Π𝜁(𝐸𝜁) > 0 для 𝜁 ∈ 𝑌0, где ̂︀𝜎𝑛(𝑌0) > 0.

Объединяя этот факт и (3.6), получаем

dimℋΠ𝜁 ⩽ 1− 𝛼 для 𝜁 ∈ 𝑌, где ̂︀𝜎𝑛(𝑌 ) > 0. (3.7)

Теперь напомним, что Π𝜁(𝑅, 𝐽, 𝑎) — это классическое произведение Рисса, заданное фор-
мулой (2.2). Следовательно,

dimℋΠ𝜁(𝑅, 𝐽, 𝑎) ⩾ 1− 𝛼0 > 1− 𝛼

в силу теоремы 3.1 из [11]. Это противоречит свойству (3.7). Таким образом, свойство (3.5)
имеет место для любого числа 𝛼 > 𝛼0, что и требовалось доказать.
Иными словами, рассмотрение срез–произведений позволяет получить следствие 3.1 с

помощью теоремы 3.1 из [11], которая является соответствующим результатом о класси-
ческих произведениях Рисса.

4. Хаусдорфовы размерности плюригармонических мер

Этот раздел мотивирован аналогами леммы 2.1 и их приложениями при изучении плю-
ригармонических мер.

4.1. Плюригармонические меры на единичной сфере. Мера 𝜇 ∈ 𝑀(𝑆𝑛) называ-
ется плюригармонической, если

spec(𝜇) ⊂ {(𝑝, 𝑞) ∈ Z2
+ : 𝑝𝑞 = 0}.

Аналог леммы 2.1 известен для плюригармонических мер на сфере 𝑆𝑛. Из этого факта
следует, что dimℋ𝜇 ⩾ 2𝑛−2 для любой плюригармонической меры 𝜇 ∈ 𝑀(𝑆𝑛), дальнейшие
детали можно найти в [1], [3]. Однако, насколько известно автору, точность указанной
оценки остается открытым вопросом.

4.2. Плюригармонические меры на торе. Мера 𝜇 ∈ 𝑀(T𝑛) называется плюригар-
монической, если 𝜇̂(𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) = 0 для (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛 ∖ (Z𝑛

− ∪Z𝑛
+). Хорошо известно, что

𝜇 ∈ 𝑀(T𝑛) — плюригармоническая мера тогда и только тогда, когда интеграл Пуассона
меры 𝜇 — плюригармоническая функция в полидиске D𝑛. Следовательно, аналог лем-
мы 2.1 имеет место для каждой плюригармонической меры 𝜇 на T𝑛. Действительно, см.
доказательство предложения 2.1 в работе [2] для случая меры 𝜇 на единичной сфере 𝑆𝑛,
см. также [5], где рассматриваются плюригармонические меры на границе Шилова кру-
говой ограниченной симметричной области. Рассуждая как в случае сферы 𝑆𝑛, приходим
к выводу, что

dimℋ𝜇 ⩾ 𝑛− 1 (4.1)

(см. также [5, следствие 3.3]). Для 𝑛 = 2 оценка (4.1) и ее точность были ранее доказа-
ны в работе [4]. Простые примеры показывают, что оценка (4.1) точна для всех 𝑛 ⩾ 2.
Действительно, положим

𝜇 = 𝛿1(𝜉1)⊗𝑚(𝜉2)⊗ · · · ⊗𝑚(𝜉𝑛),

где 𝛿1 — мера Дирака в точке 1 ∈ T, а𝑚 = 𝜎1 — нормированная мера Лебега на окружности
T. Ясно, что 𝜇 является плюригармонической мерой и

dimℋ𝜇 = 𝑛− 1.
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