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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ

АППРОКСИМАЦИЙ ИНТЕГРАЛА ТИПА

РИМАНА — ЛИУВИЛЛЯ НА ОТРЕЗКЕ

П.Г. ПОЦЕЙКО, Е.А. РОВБА

Аннотация. Исследуются рациональные аппроксимации функций, задаваемых инте-
гралом типа Римана — Лиувилля на отрезке [−1, 1] с плотностью, принадлежащей
некоторым классам непрерывных функций. В качестве аппарата приближений высту-
пает интеграл типа Римана — Лиувилля с плотностью, представляющей собой рацио-
нальный интегральный оператор Фурье — Чебышёва. Найдены оценки сверху прибли-
жений интеграла типа Римана — Лиувилля с ограниченной плотностью, зависящие от
полюсов и положения точки на отрезке.
Отдельной задачей изучаются приближения интегралов типа Римана — Лиувилля с

плотностью, являющейся функцией со степенной особенностью. Получены равномер-
ные оценки сверху приближений с определенной мажорантой, зависящей от положения
точки на отрезке. Найдено асимптотическое выражение этой мажоранты, зависящее от
полюсов аппроксимирующей рациональной функции. Исследован случай, когда полю-
сы представляют собой некоторые модификации «ньюменовских» параметров. Уста-
навливаются оптимальные значения параметров, при которых приближения имеют
наибольшую скорость убывания. Скорость наилучших рациональных аппроксимаций
рассматриваемым методом является выше в сравнении с соответствующими полино-
миальными аналогами.
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1. Введение

Оператор дробного дифференцирования Римана — Лиувилля [14]

𝐼𝛼𝑡 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏)𝜏

(𝑡− 𝜏)1−𝛼
, 𝛼 > 0,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, нашел широкое применение в различных областях на-
уки и техники [2], [5]. Ряд задач механики жидкости, химии, физики и других научных
направлений описываются моделями с помощью математических инструментов из теории

P.G. Potseiko, Y.A. Rovba, On one method of rational approximations of Riemann —

Liouville type integral on segment.
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дробного исчисления. Как правило, аналитическое решение этих задач является затруд-
нительным, поэтому актуальными являются разработки приближенных методов решения
[25], [23], [26], [28].
Функции, представимые интегралом Римана — Лиувилля, широко используются в тео-

рии как полиномиальной [6], [20], так и рациональной аппроксимации [16], [10], [18], [17],
[13]. С их помощью были найдены новые классы непрерывных функций, скорость рав-
номерной рациональной аппроксимации на которых является выше соответствующих по-
линомиальных аналогов. Вместе с тем в аппроксимации интегралов Римана — Лиувилля
ряды Фурье используются эпизодически.
В рациональной аппроксимации нашли применение интегральные операторы Фейера,

Джексона, Валле Пуссена [12], [11], [19], являющиеся аналогами известных полиномиаль-
ных периодических операторов, основанных на рядах Фурье и методах их суммирования.
В 1979 году Е.А. Ровба [9] ввел интегральный оператор на отрезке [−1, 1], ассоциированный
с системой рациональных функций Чебышёва — Маркова, который является естествен-
ным обобщением частичных сумм полиномиального ряда Фурье — Чебышёва.
Пусть задано произвольное множество чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, где 𝑎𝑘 либо являются действитель-

ными и |𝑎𝑘| < 1, либо попарно комплексно сопряженными. На множестве суммируемых на
отрезке [−1, 1] с весом 1/

√
1− 𝑥2 функций 𝑓(𝑥) рассмотрим рациональный интегральный

оператор Фурье — Чебышёва порядка не выше 𝑛 (см. [9]):

𝑠𝑛(𝑓, 𝑥) =
1

2𝜋

+𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(cos 𝑣)
sin𝜆𝑛(𝑢, 𝑣)

sin
𝑣 − 𝑢

2

𝑑𝑣, 𝑥 = cos𝑢, (1.1)

где

𝜆𝑛(𝑢, 𝑣) =

𝑣∫︁
𝑢

𝜆𝑛(𝑦) 𝑑𝑦, 𝜆𝑛(𝑦) =
1

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

1− |𝛼𝑘|2

1 + 2|𝛼𝑘| cos(𝑦 − arg𝛼𝑘) + |𝛼𝑘|2
,

𝛼𝑘 =
𝑎𝑘

1 +
√︀

1− 𝑎2𝑘
.

Причем выбирается та ветвь корня, что |𝛼𝑘| < 1. Оператор 𝑠𝑛 : 𝑓 → R𝑛(𝐴), где R𝑛(𝐴) —
множество рациональных функций вида:

𝑝𝑛 (𝑥)
𝑛∏︁

𝑘=1

(1 + 𝑎𝑘𝑥)

, 𝑝𝑛(𝑥) ∈ P𝑛,

𝐴 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), и 𝑠𝑛(1, 𝑥) ≡ 1. Если 𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, то оператор 𝑠𝑛(·, ·), представ-
ляет собой интеграл Дирихле полиномиального ряда Фурье — Чебышёва.
Т.Ю. Горской, А.Ф. Галимяновым [3], [24] разработаны методы приближенного вычис-

ления интеграла Римана — Лиувилля на вещественной оси при помощи ортогональных
рядов Фурье. Особенностью этих исследований был подход, основанный на представлении
плотности интеграла Римана — Лиувилля рядом Фурье. Такой способ аппроксимации ин-
теграла Римана — Лиувилля, на наш взгляд, мало исследован и представляет научный
интерес. В работе [8] были введены и исследованы аппроксимации интеграла типа Рима-
на — Лиувилля на отрезке [−1, 1] методом, основанным на представлении его плотности
частичными суммами полиномиального ряда Фурье — Чебышёва. Установлено интеграль-
ное представление приближений и получены оценки поточечных и равномерных прибли-
жений в случае, когда плотность принадлежит некоторым классам непрерывных функций
на отрезке.
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Целью настоящей работы является исследование рациональных аппроксимаций инте-
грала типа Римана — Лиувилля на отрезке [−1, 1] методом, основанным на представлении
его плотности рациональным интегральным оператором Фурье — Чебышёва (1.1). Полу-
чено интегральное представление приближений и их поточечные и равномерные оценки.
Установлена зависимость оценок от выбора полюсов аппроксимирующей функции. Най-
дены оценки равномерных рациональных приближений в случае когда полюсы представ-
ляют собой некоторые модификации «ньюменовских» параметров.

2. Интеграл Римана — Лиувилля на отрезке

Рассмотрим класс функций вида

𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑟)

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝜙(𝑡)
𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑟 ∈ [1,+∞). (2.1)

Очевидно, что интеграл справа представляет собой интеграл типа Римана — Лиувилля
на отрезке [−1, 1] с плотностью 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶[−1, 1]. Нетрудно показать, что из (2.1) следует

𝜙(𝑥) =
√
1− 𝑥2𝑓 (𝑟)(𝑥), 𝑟 = 1, 2, . . . .

Предположим, что плотность интеграла (2.1) представляется рациональным интеграль-
ным оператором Фурье — Чебышёва (1.1). Тогда оператор

𝑠𝑛(𝜙, 𝑥) =
1

Γ(𝑟)

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝑠𝑛(𝜙, 𝑡)
𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ [−1, 1], (2.2)

задает некоторую функцию, являющуюся рациональной при 𝑟 = 1, 2, . . . , с теми же полю-
сами, что и 𝑠𝑛(𝜙, 𝑡). Введем обозначение

𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴) = 𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝜙, 𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝜀𝑛(𝜙,𝐴) = ‖𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝜙, 𝑥)‖𝐶[−1,1] , 𝑛 ∈ N. (2.3)

Будем полагать, что 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑝 = 0, 𝑝 = [𝑟 − 1], где [·] обозначает целую часть от
числа. Исследуем величину 𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴). Имеет место

Теорема 2.1. При любом 𝑟 ∈ [1,+∞) для приближений интеграла типа Римана —

Лиувилля (2.1) на отрезке [−1, 1] оператором (2.2) имеет место интегральное пред-

ставление

𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴) =
21−𝑟

𝜋Γ(𝑟)

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(cos 𝑣)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

𝑡2 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2
1 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2𝑡2

· (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2√︀

1− 2𝑡 cos(𝑣 − 𝑢) + 𝑡2
sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣) 𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝑥 = cos𝑢, 𝜃𝑘 = arg𝛼𝑘,

(2.4)

где

𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣) = arg
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
, 𝜔(𝜁) =

𝑛∏︁
𝑘=1

𝜁 + 𝛼𝑘

1 + 𝛼𝑘𝜁
, 𝜉 = e𝑖𝑢,

Γ(·) — гамма–функция Эйлера.
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Доказательство. Известно [9], что для рационального интегрального оператора Фурье —
Чебышёва справедливо представление

𝑠𝑛(𝜙, 𝑡) =
1

2𝜋

𝜋∫︁
0

𝜙(cos 𝑣)𝐷𝑛(𝑣, 𝜏) 𝑑𝑣, 𝑡 = cos 𝜏, 𝑛 = 0, 1, . . . , (2.5)

где

𝐷𝑛(𝑣, 𝜏) =

𝜁
𝜔(𝜁)

𝜔(𝑧)
− 𝑧

𝜔(𝑧)

𝜔(𝜁)

𝜁 − 𝑧
+

𝜁𝑧𝜔(𝜁)𝜔(𝑧)− 1

𝜔(𝜁)𝜔(𝑧)

𝜁𝑧 − 1
, 𝑧 = e𝑖𝜏 , 𝜁 = e𝑖𝑣,

функция 𝜔(·) определена в формулировке настоящей теоремы. Подставим указанное пред-
ставление в (2.2) и, воспользовавшись теоремой Фубини, поменяем порядок интегрирова-
ния. Тогда

𝑠𝑛(𝜙, 𝑥) =
1

2𝜋Γ(𝑟)

𝜋∫︁
0

𝜙(cos 𝑣)𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) 𝑑𝑣, 𝑥 ∈ [−1, 1], (2.6)

где

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) =

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)𝑟−1𝐷𝑛(𝑣, 𝜏)
𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑡 = cos 𝜏.

Преобразуем внутренний интеграл 𝐼𝑛(𝑣, 𝑥). Выполнив замену переменного по формуле
𝑡 = cos 𝜏, получим

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) =

𝜋∫︁
𝑢

(cos𝑢− cos 𝜏)𝑟−1𝐷𝑛(𝑣, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑥 = cos𝑢.

Подынтегральная функция четная, поэтому

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) =
1

2

∫︁
[−𝜋,−𝑢]⊔[𝑢,𝜋]

(cos𝑢− cos 𝜏)𝑟−1𝐷𝑛(𝑣, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑥 = cos𝑢.

Переходя в интеграле справа к интегрированию по переменной 𝑧, 𝑧 = e𝑖𝜏 , будем иметь

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) =
(−1)𝑟−1

2𝑟𝑖

∫︁
Γ

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟𝐷𝑛(𝑣, 𝜏)
𝑑𝑧

𝑧
, 𝜉 = e𝑖𝑢,

где Γ — дуга единичной окружности от точки 𝜉 до точки 1/𝜉, обходимая против часовой
стрелки (см. рис. 1).
Очевидно, что 𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) при фиксированном значении параметра 𝑣 представляет собой

некоторую функцию параметра 𝑥 с полюсами первого порядка в точках (см. (1.1))

𝑎𝑘 = −
(︂

2𝑧𝑘
(1 + 𝑧2𝑘)

)︂−1

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Поэтому достаточно исследовать интеграл 𝐼𝑛(𝑥, 𝑣, 𝜌), отличающийся от 𝐼𝑛(𝑥, 𝑣) тем, что
𝜁 = 𝜌e𝑖𝑣, 𝜌 ∈ (0, 1), и затем воспользоваться равенством

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥) = lim
𝜌→1

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥, 𝜌). (2.7)

Представим интеграл в 𝐼𝑛(𝑣, 𝑥, 𝜌) в виде суммы четырех интегралов

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥, 𝜌) =
(−1)𝑟−1

2𝑟𝑖

[︁
𝜔(𝜁)𝐽1 − 𝜁𝜔(𝜁)𝐽2 + 𝜔(𝜁)𝐽3 − 𝜁𝜔(𝜁)𝐽4

]︁
, (2.8)
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где

𝐽1 =

∫︁
Γ

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧, 𝐽2 =

∫︁
Γ

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧,

𝐽3 =

∫︁
Γ

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 1
𝜁

𝜔(𝑧) 𝑑𝑧, 𝐽4 =

∫︁
Γ

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 1
𝜁
)𝑧𝑟𝜔(𝑧)

𝑑𝑧.

Отметим, что в случае, когда параметр 𝑟, 𝑟 ∈ (1,+∞), не является натуральным, подын-
тегральные функции каждого из интегралов имеют точки ветвления 𝑧 = 0, 𝑧 = 𝜉, 𝑧 = 𝜉
и 𝑧 = ∞. Если же 𝑟 = 1, 2, . . . , то подынтегральные функции представляют собой рацио-
нальные функции от переменного интегрирования и рассуждения в этом случае являются
более простыми. Поскольку, очевидно, приближения (2.3) будут иметь при этом аналогич-
ное интегральное представление, однозначные ветви многозначных функций будем выде-
лять только если 𝑟 ∈ (1,+∞)∖N.

Рис. 1. Контур C для интеграла 𝐽1.

Преобразуем каждый из четырех интегралов в (2.8) по отдельности. Исследуем интеграл
𝐽1. Зафиксируем параметр 𝜉 и рассмотрим область, ограниченную контуром (рис. 1)

𝐶 = 𝐶1 ∪ Γ ∪ 𝐶−
2 ∪ 𝐶−

𝛿 ,

где

𝐶1 = {𝑧 : 𝑧 = 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ [𝛿, 1]} , 𝐶2 =
{︀
𝑧 : 𝑧 = 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ [𝛿, 1]

}︀
,

𝐶𝛿 =
{︀
𝑧 : 𝑧 = 𝛿e𝑖𝜏 , 𝜏 ∈ [𝜃, 2𝜋 − 𝜃]

}︀
.

В указанной области функция 𝑔𝑟(𝑧, 𝜉) = (𝑧−𝜉)𝑟−1(𝑧−𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟, распадается на регулярные
ветви, определяемые условием 𝑔𝑎(1, e

𝑖𝜋
3 ) = e𝑖𝜋(2𝑘−1)(𝑟−1), 𝑘 ∈ Z. Выделив ту ветвь, для

которой выполняется условие 𝑔*𝑎(1, e
𝑖𝜋
3 ) = (−1)𝑟−1, применим к интегралу 𝐽1 теорему Коши

о вычетах. Тогда(︃∫︁
𝐶1

+

∫︁
Γ

+

∫︁
𝐶−

2

+

∫︁
𝐶−

𝛿

)︃
(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝜔(𝜁)𝑟(𝜁, 𝜉),
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где

𝑟(𝜁, 𝜉) =

{︃
(𝜁 − 𝜉)𝑟−1(𝜁 − 𝜉)𝑟−1𝜁1−𝑟, 𝜁 ∈ D,

0, 𝜁 /∈ D.

Рассмотрим интеграл по дуге 𝐶𝛿. Выполнив замену переменного по формуле 𝑧 = 𝛿e𝑖𝜏 ,
нетрудно получить, что∫︁
𝐶𝛿

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧

= 𝑖𝛿𝑝+2−𝑟

𝑢∫︁
−𝑢

(𝛿e𝑖𝜏 − 𝜉)𝑟−1(𝛿e𝑖𝜏 − 𝜉)𝑟−1e(𝑝+2−𝑟)𝑖𝜏

𝛿e𝑖𝜏 − 𝜁

𝑛∏︁
𝑘=𝑝+1

𝛿e𝑖𝜏 + 𝛼𝑘

1 + 𝛼𝑘𝛿e𝑖𝜏
𝑑𝜏.

Поскольку по условию 𝑝+ 2− 𝑟 > 0, при 𝛿 → 0 приходим к асимптотическому равенству∫︁
𝐶𝛿

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧 ∼ −2𝑖 sin(𝑝+ 2− 𝑟)𝑢

𝜁
𝛿𝑝+2−𝑟

𝑛∏︁
𝑘=𝑝+1

𝛼𝑘 −→
𝛿→0

0.

При этом находим, что

𝜉∫︁
0

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧 + 𝐽1 +

0∫︁
𝜉

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟

𝑧 − 𝜁
𝜔(𝑧) 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝜔(𝜁)𝑟(𝜁, 𝜉),

где первый и третий интегралы берутся по соответствующим лучам комплексной плоско-
сти.
Выполнив в первом интеграле замену переменного по формуле 𝑧 = 𝜉𝑡, а в третьем 𝑧 = 𝜉𝑡,

придем к выражению

𝐽1 = −
1∫︁

0

(𝑡− 1)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

𝜉𝑡− 𝜁
𝜔(𝜉𝑡)− 𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

𝜉𝑡− 𝜁
𝜔(𝜉𝑡)

]︂
𝑑𝑡+ 2𝜋𝑖𝜔(𝜁)𝑟(𝜁, 𝜉). (2.9)

Исследуем интеграл 𝐽2. Как и прежде зафиксируем 𝜉 и рассмотрим область 𝐷, ограни-
ченную контуром (рис. 2)

𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶𝑅 ∪ 𝐶−
2 ∪ Γ−,

где

𝐶1 = {𝑧 : 𝑧 = 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ [1, 𝑅]} , 𝐶2 =
{︀
𝑧 : 𝑧 = 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ [1, 𝑅]

}︀
,

𝐶𝑅 =
{︀
𝑧 : 𝑧 = 𝑅e𝑖𝜏 , 𝜏 ∈ [𝜃, 2𝜋 − 𝜃]

}︀
.

В указанной области функция

𝑔𝑟(𝑧, 𝜉) = (𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1𝑧1−𝑟,

распадается на регулярные ветви. Рассуждая как и в случае с интегралом 𝐽1, выделим
ее однозначную ветвь. Применив в отношении интеграла 𝐽2 интегральную теорему Коши,
получим ⎛⎜⎝∫︁

𝐶1

+

∫︁
𝐶𝑅

+

∫︁
𝐶−

2

+

∫︁
Γ−

⎞⎟⎠ (𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧 = 0. (2.10)
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Рис. 2. Контур C для интеграла 𝐽2.

Рассмотрим интеграл по дуге 𝐶𝑅. Выполнив замену переменного интегрирования по фор-
муле 𝑧 = 𝑅e𝑖𝜏 , будем иметь∫︁

𝐶𝑅

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧 =

−𝑢∫︁
𝑢

(𝑅e𝑖𝜏 − 𝜉)𝑟−1(𝑅e𝑖𝜏 − 𝜉)𝑟−1

(𝑅e𝑖𝜏 − 𝜁)(𝑅e𝑖𝜏 )𝑟𝜔(𝑅e𝑖𝜏 )
𝑅𝑖e𝑖𝜏 𝑑𝜏

=
𝑖

𝑅𝑝+2−𝑟

−𝑢∫︁
𝑢

(︀
e𝑖𝜏 − 𝜉

𝑅

)︀𝑟−1
(︁
e𝑖𝜏 − 𝜉

𝑅

)︁𝑟−1

(︀
e𝑖𝜏 − 𝜁

𝑅

)︀
e𝑖𝜏(𝑟−1)

𝑛∏︁
𝑘=𝑝+1

1
𝑅
+ 𝛼𝑘e

𝑖𝜏

e𝑖𝜏 + 𝛼𝑘

𝑅

𝑑𝜏.

Переходя к пределу при 𝑅 → ∞, с учетом неравенства 𝑝+ 2− 𝑟 > 0, получим∫︁
𝐶𝑅

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧 ∼ − 2𝑖

(2− 𝑟)𝑅𝑝+2−𝑟
sin((𝑝+ 2− 𝑟)𝜃)

𝑛∏︁
𝑘=𝑝+1

𝛼𝑘 −→ 0
𝑅→∞

.

При этом из (2.10) находим, что

+𝜉∞∫︁
𝜉

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧 +

𝜉∫︁
+𝜉∞

(𝑧 − 𝜉)𝑟−1(𝑧 − 𝜉)𝑟−1

(𝑧 − 𝜁)𝑧𝑟𝜔(𝑧)
𝑑𝑧 − 𝐽2 = 0,

где первый и второй интегралы берутся по соответствующим лучам комплексной плос-
кости. Выполнив в первом и втором интегралах замены соответственно 𝑧 = 𝜉𝑡 и 𝑧 = 𝜉𝑡,
получим

𝐽2 =

+∞∫︁
1

(𝑡− 1)𝑟−1𝑡−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

(𝜉𝑡− 𝜁)𝜔(𝜉𝑡)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

(𝜉𝑡− 𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

]︂
𝑑𝑡.

После еще одной замены переменного по формуле 𝑡 ↦→ 1/𝑡, будем иметь

𝐽2 = (−1)1−𝑟

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉 − 𝜁𝑡
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉 − 𝜁𝑡

]︂
𝑑𝑡. (2.11)
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Рассуждая в отношении интегралов 𝐽3 и 𝐽4 аналогичным образом, как и в случаях с
предыдущими интегралами, заключаем, что

𝐽3 = −
1∫︁

0

(𝑡− 1)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︃
𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉𝑡− 1
𝜁

− 𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉𝑡− 1
𝜁

]︃
𝑑𝑡, (2.12)

𝐽4 =(−1)𝑟−1

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︃
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉 − 𝑡
𝜁

− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝜉 − 𝑡
𝜁

]︃
𝑑𝑡

− 2𝜋𝑖𝜁𝜔(𝜁)𝑟(𝜁, 𝜉).

(2.13)

Из представления (2.8) с учетом найденных представлений (2.9), (2.11), (2.12) и (2.13)
получим

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥, 𝜌) =− 1

2𝑟𝑖

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝜉𝑡− 𝜁)𝜔(𝜁)
− 𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝜉𝑡− 𝜁)𝜔(𝜁)

+
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)𝜁𝜔(𝜁)

𝜉 − 𝜁𝑡
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)𝜁𝜔(𝜁)

𝜉 − 𝜁𝑡

+
𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)𝜔(𝜁)

𝜉𝑡− 1
𝜁

− 𝜉(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)𝜔(𝜁)

𝜉𝑡− 1
𝜁

+
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝜉 − 𝑡
𝜁
)𝜁𝜔(𝜁)

− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)(︁
𝜉 − 𝑡

𝜁

)︁
𝜁𝜔(𝜁)

⎤⎦ 𝑑𝑡+ 2𝜋𝑟1(𝑢, 𝑣),

где

𝑟1(𝑢, 𝑣) =

⎧⎨⎩(cos𝑢− cos 𝑣)𝑟−1, |𝑢| < 𝑣,

0, |𝑢| > 𝑣.

После соответствующих преобразований, последний интеграл приводится к виду

𝐼𝑛(𝑣, 𝑥, 𝜌) =− 21−𝑟

𝑖

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)

−(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉
+

(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑡+ 2𝜋𝑟1(𝑢, 𝑣), 𝜁 = 𝜌e𝑖𝑣, 𝜉 = e𝑖𝑢.

Выражение, находящееся в квадратных скобках подынтегрального выражения, при любом
фиксированном 𝑡 ∈ (0, 1) непрерывно по переменному 𝜁, поэтому справедлив предельный
переход (2.7). При этом из представления (2.6) будем иметь

𝑠𝑛(𝜙, 𝑥) =− 1

2𝑟𝜋𝑖Γ(𝑟)

𝜋∫︁
0

𝜙(cos 𝑣)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)

−(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉
+

(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑡 𝑑𝑣

+
1

Γ(𝑟)

𝜋∫︁
𝑢

𝜙(cos 𝑣)(cos𝑢− cos 𝑣)𝑟−1 𝑑𝑣, 𝑥 ∈ [−1, 1].
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Второй интеграл справа представляет собой интеграл типа Римана — Лиувилля (2.1).
Отсюда и из соотношения (2.3) следует, что

𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴) =
1

2𝑟𝜋𝑖Γ(𝑟)

𝜋∫︁
0

𝜙(cos 𝑣)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)

−(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉
+

(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢.

Представим внешний интеграл в виде суммы двух интегралов соответственно слагаемым
в квадратной скобке подынтегрального выражения и затем после простой замены пере-
менного 𝑣 ↦→ −𝑣 придем к выражению

𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴) =
1

2𝑟𝜋𝑖Γ(𝑟)

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(cos 𝑣)

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑡 𝑑𝑣.

(2.14)

Выражения в квадратных скобках являются взаимно комплексно–сопряженными, и, что-
бы прийти к (2.4) достаточно выполнить в найденном интегральном представлении
несложные преобразования. Теорема 2.1 доказана.

В теореме 2.1 положим значения параметров 𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. В этом случае

𝐴 = (0, 0, . . . , 0) = 𝑂, и величина 𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝑂) = 𝜀
(0)
𝑛 (𝜙, 𝑥) представляет собой приближения

интеграла типа Римана — Лиувилля (2.1) оператором, являющимся образом частичных
сумм полиномиального ряда Фурье — Чебышёва при преобразовании (2.2). В этом случае
справедливо

Следствие 2.1. Имеет место интегральное представление

𝜀(0)𝑛 (𝜙, 𝑥) =
21−𝑟

𝜋Γ(𝑟)

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(cos 𝑣)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡𝑛+1−𝑟 (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2√︀

1− 2𝑡 cos(𝑣 − 𝑢) + 𝑡2

· sin
(︂
𝑛(𝑢− 𝑣) + arg

(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

𝑡− 𝜁𝜉

)︂
𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢.

Последнее интегральное представление содержится в [8].

Теорема 2.2. Если max
|𝑥|⩽1

|𝜙(𝑥)| = 𝐾, и полюсы аппроксимирующей рациональной функ-

ции удовлетворяют условию

𝜎𝑛(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(1− |𝛼𝑘|) −→
𝑛→∞

∞, (2.15)

то для любого 𝑟 ∈ (1,+∞) при 𝑛→ ∞ справедливы оценки сверху

|𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴)| ⩽
2𝐾(

√
1− 𝑥2)𝑟−1 ln𝜎𝑛(𝐴)

𝜋[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
+𝑂

(︂
(
√
1− 𝑥2)𝑟−1

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

)︂
, (2.16)

если 𝑥 ∈ (−1, 1), и

|𝜀𝑛(𝜙, 1, 𝐴)| ⩽
22−𝑟𝐾Γ(2𝑟 − 1)

𝜋Γ(𝑟)

ln𝜎𝑛(𝐴)

[𝜎𝑛(𝐴)]2𝑟−1
+𝑂

(︂
1

[𝜎𝑛(𝐴)]2𝑟−1

)︂
, (2.17)

при 𝑥 = 1.
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Доказательство. Отметим, что выполнение условия (2.15) является необходимым и до-
статочным [1] для полноты системы рациональных функций {1/(𝑧 − 𝛼𝑘)}+∞

𝑘=1 . Воспользу-
емся интегральным представлением приближений (2.4). Из 2𝜋–периодичности подынте-
гральной функции внешнего интеграла по переменному 𝑣 следует, что

|𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴)| ⩽
21−𝑟𝐾

𝜋Γ(𝑟)

2𝜋∫︁
0

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

𝑡2 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2
1 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2𝑡2

· (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝑥 = cos𝑢, 𝜃𝑘 = arg𝛼𝑘,

где 𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢) и 𝜔(𝜁) определены в теореме 2.1.
Оценим корень подынтегрального выражения. Применив с этой целью метод, предло-

женный в [22], получим⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

𝑡2 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2
1 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos(𝑢− 𝜃𝑘) + |𝛼𝑘|2𝑡2

⩽

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1− (1− 𝑡2)(1− |𝛼𝑘|)

1 + |𝛼𝑘|
(1 + |𝛼𝑘|𝑡)2

)︂

⩽

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

(1− (1− 𝑡2)(1− |𝛼𝑘|))

⩽e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

(2.18)

где последнее неравенство следует из того факта, что 1 − 𝑡 ⩽ e−𝑡 для всех 𝑡. Представив
внешний интеграл в виде суммы трех интегралов по промежуткам[︂

0,
1

𝜎𝑛(𝐴)

]︂
,

[︂
1

𝜎𝑛(𝐴)
, 2𝜋 − 1

𝜎𝑛(𝐴)

]︂
и

[︂
2𝜋 − 1

𝜎𝑛(𝐴)
, 2𝜋

]︂
,

будем иметь

|𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴)| ⩽
21−𝑟𝐾

𝜋Γ(𝑟)

(︀
𝐼(1)𝑛 + 𝐼(2)𝑛 + 𝐼(3)𝑛

)︀
, (2.19)

где

𝐼(1)𝑛 =

1
𝜎𝑛(𝐴)∫︁
0

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣,

𝐼(2)𝑛 =

2𝜋− 1
𝜎𝑛(𝐴)∫︁

1
𝜎𝑛(𝐴)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣,

𝐼(3)𝑛 =

2𝜋∫︁
2𝜋− 1

𝜎𝑛(𝐴)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣.

Исследуем каждый из трех интегралов по отдельности. Так, для интеграла 𝐼
(1)
𝑛 справед-

лива оценка

𝐼(1)𝑛 ⩽
1

𝜎𝑛(𝐴)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−2𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 e

1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴) 𝑑𝑡, 𝑟 ∈ (1,+∞).
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Для исследования интеграла справа воспользуемся методом Лапласа [4], [21]. Функция

𝑆(𝑡) = 𝑡2−1
2

возрастает при 𝑡 ∈ (0, 1), и, значит, достигает своего максимального значения
при 𝑡 = 1. Учитывая асимптотические равенства 𝑆(𝑡) ∼ 𝑡− 1,

(1− 𝑡)𝑟−2𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 ∼ (2 sin𝑢)𝑟−1(1− 𝑡)𝑟−2,

справедливые при 𝑡→ 1, для некоторого достаточно малого 𝜀 > 0 находим

𝐼(1)𝑛 ⩽
(2 sin𝑢)𝑟−1

𝜎𝑛(𝐴)
(1 + 𝑜(1))

1∫︁
1−𝜀

(1− 𝑡)𝑟−2e(𝑡−1)𝜎𝑛(𝐴) 𝑑𝑡, 𝑛→ ∞.

Выполнив необходимые преобразования интеграла справа, с учетом условия (2.15) нетруд-
но получить, что

𝐼(1)𝑛 ⩽
(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟 − 1)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞. (2.20)

Рассмотрим интеграл 𝐼
(3)
𝑛 . После замены переменного интегрирования по формуле

𝑣 ↦→ 2𝜋 − 𝑣, придем к выражению

𝐼(3)𝑛 =

1
𝜎𝑛(𝐴)∫︁
0

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢− 𝑣)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣.

Отсюда следует, что интеграл 𝐼
(3)
𝑛 будет иметь оценку аналогичную с 𝐼

(1)
𝑛 , то есть

𝐼(3)𝑛 ⩽
(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟 − 1)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞. (2.21)

Наконец, изучим интеграл 𝐼
(2)
𝑛 . Представим его в виде

𝐼(2)𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
𝜋∫︁

1
𝜎𝑛(𝐴)

+

2𝜋− 1
𝜎𝑛(𝐴)∫︁

𝜋

⎞⎟⎟⎠
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

· e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑣 + 𝑢)| 𝑑𝑡 𝑑𝑣.

Очевидно, что достаточно рассмотреть первый из них поскольку после замены 𝑣 ↦→ 2𝜋−𝑣,
точно также доказывается, что второй интеграл будет иметь такую же оценку. Восполь-
зовавшись методом Лапласа для исследования асимптотического поведения при 𝑛 → ∞
внутреннего интеграла, находим, что

𝐽 (2)
𝑛 =

(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟)

2 sin
𝑣

2
[𝜎𝑛(𝐴)]

𝑟

⃒⃒⃒⃒
sin

(︂
arg(𝜉 − 𝜉)𝑟−1 − arg(1− 𝜁)− arg

𝜔(𝜉𝜁)

𝜔(𝜉)

)︂⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑜(1)),

где 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝜁 = e𝑖𝑣.
Учитывая, что

arg(𝜉 − 𝜉)𝑟−1 =
𝜋

2
(𝑟 − 1), arg(1− 𝜁) = −𝜋

2
+
𝑣

2
,

arg
𝜔(𝜉𝜁)

𝜔(𝜉)
=

𝑣+𝑢∫︁
𝑢

𝑛∑︁
𝑘=1

1− |𝛼𝑘|2

1 + 2|𝛼𝑘| cos(𝑦 − arg𝛼𝑘) + |𝛼𝑘|2
𝑑𝑦,
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приходим к оценке

𝐼(2)𝑛 ⩽
(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
(1 + 𝑜(1))

𝜋∫︁
1

𝜎𝑛(𝐴)

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝑛(𝑢, 𝑣 + 𝑢)− 𝜋𝑟

2

)︁⃒⃒⃒
sin

𝑣

2

𝑑𝑣,

где 𝜆𝑛(𝑢, 𝑣 + 𝑢) из (1.1).
Поскольку

1

sin 𝑡
− 1

𝑡
= 𝑂(𝑡), 𝑡 ∈ [0,

𝜋

2
],

имеем

𝜋∫︁
1

𝜎𝑛(𝐴)

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝑛(𝑢, 𝑣 + 𝑢)− 𝜋𝑟

2

)︁⃒⃒⃒
sin

𝑣

2

𝑑𝑣 =

𝜋∫︁
1

𝜎𝑛(𝐴)

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝑛(𝑢, 𝑣 + 𝑢)− 𝜋𝑟

2

)︁⃒⃒⃒
𝑣

𝑑𝑣 +𝑂(1),

и, следовательно,

𝐼(2)𝑛 ⩽
2(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

𝜋∫︁
1

𝜎𝑛(𝐴)

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝑛(𝑢, 𝑣 + 𝑢)− 𝜋𝑟

2

)︁⃒⃒⃒
𝑣

𝑑𝑣 +𝑂

(︂
(sin𝑢)𝑟−1

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

)︂
.

Отсюда находим, что

𝐼(2)𝑛 ⩽
2(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

𝜋∫︁
1

𝜎𝑛(𝐴)

𝑑𝑣

𝑣
+𝑂

(︂
(sin𝑢)𝑟−1

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

)︂

=
2(2 sin𝑢)𝑟−1Γ(𝑟) ln𝜎𝑛(𝐴)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
+𝑂

(︂
(sin𝑢)𝑟−1

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

)︂
, 𝑛→ ∞.

(2.22)

Из представления (2.19) с учетом найденных оценок (2.20), (2.21) и (2.22) получим

|𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝐴)| ⩽
2𝐾(sin𝑢)𝑟−1

𝜋

ln𝜎𝑛(𝐴)

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟
+𝑂

(︂
(sin𝑢)𝑟−1

[𝜎𝑛(𝐴)]𝑟

)︂
, 𝑛→ ∞.

Из последнего соотношения придем к оценке (2.16).
Для доказательства неравенства (2.17) в представлении (2.4) положим 𝑥 = 1, что соот-

ветствует значению параметра 𝑢 = 0. Тогда

𝜀𝑛(𝜙, 1, 𝐴) =
21−𝑟

𝜋Γ(𝑟)

2𝜋∫︁
0

𝜙(cos 𝑣)

1∫︁
0

(1− 𝑡)2𝑟−2𝑡1−𝑟

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

·

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∏︁
𝑘=1

𝑡2 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos 𝜃𝑘 + |𝛼𝑘|2
1 + 2𝑡|𝛼𝑘| cos 𝜃𝑘 + |𝛼𝑘|2𝑡2

sin𝜓𝑛(1, 𝑡, 𝑣) 𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝜃𝑘 = arg𝛼𝑘,

где 𝜓𝑛(1, 𝑡, 𝑣) определено в теореме 2.1.
Воспользовавшись оценкой (2.18) и опять же представив внешний интеграл в виде сум-

мы трех интегралов, будем иметь

|𝜀𝑛(𝜙, 1, 𝐴)| ⩽
21−𝑟𝐾

𝜋Γ(𝑟)

⎛⎜⎜⎝
1

𝜎𝑛(𝐴)∫︁
0

+

2𝜋− 1
𝜎𝑛(𝐴)∫︁

1
𝜎𝑛(𝐴)

+

2𝜋∫︁
2𝜋− 1

𝜎𝑛(𝐴)

⎞⎟⎟⎠ 𝐼(4)𝑛 (𝑣) 𝑑𝑣, (2.23)
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где

𝐼(4)𝑛 (𝑣) =

1∫︁
0

(1− 𝑡)2𝑟−2𝑡1−𝑟

√
1− 2𝑡 cos 𝑣 + 𝑡2

e
1
2
(𝑡2−1)𝜎𝑛(𝐴)| sin𝜓𝑛(1, 𝑡, 𝑣)| 𝑑𝑡.

Далее задача сводится к исследованию асимптотического поведения каждого из трех сла-
гаемых в оценке (2.23). Применив аналогичные методы, которые использовались при дока-
зательстве неравенства (2.16), получим (2.17). Доказательство теоремы 2.2 завершено.

В теореме 2.2 положим значение параметров 𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. В этом случае

𝐴 = (0, 0, . . . , 0) = 𝑂 и величина 𝜀𝑛(𝜙, 𝑥,𝑂) = 𝜀
(0)
𝑛 (𝜙, 𝑥) представляет собой приближе-

ния интеграла типа Римана — Лиувилля (2.1) полиномиальным аналогом оператора (2.2).

Следствие 2.2. Если max
|𝑥|⩽1

|𝜙(𝑥)| = 𝐾, то для любого 𝑟 ∈ (1,+∞) при 𝑛 → ∞ справед-

ливы оценки сверху

|𝜀(0)𝑛 (𝜙, 𝑥)| ⩽ 2𝐾(
√
1− 𝑥2)𝑟−1 ln𝑛

𝜋𝑛𝑟
+𝑂

(︂
(
√
1− 𝑥2)𝑟−1

𝑛𝑟

)︂
,

если 𝑥 ∈ (−1, 1), и

|𝜀(0)𝑛 (𝜙, 1)| ⩽ 22−𝑟𝐾Γ(2𝑟 − 1)

𝜋Γ(𝑟)

ln𝑛

𝑛2𝑟−1
+𝑂

(︂
1

𝑛2𝑟−1

)︂
,

при 𝑥 = 1, где Γ(·) — гамма–функция Эйлера.

Аналогичная по порядку оценка содержится в [8]. Отметим, что оценка в следствии 2.2
является несколько менее точной по константе. Видимо для усовершенствования резуль-
татов необходимо искать другие пути оценки (2.22).

3. Аппроксимации интеграла типа Римана — Лиувилля с плотностью,

имеющей степенную особенность

Изучим приближения (2.3) в случае 𝜙𝛾(𝑥) = (1−𝑥)𝛾, 𝛾 ∈ (0,+∞), то есть приближения
функций вида

𝑓𝛾(𝑥) =
1

Γ(𝑟)

𝑥∫︁
−1

(𝑥− 𝑡)𝑟−1(1− 𝑡)𝛾
𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑟 ∈ (1,+∞). (3.1)

Введем следующие обозначения

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴) = 𝑓𝛾(𝑥)− 𝑠𝑛(𝜙𝛾, 𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝐴) = ||𝑓𝛾(𝑥)− 𝑠𝑛(𝜙𝛾, 𝑥)||𝐶[−1,1], 𝑛 ∈ N.

Будем полагать, что

𝛼𝑘 ∈ [0, 1), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

и

𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑝 = 0, 𝑝 = max {[𝛾], [𝑟 − 1]} ,
где [·] обозначает целую часть от числа.

Теорема 3.1. При любом 𝑟 ∈ (1,+∞) и 𝛾 ∈ (0,+∞) для приближений интеграла

типа Римана — Лиувилля (3.1) на отрезке [−1, 1] образом рационального интегрального

оператора Фурье — Чебышёва (2.2) имеет место:
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1) интегральное представление

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴) =
22−𝑟−𝛾 sin 𝜋𝛾

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾𝜔(𝑦)

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟 (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴) sinΩ𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑦)√︀

1− 2𝑦𝑡 cos𝑢+ 𝑡2𝑦2
𝑑𝑡 𝑑𝑦,

(3.2)

где

𝜔(𝑦) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑦 − 𝛼𝑘

1− 𝛼𝑘𝑦
, 𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴) =

𝑛∏︁
𝑘=1

√︃
𝑡2 − 2𝛼𝑘𝑡 cos𝑢+ 𝛼2

𝑘

1− 2𝑡𝛼𝑘 cos𝑢+ 𝑡2𝛼2
𝑘

,

Ω𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑦) = arg
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜉𝜔(𝜉𝑡)

1− 𝑡𝑦𝜉
, 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢;

2) оценка поточечных приближений:

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin 𝜋𝛾|

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾|𝜔(𝑦)|

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟 (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴)√︀

1− 2𝑦𝑡 cos𝑢+ 𝑡2𝑦2
𝑑𝑡 𝑑𝑦;

(3.3)

3) равномерно для всех 𝑥 ∈ (−1, 1) оценка приближений:

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴)| ⩽ (
√
1− 𝑥2)𝑟−1𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴), 𝑛 ∈ N, (3.4)

где

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴) =
21−𝛾| sin 𝜋𝛾|
𝜋[𝜈𝑛(𝐴)]𝑟

(1 + 𝑜(1))

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾−1𝑦−𝛾|𝜔(𝑦)| 𝑑𝑦, (3.5)

𝜈𝑛(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

1− 𝛼𝑘

1 + 𝛼𝑘

;

4) при 𝑥 = 1 оценка приближений

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1−𝑦)2𝛾−1𝑦−𝛾|𝜔(𝑦)| 𝑑𝑦
1∫︁

0

(1−𝑡)2𝑟−2𝑡1−𝑟|𝜔(𝑡)| 𝑑𝑡. (3.6)

Доказательство. Воспользуемся интегральным представлением приближений, установ-
ленным в (2.14). В случае плотности 𝜙𝛾(𝑥) оно примет вид

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴) =
1

2𝑟𝜋𝑖Γ(𝑟)

𝜋∫︁
−𝜋

(1− cos 𝑣)𝛾
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

·
[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑡 𝑑𝑣, 𝜁 = e𝑖𝑣, 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢.

Воспользовавшись теоремой Фубини, поменяем порядок интегрирования. Тогда

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴) =
1

2𝑟𝜋𝑖Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡, (3.7)
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где

𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) =

𝜋∫︁
−𝜋

(1− cos 𝑣)𝛾
[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝑣, 𝜁 = e𝑖𝑣. (3.8)

Преобразуем интеграл 𝐼𝑛(𝑡, 𝑥). С этой целью перейдем к интегрированию по переменному
𝜁. Тогда

𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) =
(−1)𝛾

2𝛾𝑖

∮︁
Γ

(1− 𝜁)2𝛾𝜁−𝛾

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

(𝑡− 𝜁𝜉)𝜔(𝜁)
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜁)𝜔(𝜉𝑡)

𝑡− 𝜁𝜉

]︂
𝑑𝜁

𝜁
,

где Γ = {𝜁 : |𝜁| = 1} , 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑡 ∈ (0, 1).
Отметим, что в случае, если 𝛾 ∈ (0,+∞)∖N, то подынтегральная функция имеет точки

ветвления при 𝜁 = 0, 𝜁 = 1 и 𝜁 = ∞. Последний интеграл представим в виде суммы двух
интегралов так, что

𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) = −(−1)𝛾

2𝛾𝑖

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)𝜉𝐽 (1)

𝑛 +
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜔(𝜉𝑡)

𝑡
𝐽 (2)
𝑛

]︂
, (3.9)

где

𝐽 (1)
𝑛 =

∮︁
Γ

(1− 𝜁)2𝛾𝜁−𝛾

(𝜁 − 𝜉𝑡)𝜁𝜔(𝜁)
𝑑𝜁, 𝐽 (2)

𝑛 =

∮︁
Γ

(1− 𝜁)2𝛾𝜁−𝛾

𝜁 − 𝜉/𝑡
𝜔(𝜁) 𝑑𝜁.

Применяя для каждого из интегралов по отдельности методы исследования, аналогичные
с теми, которые использовались при доказательстве теоремы 2.1, будем иметь

𝐽 (1)
𝑛 = (e−2𝜋𝑖𝛾 − 1)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾

1− 𝑡𝑦𝜉
𝜔(𝑦) 𝑑𝑦, 𝐽 (2)

𝑛 = 𝜉𝑡(1− e−2𝜋𝑖𝛾)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾

1− 𝑡𝑦𝜉
𝜔(𝑦) 𝑑𝑦.

Из соотношения (3.9) с учетом последних интегральных представлений получим

𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) = −21−𝛾 sin 𝜋𝛾

1∫︁
0

(1−𝑦)2𝛾𝑦−𝛾𝜔(𝑦)

[︂
(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜉𝜔(𝜉𝑡)

1− 𝑡𝑦𝜉
− (𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1𝜉𝜔(𝜉𝑡)

1− 𝑡𝑦𝜉

]︂
𝑑𝑦. (3.10)

Выражения в квадратной скобке являются взаимно комплексно–сопряженными. Выпол-
нив необходимые вычисления, находим, что

𝐼𝑛(𝑡, 𝑥) =− 22−𝛾𝑖 sin 𝜋𝛾

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾𝜔(𝑦)

· (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴) sinΩ𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦√︀

1− 2𝑦𝑡 cos𝑢+ 𝑡2𝑦2
,

(3.11)

где 𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴) и Ω𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑦) определены в теореме 2.2.
Из интегральных представлений (3.7) и (3.11) придем к (3.2).
Оценка (3.3) легко следует из (3.2).
Докажем оценку (3.4). С этой целью воспользуемся рассуждениями из (2.18). Имеем

𝜋𝑛(𝑡, 𝑥, 𝐴) =
𝑛∏︁

𝑘=1

√︃
𝑡2 − 2𝛼𝑘𝑡 cos𝑢+ 𝛼2

𝑘

1− 2𝑡𝛼𝑘 cos𝑢+ 𝑡2𝛼2
𝑘

⩽ e
𝑡2−1

2
𝜈𝑛(𝐴),

где 𝜈𝑛(𝐴) из (3.5).
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С учетом последнего неравенства и оценки (3.3) получим

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin 𝜋𝛾|

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾|𝜔(𝑦)|

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡1−𝑟

1− 𝑦𝑡
(1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)

𝑟−1
2 e

𝑡2−1
2

𝜈𝑛(𝐴) 𝑑𝑡 𝑑𝑦, 𝑥 = cos𝑢, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Для исследования асимптотического поведения внутреннего интеграла при 𝑛 → ∞ вос-
пользуемся методом Лапласа [4], [21]. Приводить их не будем поскольку они в точности
повторяют рассуждения при получении оценок (2.20) и (2.21). В результате необходимых
вычислений получим (3.4).
Из интегрального представления (3.2) при 𝑥 = 1, что соответствует значению параметра

𝑢 = 0, будем иметь

𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴) =
22−𝑟−𝛾 sin 𝜋𝛾(± sin 𝜋𝑟)

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦−𝛾𝜔(𝑦)

1∫︁
0

(1− 𝑡)2𝑟−2𝑡1−𝑟

1− 𝑦𝑡
𝜔(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑦.

Из последнего интегрального представления очевидным образом следует оценка (3.6).
Теорема 3.1 доказана.

В теореме 3.1 положим значения параметров 𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. В этом случае

𝐴 = (0, 0, . . . , 0) = 𝑂 и величина 𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝑂) = 𝜀
(0)
𝑛 (𝜙𝛾, 𝑥) представляет собой прибли-

жения функции 𝑓𝛾(𝑥) на отрезке [−1, 1] образом частичных сумм полиномиального ряда
Фурье — Чебышёва при преобразовании (2.2). При этом из теоремы 3.1 получаем

Следствие 3.1. Для приближений функции 𝑓𝛾(𝑥) на отрезке [−1, 1] образом частич-

ных сумм полиномиального ряда Фурье — Чебышёва при преобразовании (2.2) имеют
место:

1) интегральное представление

𝜀(0)𝑛 (𝜙𝛾, 𝑥) =
22−𝑟−𝛾 sin 𝜋𝛾

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦𝑛−𝛾

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡𝑛+1−𝑟 (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2 sinΩ

(0)
𝑛 (𝑥, 𝑡, 𝑦)√︀

1− 2𝑦𝑡 cos𝑢+ 𝑡2𝑦2
𝑑𝑡 𝑑𝑦,

(3.12)

где

Ω(0)
𝑛 (𝑥, 𝑡, 𝑦) = (𝑛+ 1)𝑢+ arg

(𝜉𝑡− 𝜉)𝑟−1

1− 𝑦𝑡𝜉
, 𝜉 = e𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢;

2) оценка поточечных приближений:

|𝜀(0)𝑛 (𝜙𝛾, 𝑥)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin 𝜋𝛾|

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

(1− 𝑦)2𝛾𝑦𝑛−𝛾

·
1∫︁

0

(1− 𝑡)𝑟−1𝑡𝑛+1−𝑟 (1− 2𝑡 cos 2𝑢+ 𝑡2)
𝑟−1
2√︀

1− 2𝑦𝑡 cos𝑢+ 𝑡2𝑦2
𝑑𝑡 𝑑𝑦;
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3) равномерно для всех 𝑥 ∈ (−1, 1) оценка приближений:

|𝜀(0)𝑛 (𝜙𝛾, 𝑥)| ⩽
21−𝛾| sin 𝜋𝛾|(

√
1− 𝑥2)𝑟−1Γ(2𝛾)

𝜋𝑛𝑟+2𝛾
(1 + 𝑜(1)), 𝑛 ∈ N,

4) при 𝑥 = 1 оценка приближений

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin 𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|Γ(2𝛾)Γ(2𝑟 − 1)

𝜋Γ(𝑟)𝑛2𝑟+2𝛾−1
(1 + 𝑜(1)), 𝑛 ∈ N.

Интегральное представление и оценка поточечных приближений следуют непо-
средственно из соответствующих результатов теоремы 3.1 при значении параметров
𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Оценки сверху следуют из соответствующих результатов раци-
ональных аппроксимаций в теореме 3.1 если применить известный метод Лапласа.

4. Асимптотика мажоранты равномерных приближений

Представляет интерес изучить асимптотическое поведение величины (3.5) и правой ча-
сти оценки сверху (3.6) при 𝑛→ ∞. С этой целью в соответствующих интегралах выпол-
ним замену переменного по формуле

𝑦 =
1− 𝑢

1 + 𝑢
, 𝑑𝑦 = − 2𝑑𝑢

(1 + 𝑢)2

Тогда

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴) =
21+𝛾| sin 𝜋𝛾|
𝜋[𝑝+ 𝜈𝑚(𝐴)]𝑟

(1 + 𝑜(1))

1∫︁
0

𝑔𝛾(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑢, 𝑛 = 𝑚+ 𝑝, (4.1)

𝑔𝛾(𝑢) =
𝑢2𝛾−1

(1 + 𝑢)(1− 𝑢2)𝛾

(︂
1− 𝑢

1 + 𝑢

)︂𝑝

, 𝜈𝑚(𝐴) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘, 𝛽𝑘 =
1− 𝛼𝑘

1 + 𝛼𝑘

.

Аналогичным образом оценка (3.6) примет вид

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴)| ⩽
21+𝑟+𝛾| sin 𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|

𝜋Γ(𝑟)

1∫︁
0

𝑔𝛾(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑢

·
1∫︁

0

𝑢2𝑟−2

(1 + 𝑢)2(1− 𝑢2)𝑟−1

(︂
1− 𝑢

1 + 𝑢

)︂𝑝
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑢, 𝑛 ∈ N,

(4.2)

где 𝑟 ∈ (1,+∞), 𝛾 ∈ (0,+∞).
Будем считать, что параметры 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, упорядочены следующим образом:

0 < 𝛽𝑚 < 𝛽𝑚−1 < . . . < 𝛽1 ⩽ 1.

Более того, для каждого значения 𝑛 может выбираться соответствующий набор парамет-
ров 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2 . . . ,𝑚. То есть, вообще говоря, 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘(𝑛). В связи с этим будем полагать
выполненными условия

𝜇𝑚(𝐴) =
𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝛽𝑘
−→
𝑛→∞

∞, (4.3)

𝜈𝑚(𝐴) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘 −→
𝑛→∞

∞. (4.4)
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Условия (4.3) и (4.4) не противоречивы. Ниже будет рассмотрена последовательность па-
раметров {𝛽𝑘}𝑚𝑘=1, удовлетворяющая обоим соотношениям.

Теорема 4.1. При выполнении условий (4.3) и (4.4) справедливы оценки сверху

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴) ⩽
21−𝛾| sin 𝜋𝛾|Γ(2𝛾)
𝜋[𝑝+ 𝜈𝑚(𝐴)]𝑟

[︃
1

(𝜇𝑚(𝐴))
2𝛾 +

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

]︃
(1 + 𝑜(1)); (4.5)

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin 𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|Γ(2𝛾)Γ(2𝑟 − 1)

𝜋Γ(𝑟)

·

[︃
1

(𝜇𝑚(𝐴))2𝛾
+

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

𝑛∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

]︃

·

[︃
1

(𝜇𝑚(𝐴))2𝑟−1
+

Γ(2 + 𝑝− 𝑟)

Γ(1 + 𝑝+ 𝑟)

𝑛∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

]︃
(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞.

(4.6)

Доказательство. Докажем справедливость оценки (4.5). Представим (4.1) в виде

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴) =
21+𝛾| sin 𝜋𝛾|
𝜋[𝑝+ 𝜈𝑚(𝐴)]𝑟

[𝐼(1)𝑛 (𝐴) + 𝐼(2)𝑛 (𝐴)](1 + 𝑜(1)), 𝑛 ∈ N, (4.7)

где

𝐼(1)𝑛 (𝐴) =

𝛽𝑚∫︁
0

𝑔𝛾(𝑢)
𝑚∏︁
𝑘=1

𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢
𝑑𝑢, 𝐼(2)𝑛 (𝐴) =

1∫︁
𝛽𝑚

𝑔𝛾(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑢.

Изучим асимптотическое поведение при 𝑛→ ∞ каждого из двух интегралов по отдельно-

сти. Так, интеграл 𝐼
(1)
𝑛 (𝐴) представим в виде

𝐼(1)𝑛 (𝐴) =

𝛽𝑚∫︁
0

𝑔𝛾(𝑢)e
𝑆(𝑢) 𝑑𝑢, 𝑆(𝑢) =

𝑚∑︁
𝑘=1

ln
𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢
.

Функция 𝑆(𝑢) убывает на промежутке [0, 𝛽𝑚] поскольку 𝑆
′(𝑢) < 0, и, следовательно, до-

стигает своего максимального значения при 𝑢 = 0. Учитывая разложение

𝑆(𝑢) = −2𝑢
𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝛽𝑘
− 2

3
𝑢3

𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝛽3
𝑘

+𝑂(𝑢5), 𝑢→ 0,

и очевидное асимптотическое равенство 𝑔𝛾(𝑢) ∼ 𝑢2𝛾−1, 𝑢 → 0, для некоторого достаточно
малого 𝜀 > 0 и 𝑛→ ∞ находим, что

𝐼(1)𝑛 (𝐴) ∼
𝜀∫︁

0

𝑢2𝛾−1e−2𝑢𝜇𝑚(𝐴) 𝑑𝑢.

В интегралах справа выполним замену переменного по формуле 2𝑢𝜇𝑚(𝐴) ↦→ 𝑡. Тогда

𝐼(1)𝑛 (𝐴) =
1

(2𝜇𝑚(𝐴))
2𝛾

𝜙(𝑚,𝜀)∫︁
0

𝑡𝑠−1e−𝑡 𝑑𝑡, 𝑛→ ∞,

где 𝜙(𝑚, 𝜀) = 2𝜀𝜇𝑚(𝐴) → ∞ при 𝑛→ ∞, в силу условия (4.3). Учитывая, что

+∞∫︁
0

𝑢𝑠−1e−𝑢 𝑑𝑢 = Γ(𝑠), 𝑠 > 0,
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из последнего асимптотического равенства получим

𝐼(1)𝑛 (𝐴) =
Γ(2𝛾)

(2𝜇𝑚(𝐴))
2𝛾 (1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞. (4.8)

Займемся исследованием интеграла 𝐼
(2)
𝑛 (𝐴). Очевидно, что

𝐼(2)𝑛 (𝐴) ⩽ max
𝑢∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒

1∫︁
𝛽𝑚

𝑔𝛾(𝑢) 𝑑𝑢.

Интеграл справа существует. Его подынтегральная функция неотрицательна. Следова-
тельно, его значение мажорируется интегралом с аналогичной подынтегральной функцией
по промежутку [0, 1]. Известно [27], что

max
𝑢∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∏︁
𝑘=1

𝛽𝑘 − 𝑢

𝛽𝑘 + 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽

𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

.

С учетом последнего соотношения приходим к оценке

𝐼(2)𝑛 (𝐴) ⩽ 𝑐(𝛾)
𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

, 𝑛→ ∞, (4.9)

где

𝑐(𝛾) =

1∫︁
0

𝑢2𝛾−1

(1 + 𝑢)(1− 𝑢2)𝛾

(︂
1− 𝑢

1 + 𝑢

)︂𝑝

𝑑𝑢 =
Γ(2𝛾)Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

22𝛾Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)
.

Подставив оценки (4.8) и (4.9) в представление (4.7), придем к неравенству (4.5).
Докажем справедливость оценки (4.6). Оценка первого интеграла справа в (4.2) по сути

содержится в асимптотическом равенстве (4.8). Применив аналогичные рассуждения в
отношении второго интеграла, придем к (4.6). Теорема 4.1 доказана.

Положив в теореме 4.1 𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, с учетом неравенства (3.4) приходим к
третьей и четвертой оценкам в следствии 3.1.

5. Случай «ньюменовских» параметров аппроксимирующей функции

Исследуем асимптотическое выражение мажоранты равномерных приближений (4.5) и
оценку сверху приближений в точке 𝑥 = 1 (4.6) в случае, когда принимаемые параметрами
𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, значения, являются некоторой модификацией параметров, введенных
в своей работе Д. Ньюменом [27]. Эта задача будет изучаться нами далее.
Пусть 𝐴𝑁 — набор параметров 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, для каждого фиксированного 𝑛 ∈ N,

удовлетворяющих следующим условиям

𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑝 = 0, 𝑝 = max {[𝛾] , [𝑟 − 1]} ;

𝛼𝑝+𝑘 =
1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

, 𝛽𝑘 = e
− 𝑐𝑘√

𝑚 , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚,
(5.1)

𝑐 — некоторая положительная постоянная, не зависящая от 𝑛, 𝑛 = 𝑚+ 𝑝 при 𝑛 > 𝑝.

Теорема 5.1. При любых 𝛾 ∈ (0,+∞) и 𝑟 ∈ (1,+∞) для приближений функции 𝑓𝛾(𝑥)
на отрезке [−1, 1] рациональным интегральным оператором (2.2) с параметрами (5.1)
справедлива оценка сверху

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴𝑁)| ⩽ (
√
1− 𝑥2)𝑟−1𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴𝑁), 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ (−1, 1), (5.2)
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где

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴𝑁) ⩽
21−𝛾| sin 𝜋𝛾|Γ(2𝛾)𝑐𝑟

𝜋𝑛
𝑟
2

[︂
𝑐2𝛾

𝑛𝛾
e−2𝛾𝑐

√
𝑛 +

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

√
𝑛e−

𝜋2

4𝑐

√
𝑛

]︂
(1 + 𝑜(1));

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 1, 𝐴𝑁)| ⩽
22−𝑟−𝛾| sin𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|Γ(2𝛾)Γ(2𝑟 − 1)

𝜋Γ(𝑟)

·
[︂
𝑐2𝛾

𝑛𝛾
e−2𝛾𝑐

√
𝑛 +

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

√
𝑛e−

𝜋2

4𝑐

√
𝑛

]︂
·
[︂
𝑐2𝑟−1

𝑛
2𝑟−1

2

e−(2𝑟−1)𝑐
√
𝑛 +

Γ(2 + 𝑝− 𝑟)

Γ(1 + 𝑝+ 𝑟)

√
𝑛e−

𝜋2

4𝑐

√
𝑛

]︂
(1 + 𝑜(1)), 𝑛→ ∞.

(5.3)

Доказательство. Исследуем асимптотическое поведение правой части равенства (4.5), ко-
гда параметры 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, заданы формулами (5.1). Известно [7], что при этом
справедливы асимптотические равенства

𝑚∏︁
𝑘=1

1− 𝛽𝑘
1 + 𝛽𝑘

∼
√
𝑚e−

𝜋2

4𝑐

√
𝑚, 𝑛→ ∞,

𝜇𝑚(𝐴𝑁) =
𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝛽𝑘
∼

√
𝑚

𝑐
e𝑐

√
𝑚, 𝑛→ ∞.

Установим асимптотическое равенство для величины 𝜈𝑚(𝐴𝑁) (см. (4.4)). Воспользуемся
методами исследования асимптотического поведения подобных сумм, изложенными в [15]:

𝜈𝑚(𝐴𝑁) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘 =

𝑚∫︁
1

e
− 𝑐𝑡√

𝑚 𝑑𝑡+𝑂
(︁
e−𝑐

√
𝑚
)︁
+𝑂(1), 𝑛→ ∞.

После соответствующих вычислений находим, что

𝜈𝑚(𝐴𝑁) ∼
√
𝑚

𝑐
, 𝑛→ ∞.

Из неравенства (4.5) с учетом указанных выше асимптотических равенств, получим

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴𝑁) ⩽
21−𝛾| sin 𝜋𝛾|Γ(2𝛾)𝑐𝑟

𝜋𝑚
𝑟
2

[︂
𝑐2𝛾

𝑚𝛾
e−2𝛾𝑐

√
𝑚 +

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

√
𝑚e−

𝜋2

4𝑐

√
𝑚

]︂
(1 + 𝑜(1)).

Учитывая, что 𝑛 = 𝑚+ 𝑝, из последнего неравенства приходим к оценке (5.2).
Для того, чтобы получить оценку (5.3) необходимо применить рассуждения, использу-

емые в настоящей теореме выше, к оценке (4.6). Теорема 5.1 доказана.

Представляет интерес минимизировать мажоранту в оценке (5.2) и правую часть оценки
(5.3) путем выбора оптимального для каждой из задач параметра 𝑐. Другими словами,
найти наилучшие оценки приближений с параметрами (5.1). Положим

𝜀*𝑛(𝜙𝛾) = inf
𝑐
𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴𝑁).

Имеет место

Теорема 5.2. При любых 𝛾 ∈ (0,+∞) и 𝑟 ∈ (1,+∞) для приближений функции 𝑓𝛾(𝑥)
на интервале (−1, 1) рациональным интегральным оператором (2.2) с параметрами (5.1)
при 𝑛→ ∞ справедливы оценки сверху

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴𝑁)| ⩽

⎧⎪⎨⎪⎩
(
√
1− 𝑥2)𝑟−1𝑐1(𝛾, 𝑟)

e−𝜋
2
√
2𝛾𝑛

𝑛
𝑟−1
2

(1 + 𝑜(1)), 𝑥 ∈ (−1, 1),

𝑐2(𝛾, 𝑟)𝑛e
−𝜋
√

(𝑟+𝛾− 1
2
)𝑛(1 + 𝑜(1)), 𝑥 = 1,

(5.4)
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где

𝑐1(𝛾, 𝑟) =
21−𝑟−𝛾𝜋𝑟−1| sin 𝜋𝛾|Γ(2𝛾)Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

(
√
2𝛾)𝑟Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

,

𝑐2(𝛾, 𝑟) =
22−𝑟−𝛾| sin𝜋𝛾|| sin 𝜋𝑟|Γ(2𝛾)Γ(2𝑟 − 1)Γ(1 + 𝑝− 𝛾)Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)

𝜋Γ(𝑟)Γ(2 + 𝑝− 𝑟)Γ(1 + 𝑝+ 𝑟)
.

Доказательство. Константу 𝑐 в (5.2) выберем исходя из равенства 2𝛾𝑐 = 𝜋2

4𝑐
, т.е.

𝑐 =
𝜋

2
√
2𝛾
. (5.5)

При этом из (5.2) после некоторых преобразований следует, что

|𝜀𝑛(𝜙𝛾, 𝑥, 𝐴𝑁)| ⩽
21−𝑟−𝛾𝜋𝑟−1| sin 𝜋𝛾|(

√
1− 𝑥2)𝑟−1Γ(2𝛾)

𝑛
𝑟−1
2 (

√
2𝛾)𝑟

Γ(1 + 𝑝− 𝛾)

Γ(1 + 𝑝+ 𝛾)
e−

𝜋
2

√
2𝛾𝑛

+𝑂

(︃
(
√
1− 𝑥2)𝑟−1e−

𝜋
2

√
2𝛾𝑛

𝑛
𝑟
2
+𝛾

)︃
, 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Для того, чтобы доказать, что константа 𝑐, определенная в (5.5), действительно доставляет
правой части (5.2) асимптотически минимальное значение, достаточно воспользоваться
методом, изложенным в [7]. Следовательно,

𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴
*
𝑁) = inf

𝑐
𝜀*𝑛(𝜙𝛾, 𝐴𝑁) = 𝜀*𝑛(𝜙𝛾)

и мы приходим к (5.4).
Докажем вторую оценку в (5.4). С этой целью обратимся к соотношению (5.3). Выраже-

ние справа представляет собой четыре слагаемых, скорость стремления к нулю каждого
из которых определяется экспонентой и некоторой степенью 𝑛. Оптимальный параметр 𝑐
будем искать из условия равенства степеней при экспоненте в слагаемых с самой малой и
самой большой скоростью стремления к нулю. То есть

(2𝛾 + 2𝑟 − 1)𝑐 =
𝜋2

2𝑐
, 𝑐 =

𝜋√︀
2(2𝛾 + 2𝑟 − 1)

.

Для того, чтобы доказать, что определенная нами константа 𝑐, доставляет правой части
оценки (5.3) асимптотически минимальное значение, опять же необходимо воспользовать-
ся методом, изложенным в [7]. При этом придем ко второй оценке в (5.4). Теорема 5.2
доказана.

6. Заключение

В работе исследованы аппроксимации интеграла типа Римана — Лиувилля на отрезке
[−1, 1] интегралом типа Римана — Лиувилля с плотностью представляющей собой рацио-
нальный интегральный оператор Фурье — Чебышёва.
Найдена оценка приближений интеграла типа Римана — Лиувилля с ограниченной плот-

ностью, зависящая от полюсов аппроксимирующей рациональной функции. Эта оценка
существенным образом зависит от положения точки на отрезке [−1, 1]. Установлено, что
скорость приближений на концах отрезка выше, чем в целом на отрезке.
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Изучены рациональные аппроксимации интеграла типа Римана — Лиувилля с плот-
ностью, представляющей собой функцию со степенной особенностью. Установлено инте-
гральное представление и оценки приближений, зависящие от полюсов аппроксимирую-
щей функции. Рассмотрен случай, когда полюсы представляют собой некоторые моди-
фикации «ньюменовских» параметров. Найдены их оптимальные значения, при которых
равномерные рациональные приближения имеют наибольшую скорость убывания.
В качестве следствия найдены оценки приближений интеграла типа Римана — Лиувил-

ля полиномиальным аналогом рассматриваемого рационального интегрального оператора.
Проведенные исследования позволяют заключить, что класс функций, задаваемых ин-

тегралами Римана — Лиувилля с плотностью, имеющей степенную особенность, на отрез-
ке [−1, 1] отражает особенности рациональной аппроксимации введенным методом в том
смысле, что при определенном выборе параметров аппроксимирующей функции скорость
равномерных рациональных приближений (теорема 5.2) является выше в сравнении со
своими полиномиальными аналогами (следствие 3.1).
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