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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ЭРГОДИЧЕСКОЙ

ТЕОРЕМЕ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СТАТИСТИЧЕСКИ

УСРЕДНЯЮЩИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ В R

И.В. ПОДВИГИН

Аннотация. В работе рассматриваются два вида усреднений унитарного представ-
ления группы R, построенных по некоторым последовательностям вероятностных мер
на R. Первая последовательность мер обобщает равномерное распределение. Меры из
этой последовательности имеют плотности в виде свертки конечного числа индикато-
ров отрезка. Вторая последовательность определяется экспоненциальным убыванием
преобразования Фурье. Для таких усреднений получены оценки скорости сходимости
по норме, зависящие от особенности спектральной меры унитарного представления в
окрестности нуля и асимптотики последовательности преобразований Фурье усредня-
ющих вероятностных мер. При этом максимальные возможные скорости являются сте-
пенными с показателем 𝑚 > 1 и экспоненциальными соответственно, что значительно
лучше максимальной скорости сходимости в классической эргодической теореме фон
Неймана.
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1. Введение

Пусть ℋ — гильбертово пространство, на котором действует группа R унитарными
преобразованиями 𝑈𝑡, 𝑡 ∈ R. Эргодическая теорема фон Неймана (статистическая эргоди-
ческая теорема) утверждает, что для любого вектора ℎ ∈ ℋ⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦ 1

2𝑡

∫︁
[−𝑡,𝑡]

𝑈𝑠ℎ 𝑑𝑠− 𝑃ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
ℋ

→ 0

при 𝑡→ ∞, где 𝑃 — ортогональное проектирование на подпространство неподвижных
векторов группы {𝑈𝑡}𝑡∈R. Скорость сходимости в этой теореме хорошо изучена: она опре-
деляется особенностью спектральной меры 𝜎ℎ, ℎ ∈ ℋ в окрестности нуля (см. обзоры [3],
[4], а также недавние работы [19], [12]).
Статистическая эргодическая теорема обобщается следующим образом. Следуя терми-

нологии Темпельмана [22], для локально–компактной коммутативной группы 𝒢 статисти-
чески усредняющей последовательностью будем называть последовательность (или сеть)
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вероятностных мер {𝜈𝑛}𝑛⩾1 на группе 𝒢 такую, что для любого унитарного представления
{𝑈𝑔}𝑔∈𝒢 в гильбертовом пространстве ℋ справедлива сходимость⃦⃦⃦⃦

⃦⃦∫︁
𝒢

𝑈𝑠ℎ 𝑑𝜈𝑛(𝑠)− 𝑃ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
ℋ

→ 0

при 𝑛→ ∞ для любого ℎ ∈ ℋ, где 𝑃 — ортогональное проектирование на подпространство
неподвижных векторов группы {𝑈𝑔}𝑔∈𝒢. В классической эргодической теореме фон Ней-
мана рассматриваются равномерные распределения на отрезке [−𝑡, 𝑡], т.е. сеть абсолютно
непрерывных вероятностных мер

𝑑𝜈𝑡(𝑠) =
1

2𝑡
𝜒[−𝑡,𝑡](𝑠)𝑑𝑠.

По критерию Блюма — Эйсенберга [13] сеть вероятностных мер 𝜈𝑡 на локально ком-
пактной коммутативной группе 𝒢 будет статистически усредняющей тогда и только тогда,
когда для любого характера 𝜒 ∈ 𝒢∧, 𝜒 ̸= 1

lim
𝑡→∞

∫︁
𝒢

𝜒(𝑔)𝑑𝜈𝑡(𝑔) = 0.

Для группы R𝑚, 𝑚 ⩾ 1 последнее условие записывается как

lim
𝑡→∞

∫︁
R𝑚

𝑒𝑖(𝑠,𝑥)𝑑𝜈𝑡(𝑥) = 0 для любого 𝑠 ̸= 0.

Интеграл в этом равенстве есть преобразование Фурье ℱ [𝜈𝑡] вероятностной меры 𝜈𝑡. Эта
эквивалентность следует из того, что⃦⃦⃦⃦

⃦⃦∫︁
𝒢

𝑈𝑠ℎ 𝑑𝜈𝑛(𝑠)− 𝑃ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

ℋ

=

∫︁
𝒢∧

|ℱ [𝜈𝑡](𝑠)|2𝑑𝜎ℎ−𝑃ℎ(𝑠), (1.1)

где 𝜎ℎ−𝑃ℎ — спектральная мера вектора ℎ−𝑃ℎ (см., например, [18]); при этом 𝜎ℎ−𝑃ℎ(1) = 0,
где 1 — единичный характер.
В эргодических теоремах (как в индивидуальной так и в статистической) важными яв-

ляются следующие классы статистически усредняющих сетей [20, 2.2]: меры 𝜈𝑡, абсолютно
непрерывные относительно меры Лебега (в том числе меры 𝜈𝑡 с компактным носителем);
вероятностные меры 𝜈𝑡 ортогональные мере Лебега (сингулярные) и дискретные меры.
В этой заметке мы акцентируем внимание на нескольких примерах статистически усред-

няющих последовательностей, которые реализуют более быструю скорость сходимости в
эргодической теореме, чем скорость сходимости в классической теореме фон Неймана.
А именно, мы рассмотрим примеры с максимальной степенной скоростью с показателем
𝑚 > 1 и максимальной экспоненциальной. Отметим, что максимальная скорость сходимо-
сти в классической теореме фон Неймана есть 𝒪

(︀
1
𝑡

)︀
. Такая же медленная максимальная

скорость есть и для поточечной сходимости [5]. Для поточечной сходимости также есть ра-
боты, посвященные быстрым скоростям сходимости усреднений; см., например, [15], [16],
[23].
Максимальные степенные скорости можно реализовать с помощью следующей кон-

струкции. Пусть

𝜌 ∈ 𝐿2([−1, 1], 𝑑𝑥), 𝜌 ⩾ 0, ‖𝜌‖1 = 1,

тогда положим

𝑑𝜈𝑡(𝑠) =
1

𝑡
𝜒[−𝑡,𝑡](𝑥)𝜌

(︁𝑥
𝑡

)︁
𝑑𝑥, 𝑡 > 0. (1.2)
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Эта сеть обобщает равномерное усреднение из эргодической теоремы фон Неймана (для
которого 𝜌 ≡ 1

2
). Нетрудно видеть, что преобразование Фурье удовлетворяет критерию

Блюма — Эйсенберга:

ℱ [𝜈𝑡](𝑠) =
1

𝑡

∫︁
[−𝑡,𝑡]

𝑒𝑖𝑠𝑥𝜌
(︁𝑥
𝑡

)︁
𝑑𝑥 =

∫︁
[−1,1]

𝑒𝑖𝑠𝑡𝑦𝜌(𝑦) 𝑑𝑦 := 𝑅(𝑡𝑠) → 0 при 𝑡→ +∞

для любого 𝑠 ̸= 0 (по лемме Римана — Лебега). Мы заинтересованы случаем, когда для
некоторого 𝑚 ∈ N

𝑅(𝑢) = 𝒪
(︂

1

𝑢𝑚

)︂
и 𝑅(𝑢) ̸= 𝑜

(︂
1

𝑢𝑚

)︂
при |𝑢| → +∞. Это условие, в частности, выполняется для рассматриваемой ниже плот-
ности в виде свертки 𝑚 индикаторов отрезка

[︀
− 1

𝑚
, 1
𝑚

]︀
:

𝜌(𝑥) =

(︂
2

𝑚

)︂𝑚

𝜒[− 1
𝑚
, 1
𝑚
] * . . . * 𝜒[− 1

𝑚
, 1
𝑚
](𝑥)⏟  ⏞  

𝑚 раз

.

Назовем такие статистически усредняющие сети типом (𝐴).
Вероятностные меры с максимальной экспоненциальной скоростью зададим через пре-

образование Фурье. Предположим, что задана сеть (или последовательность) вероятност-
ных мер 𝜈𝑡 с преобразованием Фурье

ℱ [𝜈𝑡](𝑠) = 𝑟𝑡(𝑠), 𝑡 > 0 или 𝑡 = 𝑛 ∈ N,
где 𝑟(𝑠) удовлетворяет условиям: 𝑟(0) = 1 и |𝑟(𝑠)| < 1 для всех 𝑠 ̸= 0. Из самого определе-
ния этих мер видно, что они являются статистически усредняющими. Сами меры при этом
можно восстановить по своему преобразованию Фурье с помощью явной формулы (см., на-
пример, [1, 1.6.1]). Такие статистически усредняющие сети назовем типом (𝐵). Примерами
таких сетей являются свертки мер и распределения с быстро убывающими плотностями.
Пусть для некоторых чисел 𝑎, 𝑏 > 0 усредняющая сеть 𝜈𝑡 имеет растянутое экспоненци-

альное преобразование Фурье:

ℱ [𝜈𝑡](𝑠) = 𝑒−𝑎𝑡|𝑠|𝑏 , 𝑡 > 0. (1.3)

В качестве примера мер, удовлетворяющих условию (1.3), можно рассмотреть Гауссово
распределение

𝑑𝜈𝑡(𝑥) =
1√
𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

𝑡 𝑑𝑥, 𝑡 > 0

или распределение Коши

𝑑𝜈𝑡(𝑥) =
𝑡

𝜋(𝑡2 + 𝑥2)
, 𝑡 > 0.

Преобразование Фурье для них равно (легко вычислить или посмотреть в таблицах [7]):

ℱ [𝜈𝑡](𝑠) = 𝑒−
𝑡𝑠2

4 и, соответственно, ℱ [𝜈𝑡](𝑠) = 𝑒−𝑡|𝑠|.

Рассмотрим другой способ построения сетей типа (𝐵). Пусть 𝜈0 — вероятностная мера
в R, такая, что ее преобразование Фурье обладает свойством: |ℱ [𝜈0](𝑠)| ⩽ 1 и равенство 1
только для 𝑠 = 0. Таким свойством не обладают, например, меры Дирака. Тогда положим

𝜈𝑛(𝑥) = 𝜈0 * ... * 𝜈0⏟  ⏞  
𝑛 раз

:= 𝜈𝑛0 , 𝑛 ⩾ 1.

Из формулы Бореля для свертки получаем

ℱ [𝜈𝑛](𝑠) = (ℱ [𝜈0](𝑠))
𝑛 → 0 при 𝑛→ +∞

для любого 𝑠 ̸= 0.
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В этой заметке, используя недавний новый подход [6, §3.1] к задаче, мы получаем асимп-
тотику интегралов (1.1) для группы R и усредняющих сетей (𝐴) и (𝐵). При этом удобней
рассматривать более общую конструкцию: вместо спектральной меры 𝜎𝑓−𝑃𝑓 возьмем про-
извольную борелевскую меру 𝜇 на R, непрерывную в нуле, т.е. 𝜇{0} = 0.

2. Усредняющие сети с условием (𝐴)

2.1. Теорема Уиттекера — Котельникова — Шеннона. Напомним, что прямым
(обратным) преобразованием Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝑥) называется функция

𝑓(𝑠) =
1√
2𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑠 𝑑𝑡

⎛⎝соответственно 𝑓(𝑠) =
1√
2𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝑠 𝑑𝑡

⎞⎠ .

Преобразование Фурье обратимо в 𝐿2(R, 𝑑𝑥), т.е.
ˇ̂
𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠) = ˆ̌𝑓(𝑠) для п.в. 𝑠 ∈ R. Из

определения видно, что преобразование Фурье меры 𝜈𝑡 из (1.2) есть с точностью до коэф-
фициента обратное преобразование Фурье функции 𝜌, т.е.

ℱ [𝜈𝑡](𝑠) =
√
2𝜋𝜌(𝑠𝑡) = 𝑅(𝑡𝑠).

Таким образом, функция 𝑅 лежит в 𝐿2(R, 𝑑𝑥) ∩ 𝐶(R) и ее прямое преобразование Фурье

𝑅̂(𝑢) =
√
2𝜋𝜌(𝑢), т.е. supp 𝑅̂ = [−1, 1]. Последнее означает, что для функции 𝑅 справед-

лива теорема Уиттекера — Котельникова — Шеннона, которая утверждает (см. напри-
мер, [17], [14]), что

𝑅(𝑢) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑅(𝑘𝜋)
sin(𝑘𝜋 − 𝑢)

𝑘𝜋 − 𝑢
=
∑︁
𝑘∈Z

𝑅(𝑘𝜋)
(−1)|𝑘|+1 sin𝑢

𝑘𝜋 − 𝑢
, (2.1)

причем ряд сходится абсолютно и равномерно на R, и последовательность {𝑅(𝜋𝑘)}𝑘∈Z
лежит в ℓ2(Z). Из этого представления следует, что

𝑅(𝑢) = 𝒪
(︂
1

𝑢

)︂
при |𝑢| → +∞.

Приведем обоснование этого факта. Зафиксируем 𝑚 ⩾ 1 и разобьем сумму в (2.1) на
две: для |𝑘| ⩽ 𝑚 и для |𝑘| > 𝑚. Вторую сумму оценим с помощью неравенства Коши —
Буняковского — Шварца:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
|𝑘|>𝑚

𝑅(𝑘𝜋)
(−1)𝑘+1 sin𝑢

𝜋𝑘 − 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽√︃∑︁

|𝑘|>𝑚

|𝑅(𝜋𝑘)|2
⃦⃦⃦⃦

sin𝑢

𝑘𝜋 − 𝑢

⃦⃦⃦⃦
ℓ2
⩽𝑀

√︃∑︁
|𝑘|>𝑚

|𝑅(𝜋𝑘)|2,

где

𝑀 = max
𝑢∈R

⃦⃦⃦⃦
sin𝑢

𝑘𝜋 − 𝑢

⃦⃦⃦⃦
ℓ2
<∞

(так как функция 𝜙(𝑢) =
⃦⃦

sin𝑢
𝑘𝜋−𝑢

⃦⃦
ℓ2
всюду принимет конечные значения и 𝜋–периодична).

При оценке первой суммы учитываем, что |𝑅| ⩽ 1. Для |𝑢| ⩾
√
3𝜋𝑚 получим⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
|𝑘|⩽𝑚

𝑅(𝑘𝜋)
(−1)𝑘+1 sin𝑢

𝜋𝑘 − 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒sin𝑢𝑢 + sin𝑢

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

(︂
𝑅(𝑘𝜋)

𝜋𝑘 − 𝑢
− 𝑅(−𝑘𝜋)

𝜋𝑘 + 𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒

⩽
| sin𝑢|
|𝑢|

(︃
1 + |𝑢|

𝑚∑︁
𝑘=1

1

|𝑢| − 𝜋𝑘
+

1

|𝑢|+ 𝜋𝑘

)︃
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=
| sin𝑢|
|𝑢|

(︃
1 +

𝑚∑︁
𝑘=1

2𝑢2

𝑢2 − (𝜋𝑘)2

)︃

⩽
| sin𝑢|
|𝑢|

(︂
1 +

2𝑢2𝑚

𝑢2 − (𝜋𝑚)2

)︂
⩽

| sin𝑢|
|𝑢|

(1 + 3𝑚).

Таким образом, для всех

|𝑢| ⩾ max

{︃
√
3𝜋𝑚;𝑀−1

(︂ ∑︁
|𝑘|>𝑚

|𝑅(𝜋𝑘)|2
)︂− 1

2

}︃
будет верна оценка

|𝑅(𝑢)| ⩽ 1

|𝑢|
(2 + 3𝑚).

Отметим, что полученная оценка для 𝑅 достигается, например, на плотности 𝜌 из ста-
тистической эргодической теоремы фон Неймана. Поэтому интересны плотности, для ко-
торых преобразование Фурье убывает быстрее.

2.2. Максимальные скорости. Если 𝜌 задается сверткой (𝐴), то по формуле Бореля
получаем, что

𝑅(𝑢) = 𝑐
sin𝑚

(︀
𝑢
𝑚

)︀
𝑢𝑚

для некоторой константы 𝑐 = 𝑐(𝑚) > 0. Тогда из формулы (1.1), записанной в терминах
непрерывной в нуле меры 𝜇, следует, что

𝐼𝑡(𝜇) =

∫︁
R

|𝑅(𝑡𝑠)|2 𝑑𝜇(𝑠) = 𝑐2
∫︁
R

sin2𝑚
(︀
𝑡𝑠
𝑚

)︀
(𝑡𝑠)2𝑚

𝑑𝜇(𝑠).

Рассмотрим максимальные скорости сходимости к нулю интеграла 𝐼𝑡(𝜇).

Теорема 2.1. Справедливы следующие эквивалентности:

𝐼𝑡(𝜇) = 𝒪(𝑡−2𝑚) при 𝑡→ +∞ ⇐⇒
∫︁
R

𝑑𝜇(𝑠)

𝑠2𝑚
<∞;

𝐼𝑡(𝜇) = 𝑜(𝑡−2𝑚) при 𝑡→ +∞ ⇐⇒ 𝜇 ≡ 0.

Доказательство. Для доказательства импликаций достаточно рассмотреть прямые
утверждения; обратные очевидны. Пусть 𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴𝑡−2𝑚 для всех 𝑡 > 0. Тогда для любого
𝑇 > 0

1

𝑇

𝑇∫︁
0

∫︁
R

sin2𝑚
(︀
𝑡𝑠
𝑚

)︀
𝑠2𝑚

𝑑𝜇(𝑠)𝑑𝑡 ⩽
𝐴

𝑐2
.

Поскольку для 𝑠 ̸= 0

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

sin2𝑚

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂
𝑑𝑡 = lim

𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(︁
𝑒

𝑖𝑡𝑠
𝑚 − 𝑒−

𝑖𝑡𝑠
𝑚

)︁2𝑚
(2𝑖)2𝑚

𝑑𝑡

=
2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚+𝑘

4𝑚
𝐶𝑘

2𝑚 lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑒
𝑖2𝑡𝑠(𝑘−𝑚)

𝑚 𝑑𝑡
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=
(−1)𝑚

4𝑚

2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
2𝑚𝛿𝑘𝑚 =

𝐶𝑚
2𝑚

4𝑚
,

учитывая, что 𝜇{0} = 0, по теореме Фубини и лемме Фату, получаем∫︁
R

𝑑𝜇(𝑠)

𝑠2𝑚
⩽

4𝑚𝐴

𝑐2𝐶𝑚
2𝑚

<∞.

Предположим теперь, что 𝐼𝑡(𝜇) = 𝑜(𝑡−2𝑚) при 𝑡→ +∞. Введением конечной меры

𝑑𝜂(𝑠) =
𝑑𝜇(𝑠)

𝑠2𝑚

это соотношение сводится к∫︁
R

sin2𝑚

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂
𝑑𝜂(𝑠) = 𝑜(1) при 𝑡→ +∞,

т.е.

lim
𝑡→+∞

⃦⃦⃦⃦
sin

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2𝑚(R,𝑑𝜂)

= 0.

Неравенство Гёльдера⃦⃦⃦⃦
sin

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R,𝑑𝜂)

⩽

⃦⃦⃦⃦
sin

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2𝑚(R,𝑑𝜂)

𝜂
𝑚−1
2𝑚 (R)

влечет

lim
𝑡→+∞

⃦⃦⃦⃦
sin

(︂
𝑡𝑠

𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R,𝑑𝜂)

= 0.

Из этого последнего соотношения по лемме 4 из [19] следует, что 𝜂(R) = 0. Значит и
𝜇(R) = 0.

2.3. Правильно меняющиеся функции. Поскольку максимальная скорость являет-
ся степенной, естественно найти критерий для степенных скоростей с меньшим показате-
лем степени. Для случая𝑚 = 1, т.е. для классической эргодической теоремы фон Неймана,
критерий Качуровского для степенных скоростей был расширен (для дискретного време-
ни) Гапошкиным в [2] на класс функций вида 𝑢−𝛼𝜙(𝑢), 𝛼 ∈ [0, 2), где 𝜙 — слабо колеблю-
щаяся функция. Напомним, что функция 𝜙 : R+ → R+ называется слабо колеблющейся
(или медленно меняющейся в смысле Зигмунда), если для любого 𝜃 > 0 при достаточно
больших 𝑢 > 0 функция 𝑢𝜃𝜙(𝑢) монотонно возрастает, а функция 𝑢−𝜃𝜙(𝑢) монотонно убы-
вает. Класс слабо колеблющихся функций является подклассом медленно меняющихся
в смысле Караматы функций, т.е. таких измеримых функций для которых справедливо
равенство: для любого 𝜆 > 0

lim
𝑢→+∞

𝜙(𝜆𝑢)

𝜙(𝑢)
= 1.

Функция 𝜓(𝑢) = 𝑢𝜌𝜙(𝑢), где 𝜙(𝑢) медленно меняющаяся в смысле Караматы, называется
правильно меняющейся на бесконечности порядка 𝜌 ∈ R. Подробности о таких функциях
можно почерпнуть из монографии Сенеты [9], а также из недавней статьи [21]. Мы по-
кажем, что результат Гапошкина обобщается на все правильно меняющиеся функции с
порядком −𝛼, где 𝛼 ∈ [0, 2𝑚). Приведем ключевые утверждения.
Как показывает следующая лемма, для оценок в одну сторону не нужны дополнитель-

ные условия на скорость сходимости.
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Лемма 2.1. Пусть 𝜓(𝑡) → 0 при 𝑡→ +∞, и 𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐵𝜓(𝑡) для некоторой константы
𝐵 > 0 при всех 𝑡 > 0. Тогда для всех 𝛿 > 0

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝑐−2𝐵

sin2𝑚
(︀

1
𝑚

)︀𝜓(︂1

𝛿

)︂
.

Доказательство. Произвольное 𝛿 > 0 представим в виде 𝛿 = 1
𝑡
. Тогда

𝜇([−𝛿, 𝛿]) =
∫︁

[− 1
𝑡
, 1
𝑡
]

𝑑𝜇(𝑠) ⩽
( 1
𝑚
)2𝑚

sin2𝑚( 1
𝑚
)

∫︁
[− 1

𝑡
, 1
𝑡
]

sin2𝑚( 𝑡𝑠
𝑚
)

( 𝑡𝑠
𝑚
)2𝑚

𝑑𝜇(𝑠)

⩽
𝑐−2

sin2𝑚( 1
𝑚
)
𝐼𝑡(𝜇) ⩽

𝑐−2𝐵

sin2𝑚( 1
𝑚
)
𝜓(𝑡) =

𝑐−2𝐵

sin2𝑚( 1
𝑚
)
𝜓

(︂
1

𝛿

)︂
.

Следующая теорема Альянчича, Боянича и Томича [11, теорема 1] (см. также [9, теоре-
ма 2.7]) является ключевым ингредиентом для доказательства оценки в другую сторону.

Теорема 2.2. Пусть 𝑓 : (0,+∞) → R и 𝜃 > 0 такие, что интеграл
𝑎∫︀
0

𝑢−𝜃𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 схо-

дится для некоторого 𝑎 ∈ (0,+∞). Тогда для любой медленно меняющейся в смысле Кара-
маты функции 𝜙, ограниченной на каждом конечном интервале из (0,+∞), справедливо
соотношение

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑢)𝜙(𝑡𝑢) 𝑑𝑢 ∼ 𝜙(𝑡)

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 при 𝑡→ +∞.

Сформулируем теперь критерий для всех возможных регулярных скоростей сходимости.

Теорема 2.3. Пусть 𝜓(𝑢) = 𝑢−𝛼𝜙(𝑢), где 𝛼 ∈ [0, 2𝑚) и 𝜙 — медленно меняющаяся в
смысле Караматы функция, ограниченная на каждом конечном интервале из (0,+∞).
Тогда справедлива эквивалентность

𝜇([−𝛿, 𝛿]) = 𝒪
(︂
𝜓

(︂
1

𝛿

)︂)︂
при 𝛿 → +0 ⇔ 𝐼𝑡(𝜇) = 𝒪(𝜓(𝑡)) при 𝑡→ +∞.

Доказательство. Импликация в обратную сторону следует из леммы 2.1. Для прямого
утверждения получим сначала следующую оценку: для всех 𝑡 > 0

𝐼𝑡(𝜇) = 𝑐2
∫︁
R

sin2𝑚( 𝑡𝑠
𝑚
)

(𝑡𝑠)2𝑚
𝑑𝜇(𝑠) = 2𝑚𝑐2

∞∫︁
0

𝑢2𝑚−1𝜇

(︂{︂
𝑠 ∈ R :

| sin( 𝑡𝑠
𝑚
)|

|𝑡𝑠|
> 𝑢

}︂)︂
𝑑𝑢

= 2𝑚𝑐2

1
𝑚∫︁

0

𝑢2𝑚−1𝜇

(︂{︂
𝑠 ∈ R :

| sin( 𝑡𝑠
𝑚
)|

|𝑡𝑠|
> 𝑢

}︂)︂
𝑑𝑢

⩽ 2𝑚𝑐2

1
𝑚∫︁

0

𝑢2𝑚−1𝜇

(︂{︂
𝑠 ∈ R : |𝑠| ⩽ 1

𝑡𝑢

}︂)︂
𝑑𝑢

⩽ 2𝑚𝑐2𝐴

1
𝑚∫︁

0

𝑢2𝑚−1(𝑡𝑢)−𝛼𝜙(𝑢𝑡) 𝑑𝑢.



О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЕ 65

Здесь (и далее в замечании 2.1) константа 𝐴 > 0 определяется из условия теоремы:
𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐴𝜓

(︀
1
𝛿

)︀
для всех 𝛿 > 0. Таким образом,

𝐼𝑡(𝜇) = 𝒪

⎛⎜⎝𝑡−𝛼

1
𝑚∫︁

0

𝑢2𝑚−𝛼−1𝜙(𝑢𝑡) 𝑑𝑢

⎞⎟⎠ при 𝑡→ +∞.

Остается лишь применить теорему 2.2 для функции 𝑓(𝑢) = 𝑢2𝑚−𝛼−1 на интервале (0, 1
𝑚
).

В качестве 𝜃 можно взять произвольное число из интервала (0, 2𝑚− 𝛼).

Замечание 2.1. Для степенных скоростей 𝜓(𝑢) = 𝑢−𝛼, 𝛼 ∈ [0, 2𝑚) справедлива оценка

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 2𝑚𝑐2𝐴𝑡−𝛼

1
𝑚∫︁

0

𝑢2𝑚−𝛼−1 𝑑𝑢 =
2𝑐2𝐴

(2𝑚− 𝛼)𝑚2𝑚−𝛼−1
𝑡−𝛼.

3. Оценки скорости для усредняющих сетей типа (𝐵)

3.1. Максимальные скорости. Положим 𝑅(𝑠) = |𝑟(𝑠)|2; в случае усреднений (1.3)

имеем 𝑅(𝑠) = 𝑒−2𝑎|𝑠|𝑏 . Таким образом, нас интересует асимптотика интегралов

𝐼𝑛(𝜇) =

∫︁
R

𝑅𝑛(𝑠)𝑑𝜇(𝑠), и, соответственно, 𝐼𝑡(𝜇) =

∫︁
R

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠)

при 𝑛→ ∞ или 𝑡→ +∞.
Рассмотрим сначала максимально возможные скорости сходимости.

Теорема 3.1. Пусть 𝑞 ∈ (0, 1) тогда

𝐼𝑡(𝜇) = 𝒪(𝑞𝑡) при 𝑡→ +∞ ⇔ найдется 𝛿 > 0 такое, что 𝜇([−𝛿, 𝛿]) = 0.

Если для любого 𝑞 ∈ (0, 1) имеется асимптотическое соотношение 𝐼𝑡(𝜇) = 𝑜(𝑞𝑡) при
𝑡→ +∞, то 𝐼𝑡(𝜇) ≡ 0. Аналогичные утверждения справедливы для интегралов 𝐼𝑛(𝜇).

Доказательство. Если 𝜇([−𝛿, 𝛿]) = 0 для некоторого 𝛿 > 0, то∫︁
R

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) =

∫︁
|𝑠|>𝛿

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) ⩽ max
|𝑠|⩾𝛿

𝑅𝑡(𝑠)𝜇{|𝑠| ⩾ 𝛿} = 𝜇(R)𝑞𝑡,

где 𝑞 = max|𝑠|⩾𝛿 𝑅(𝑠) < 1. Обратно, пусть для некоторых констант 𝐴 > 0 и 𝑞 ∈ (0, 1) будет
𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴𝑞𝑡 при всех 𝑡 > 0. Тогда

1

𝑇

𝑇∫︁
0

∫︁
R

(︂
𝑅(𝑠)

𝑞

)︂𝑡

𝑑𝜇(𝑠)𝑑𝑡 ⩽ 𝐴.

Полагая

𝑔(𝑠) = lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(︂
𝑅(𝑠)

𝑞

)︂𝑡

𝑑𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
+∞, 𝑅(𝑠) > 𝑞,

1, 𝑅(𝑠) = 𝑞,

0, 𝑅(𝑠) < 𝑞,

меняя интегрирование местами по теореме Тонелли и применяя лемму Фату, получаем∫︁
R

𝑔(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) ⩽ 𝐴.
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Откуда заключаем, что 𝜇({𝑅(𝑠) > 𝑞}) = 0. Поскольку 𝑅 — непрерывная функция и
𝑅(0) = 1, открытое множество {𝑅(𝑠) > 𝑞} содержит некоторую окрестность нуля вида
[−𝛿, 𝛿]. Следовательно, 𝜇([−𝛿, 𝛿]) = 0.
Предположим теперь, что 𝐼𝑡(𝜇) = 𝑜(𝑞𝑡) при 𝑡→ +∞ для любого 𝑞 ∈ (0, 1). Тогда по до-

казанному 𝜇({𝑅(𝑠) > 𝑞}) = 0. Устремляя 𝑞 → +0, получаем равенство 𝜇({𝑅(𝑠) > 0}) = 0,
т.е. мера 𝜇 сосредоточена на нулях функции 𝑅. В этом случае мы получаем, что 𝐼𝑡(𝜇) ≡ 0.
Для интегралов 𝐼𝑛(𝜇) доказательство аналогично. Единственное отличие — вместо ин-

тегрирования 1
𝑇

𝑇∫︀
0

нужно произвести суммирование 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑘=1

.

Обсудим способ получения оценок для интеграла 𝐼𝑡(𝜇) по особенности меры 𝜇 около
нуля. В дальнейших рассуждениях будем предполагать, что 𝑅 — четная функция, моно-
тонно убывающая к нулю на бесконечности. Пусть для некоторого 𝐴 > 0 имеется оценка

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐴𝜙(𝛿)

для всех 𝛿 > 0, где 𝜙→ 0 при 𝛿 → +0. Тогда

𝐼𝑡(𝜇) =

∫︁
R

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) =

1∫︁
0

𝜇{𝑅𝑡(𝑠) > 𝑢} 𝑑𝑢

=

1∫︁
0

𝜇{|𝑠| < 𝑅−1(𝑢
1
𝑡 )} 𝑑𝑢 ⩽ 𝐴

1∫︁
0

𝜙(𝑅−1(𝑢
1
𝑡 )) 𝑑𝑢.

Предположим теперь, что для некоторой константы 𝐵 > 0 справедлива оценка интеграла

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐵𝜓(𝑡)

для всех 𝑡 > 0, где 𝜓 — положительная дифференцируемая монотонно убывающая функ-
ция. Тогда

𝜇([−𝛿, 𝛿]) =
∫︁

[−𝛿,𝛿]

𝑑𝜇(𝑠) = 𝑅−𝑡(𝛿)

∫︁
[−𝛿,𝛿]

𝑅𝑡(𝛿)𝑑𝜇(𝑠)

⩽ 𝑅−𝑡(𝛿)

∫︁
[−𝛿,𝛿]

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) ⩽ 𝑅−𝑡(𝛿)

∫︁
R

𝑅𝑡(𝑠)𝑑𝜇(𝑠) ⩽ 𝐵𝑅−𝑡(𝛿)𝜓(𝑡).

Откуда

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐵 inf
𝑡>0

𝑅−𝑡(𝛿)𝜓(𝑡) = 𝐵𝑅−𝑡0(𝛿)𝜓(𝑡0),

где 𝑡0 — единственная стационарная точка, удовлетворяющая уравнению

(ln𝜓)′(𝑡0) = ln𝑅(𝛿). (3.1)

3.2. Степенные оценки. Применим описанный метод для получения критерия сте-
пенной сходимости.

Теорема 3.2. Пусть 𝑅 — четная функция, монотонно убывающая к нулю на беско-
нечности, и константы 𝐴,𝐵, 𝛼 > 0.

(1) Если 𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐵𝑡−𝛼 для всех 𝑡 > 0, то

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐵
(︁ 𝑒
𝛼

)︁𝛼
ln𝛼 1

𝑅(𝛿)
для всех 𝛿 > 0.
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(2) Если 𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐴 ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

для всех 𝛿 > 0, то

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴Γ(𝛼 + 1)𝑡−𝛼 для всех 𝑡 > 0.

Доказательство. (1) Имеем 𝜓(𝑡) = 𝑡−𝛼. Находим 𝑡0 = 𝑡0(𝛿) из уравнения (3.1), получаем

𝑡0 = − 𝛼

ln(𝑅(𝛿))
.

Откуда следует искомая оценка: для всех 𝛿 > 0

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐵𝑅−𝑡0(𝛿)𝜓(𝑡0) = 𝐵𝑅−𝑡0(𝛿)𝑡−𝛼
0 = 𝐵

(︁ 𝑒
𝛼

)︁𝛼
ln𝛼 1

𝑅(𝛿)
.

(2) Имеем 𝜙(𝛿) = ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

. Тогда для всех 𝑡 > 0 получаем

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴

1∫︁
0

𝜙(𝑅−1(𝑢
1
𝑡 )) 𝑑𝑢 = 𝐴

1∫︁
0

ln𝛼(𝑢−
1
𝑡 ) 𝑑𝑢 = 𝐴𝑡−𝛼

1∫︁
0

ln𝛼

(︂
1

𝑢

)︂
𝑑𝑢.

Используя подстановку ln
(︀
1
𝑢

)︀
= 𝑠, приходим к искомой оценке

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴𝑡−𝛼

∞∫︁
0

𝑠𝛼𝑒−𝑠 𝑑𝑠 = 𝐴Γ(𝛼 + 1)𝑡−𝛼.

Константа 𝐴Γ(𝛼+ 1) в утверждении (2) теоремы 3.2 неулучшаема в классе всех конеч-
ных борелевских мер 𝜇 на R. Более того, она неулучшаема в классе спектральных мер
унитарных представлений группы R.
Действительно, рассмотрим последовательность мер 𝜇𝑛 с носителями в отрезках [0, 𝑛] :

𝑑𝜇𝑛(𝑠) = 𝜒[0,𝑛](𝑠)
𝑑

𝑑𝑠

(︂
ln𝛼 1

𝑅(𝑠)

)︂
𝑑𝑠.

Ввиду монотонности 𝑅 на положительной полупрямой производная определена везде за
исключением не более чем счетного множества точек (меры ноль). Для любого 𝛿 ∈ (0, 𝑛]
имеем

𝜇𝑛([−𝛿, 𝛿]) =
𝛿∫︁

0

𝑑

𝑑𝑠
ln𝛼 1

𝑅(𝑠)
𝑑𝑠 = ln𝛼 1

𝑅(𝛿)
,

т.е. 𝐴 = 1. Для интеграла при этом получаем равенство

𝐼𝑡(𝜇𝑛) =

𝑛∫︁
0

𝑅𝑡(𝑠)
𝑑

𝑑𝑠
ln𝛼 1

𝑅(𝑠)
𝑑𝑠 = 𝑅𝑡(𝑛) ln𝛼 1

𝑅(𝑛)
−

𝑛∫︁
0

ln𝛼 1

𝑅(𝑠)
𝑑𝑅𝑡(𝑠).

Положим 𝑦 = ln 1
𝑅𝑡(𝑛)

, тогда получим

𝐼𝑡(𝜇) = 𝑡−𝛼

⎛⎝𝑦𝛼𝑒−𝑦 +

𝑦∫︁
0

𝑠𝛼𝑒−𝑠 𝑑𝑠

⎞⎠ .

Нетрудно проверить, что выражение, стоящее в скобках, монотонно возрастает к Γ(𝛼 + 1)
при 𝑦 → +∞ (что происходит, когда 𝑛→ ∞).
Покажем, что меры 𝜇𝑛 могут быть реализованы как спектральные меры. Для этого

достаточно в гильбертовом пространстве ℋ = 𝐿2(R) рассмотреть группу унитарных опе-
раторов умножения

𝑈𝑡𝑓(𝑠) = 𝑒𝑖𝑡𝑠𝑓(𝑠).
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Нетрудно проверить, что неподвижной точкой этой группы является только нулевая функ-
ция, а спектральная мера имеет вид 𝑑𝜎𝑓 (𝑠) = |𝑓(𝑠)|2 𝑑𝑠. Таким образом, достаточно взять
функции

𝑓𝑛(𝑠) = 𝜒[0,𝑛](𝑠)

√︃
𝑑

𝑑𝑠

(︂
ln𝛼 1

𝑅(𝑠)

)︂
, 𝑛 ⩾ 1.

Отметим, что с помощью этой же группы унитарных операторов доказывалась неулуч-
шаемость констант для оценок в классической теореме фон Неймана (см. [19, 3.4]).

Замечание 3.1. Для усреднений типа (1.3) критерий степенной сходимости имеет
вид:

𝜇([−𝛿, 𝛿]) = 𝒪(𝛿𝛼𝑏) ⇐⇒ 𝐼𝑡(𝜇) = 𝒪(𝑡−𝛼).

3.3. Растянутые экспоненциальные скорости. Как видно из теоремы 3.1, интегра-
лы 𝐼𝑡(𝜇) допускают любые скорости вплоть до экспоненциальных. Получим условия для
растянутых экспоненциальных скоростей.

Теорема 3.3. Пусть 𝑅 — четная функция, монотонно убывающая к нулю на беско-
нечности, и константы 𝐴,𝐵 > 0 и 𝛼 ∈ (0, 1).

(1) Если 𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐵𝑞𝑡
𝛼
для всех 𝑡 > 0 и некоторого 𝑞 ∈ (0, 1), то

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐵 exp

(︃
−
(︂

𝑄

ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

)︂ 1
1−𝛼

)︃
для всех 𝛿 > 0, где 𝑄 = 𝛼𝛼(1− 𝛼)1−𝛼 ln(1

𝑞
).

(2) Если

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐴 exp

(︃
−
(︂

𝑄

ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

)︂ 1
1−𝛼

)︃
для всех 𝛿 > 0 и некоторого 𝑄 > 0, то

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴
√︀
2𝜋𝑄(1− 𝛼)𝛼𝛼1−𝛼 𝑡

𝛼
2 𝑞𝑡

𝛼

для всех достаточно больших 𝑡 > 0, где 𝑞 = exp
(︁
− 𝑄

𝛼𝛼(1−𝛼)1−𝛼

)︁
.

Доказательство. (1) Действуем так же как при доказательстве теоремы 3.2 про степенные
скорости. Имеем 𝜓(𝑡) = 𝑞𝑡

𝛼
. Находим 𝑡0 = 𝑡0(𝛿) из уравнения (3.1):

𝑡0 =

(︂
𝛼 ln(𝑞)

ln(𝑅(𝛿))

)︂ 1
1−𝛼

.

Откуда для всех 𝛿 > 0 получаем

𝜇([−𝛿, 𝛿]) ⩽ 𝐵𝑅−𝑡0(𝛿)𝜓(𝑡0) = 𝐵𝑅−𝑡0(𝛿)𝑞𝑡
𝛼
0 = 𝐵 exp

(︃
−
(︂

𝑄

ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

)︂ 1
1−𝛼

)︃
.

(2) Имеем

𝜙(𝛿) = exp

(︃
−
(︂

𝑄

ln𝛼 1
𝑅(𝛿)

)︂ 1
1−𝛼

)︃
.

Тогда для всех 𝑡 > 0 получаем

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴

1∫︁
0

𝜙(𝑅−1(𝑢
1
𝑡 )) 𝑑𝑢 = 𝐴

1∫︁
0

exp

(︃
−
(︂

𝑄

ln𝛼 1

𝑢
1
𝑡

)︂ 1
1−𝛼

)︃
𝑑𝑢.
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Используя подстановку ln
(︀
1
𝑢

)︀
= 𝑠, приходим к интегралу

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴

∞∫︁
0

exp

(︃
−

(︃
𝑠+

(︂
𝑄𝑡𝛼

𝑠𝛼

)︂ 1
1−𝛼

)︃)︃
𝑑𝑠.

Положим 𝑇 = 𝑄𝑡𝛼, 𝛽 = 𝛼
1−𝛼

и сделаем в интеграле замену 𝑠 = 𝑇𝑢, тогда

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴𝑇

∞∫︁
0

exp

(︂
−𝑇

(︂
𝑢+

1

𝑢𝛽

)︂)︂
𝑑𝑢.

К получившемуся интегралу, для определения его асимптотики, применим метод Лапла-
са [10, глава 2], [8]. Поскольку гладкая функция 𝑓(𝑢) = −𝑢 − 1

𝑢𝛽 имеет единственный
максимум в точке

𝑢0 = 𝛽
1

𝛽+1 =

(︂
𝛼

1− 𝛼

)︂1−𝛼

,

при 𝑇 → ∞ будет верно асимптотическое равенство
∞∫︁
0

exp

(︂
−𝑇

(︂
𝑢+

1

𝑢𝛽

)︂)︂
𝑑𝑢 = 𝑒𝑇𝑓(𝑢0)

√︃
2𝜋

−𝑓 ′′(𝑢0)

(︁
𝑇− 1

2 +𝒪(𝑇−1)
)︁

Подставляя значения

𝑓(𝑢0) = − 1

(1− 𝛼)1−𝛼𝛼𝛼
, 𝑓 ′′(𝑢0) = − 1

(1− 𝛼)𝛼𝛼1−𝛼
,

получим при достаточно больших 𝑡 > 0

𝐼𝑡(𝜇) ⩽ 𝐴𝑄
1
2 𝑡

𝛼
2 exp

(︂
− 𝑄𝑡𝛼

𝛼𝛼(1− 𝛼)1−𝛼

)︂√︀
2𝜋(1− 𝛼)𝛼𝛼1−𝛼.

Замечание 3.2. Теоремы 3.2 и 3.3 справедливы и для дискретной последовательности
мер 𝜈𝑛 (возможно с немного другими константами).
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