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ЗАДАЧА КОШИ И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ ИНТЕГРО–ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ТИПА ГЕРАСИМОВА С РЕГУЛЯРНЫМ ЯДРОМ

В.Е. ФЕДОРОВ, А.В. НАГУМАНОВА, А.О. САГИМБАЕВА

Аннотация. Исследованы вопросы однозначной разрешимости задачи Коши для ли-
нейного регулярного интегро–дифференциального уравнения типа Герасимова в бана-
ховом пространстве. Это позволило получить критерий корректности для соответству-
ющей линейной обратной задачи с постоянным неизвестным коэффициентом в правой
части. Абстрактные результаты использованы при рассмотрении прямой и обратной
начально–краевых задач для класса уравнений с интегро–дифференциальным опера-
тором типа Герасимова по времени и полиномами от оператора Лапласа по простран-
ственным переменным, а также при изучении однозначной разрешимости задачи Коши
и линейной обратной задачи для системы обыкновенных интегро–дифференциальных
уравнений. Регулярное ядро интегрального оператора в рассмотренной системе явля-
ется существенно операторнозначным и задает в уравнениях системы линейные ком-
бинации различных интегро–дифференциальных операторов.
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1. Введение

В последние десятилетия устойчивый интерес исследователей вызывают задачи для
уравнений с различными дробными производными, которые используются при модели-
ровании явлений и процессов в физике, химии, биологии, в технических и социально–
гуманитарных науках (см. монографии [4]–[7], [18], [22] и библиографию в них). Большин-
ство дробных производных представляют собой интегро–дифференциальные операторы, в
которых сначала на функцию действует интегральный оператор свертки, а затем — опера-
тор обычного дифференцирования, как в дробной производной Римана — Лиувилля, или
наоборот, как в дробной производной Герасимова — Капуто. При этом ядро в интегральном
операторе является сингулярным. Работы различных авторов посвящены исследованию
как прямых, так и обратных коэффициентных задач для дифференциальных уравнений
дробного порядка (см., например, [1], [2], [10], [15], [20]).
Начальные задачи для линейных уравнений в банаховых пространствах, разрешенных

относительно интегро–дифференциального оператора (типа Римана — Лиувилля или типа
Герасимова в зависимости от порядка действия в них оператора свертки и оператора диф-
ференцирования) с абстрактным сингулярным интегральным ядром, в случае ограничен-
ного оператора при искомой функции исследованы в [14]. В работах [8], [13] исследованы
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вопросы однозначной разрешимости начальных задач для интегро–дифференциальных
уравнений типа Герасимова и типа Римана — Лиувилля соответственно с неограничен-
ным линейным оператором, порождающим аналитическое в секторе разрешающее семей-
ство операторов соответствующего линейного однородного уравнения. Линейные обратные
задачи для таких уравнений типа Римана — Лиувилля изучены в [9].
В последнее время объектом исследования стали интегро–дифференциальные операто-

ры с регулярным интегральным ядром, в частности, так называемые производные Ка-
путо — Фабрицио [11]. См. также дискуссию по поводу обоснованности отнесения таких
интегро–дифференциальных операторов к классу дробных производных [12], [17], [21], [23].
(Отметим, что настоящая работа остается в стороне от этой дискуссии и не использует
в отношении таких интегро–дифференциальных операторов термин «дробная производ-
ная».) В работе [3] исследуются вопросы однозначной разрешимости прямых и обратных
коэффициентных задач для эволюционных уравнений в банаховых пространствах с про-
изводной Капуто — Фабрицио типа Герасимова, а в [16] — для уравнений с абстрактным
регулярным интегро–дифференциальным оператором типа Римана — Лиувилля и ограни-
ченным оператором при искомой функции. Настоящая работа продолжает исследования
работ [3], [16] и посвящена изучению прямых и обратных задач для уравнений в банахо-
вых пространствах с абстрактным регулярным интегро–дифференциальным оператором
типа Герасимова.
Пусть 𝒵, 𝒰 — банаховы пространства, через ℒ(𝒰 ;𝒵) будем обозначать банахово про-

странство линейных непрерывных операторов из 𝒰 в 𝒵. При 𝒰 = 𝒵 это обозначение
сократится до ℒ(𝒵). Рассмотрим задачу Коши

𝑧(0) = 𝑧0 (1.1)

для эволюционного уравнения

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐷1𝑧(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴𝑧(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1.2)

где 𝐷1 — оператор первой производной, 𝐴 — линейный замкнутый оператор, 𝐾 ∈
𝐶1(R+;ℒ(𝒵)), 𝐵 : [0, 𝑇 ] → ℒ(𝒰 ;𝒵), 𝑢 ∈ 𝒰 , 𝑔 : [0, 𝑇 ] → 𝒵. Получены условия одно-
значной разрешимости задачи Коши (1.1) для уравнения (1.2) с известной правой частью.
Это позволило изучить обратную коэффициентную задачу для такого уравнения. Условие
переопределения в ней имеет вид

𝑇∫︁
0

𝑧(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) = 𝑧𝑇 (1.3)

в случае независящего от времени неизвестного коэффициента 𝑢, здесь 𝜇 — заданная
функция ограниченной вариации, 𝑧𝑇 ∈ 𝒵.
Во втором параграфе настоящей работы получены условия однозначной разрешимости

задачи Коши для линейного однородного интегро–дифференциального уравнения. Тре-
тий параграф содержит аналогичный результат для линейного неоднородного уравнения.
В §4 получен критерий корректности линейной обратной задачи (1.1)–(1.3). Полученные
общие результаты применяются для исследования прямых и обратных начально–краевых
задач для класса уравнений в частных производных с интегро–дифференциальным опера-
тором типа Герасимова и полиномами от оператора Лапласа. Для системы обыкновенных
интегро–дифференциальных уравнений также изучена задача Коши и обратная задача с
постоянным неизвестным элементом. Ядро интегрального оператора в рассмотренной си-
стеме является существенно операторнозначным и задает в уравнениях системы линейные
комбинации различных интегро–дифференциальных операторов.
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2. Задача Коши для однородного уравнения

Пусть 𝒵 — банахово пространство, 𝒞𝑙(𝒵) — множество всех линейных замкнутых опе-
раторов, плотно определенных в пространстве 𝒵, область определения 𝐷𝐴 оператора
𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵) снабжена нормой графика ‖ · ‖𝐷𝐴

:= ‖ · ‖𝒵 + ‖𝐴 · ‖𝒵 ,
𝜌(𝐴) := {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵)}

— резольвентное множество оператора 𝐴, а 𝜎(𝐴) = C ∖ 𝜌(𝐴) — его спектр, R+ = {𝑎 ∈ R :
𝑎 > 0}, R+ = R+ ∪ {0}, 𝐾(𝑡) ∈ ℒ(𝒵) при 𝑡 > 0. Определим оператор свертки

(𝐽𝐾𝑧)(𝑡) :=

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑧(𝑠)𝑑𝑠 := (𝐾 * 𝑧)(𝑡), 𝑡 > 0,

и интегро–дифференциальный оператор типа Герасимова

(𝐷𝐾,1𝑧)(𝑡) := (𝐽𝐾𝐷1𝑧)(𝑡) :=

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐷1𝑧(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

где 𝐷1 — оператор обычной производной первого порядка.
При 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];ℒ(𝒵)), 𝑧0 ∈ 𝐷𝐴 рассмотрим задачу Коши

𝑧(0) = 𝑧0 (2.1)

для уравнения
(𝐷𝐾,1𝑧)(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (2.2)

Решением задачи Коши (2.1), (2.2) назовём функцию 𝑧 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐷𝐴) ∩𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝒵), удо-

влетворяющую условию (2.1) и равенству (2.2).

Лемма 2.1. Пусть 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];ℒ(𝒵)). Тогда если решение задачи (2.1),
(2.2) существует, то 𝑧0 ∈ ker𝐴.

Доказательство. Для 𝑧 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝒵)⃦⃦⃦⃦

⃦⃦
𝑡∫︁

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐷1𝑧(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝒵

⩽ max
𝑠∈[0,𝑇 ]

‖𝐾(𝑠)‖ℒ(𝒵)

𝑡∫︁
0

‖𝐷1𝑧(𝑠)‖𝒵𝑑𝑠→ 0, 𝑡→ 0 + .

По определению решения 𝑧 имеем

𝐴𝑧0 = lim
𝑡→0+

𝐴𝑧(𝑡) = lim
𝑡→0+

(𝐷𝐾,1𝑧)(𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐷1𝑧(𝑠)𝑑𝑠 = 0.

Теорема 2.1. Пусть

𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];ℒ(𝒵)), (𝐾(0)− 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵), 𝑧0 ∈ ker𝐴.

Тогда функция 𝑧(𝑡) ≡ 𝑧0 является единственным решением задачи Коши (2.1), (2.2).

Доказательство. Легко проверить, что 𝑧(𝑡) ≡ 𝑧0 является решением задачи (2.1), (2.2).
Докажем единственность. Предположим,что 𝑧1 и 𝑧2 — решения задачи (2.1), (2.2), тогда
функция 𝑦 = 𝑧1 − 𝑧2 является решением задачи Коши 𝑦(0) = 0 для уравнения

(𝐷𝐾,1𝑦)(𝑡) = 𝐾(0)𝑦(𝑡)−𝐾(𝑡)𝑦(0)− (𝐽𝐾′
𝑦)(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡).

Отсюда 𝑦(𝑡) = (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝐽𝐾′
𝑦)(𝑡).
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Рассмотрим оператор

𝐵𝑦(𝑡) = (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝐽𝐾′
𝑦)(𝑡)

в пространстве 𝐿1(0, 𝑇1;𝒵) при некотором 𝑇1 ∈ (0, 𝑇 ]. Если 𝐾 ′ ≡ 0, то

𝑦(𝑡) = (𝐾(0)− 𝐴)−10 ≡ 0.

Если ‖𝐾 ′‖𝐶([0,𝑇1];ℒ(𝒵)) ̸= 0, для 𝑞 ∈ (0, 1) возьмем

𝑇1 = 𝑞‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖−1
ℒ(𝒵)‖𝐾

′‖−1
𝐶([0,𝑇1];ℒ(𝒵))

и получим

‖𝐵𝑦‖𝐿1(0,𝑇1;𝒵) ⩽ ‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵)

𝑇1∫︁
0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡∫︁
0

𝐾 ′(𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝒵

𝑑𝑡

⩽ 𝑇1‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵)‖𝐾 ′‖𝐶([0,𝑇1];ℒ(𝒵))‖𝑦‖𝐿1(0,𝑇1;𝒵) = 𝑞‖𝑦‖𝐿1(0,𝑇1;𝒵).

Следовательно, оператор 𝐵 является сжимающим в пространстве 𝐿1(0, 𝑇1;𝒵), поэтому
единственным решением уравнения 𝑦 = 𝐵𝑦 в этом пространстве является функция 𝑦 = 0
п. в. на (0, 𝑇1).
Если 𝑇1 < 𝑇 , рассмотрим пространство

𝐿𝑇1
1 (0, 2𝑇1;𝒵) := {𝑦 ∈ 𝐿1(0, 2𝑇1;𝒵) : 𝑦(𝑡) = 0 п. в. на (0, 𝑇1)}.

Тогда

‖𝐵‖ℒ(𝐿𝑇1
1 (0,2𝑇1;𝒵)) ⩽ (2𝑇1 − 𝑇1)‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵)‖𝐾 ′‖𝐶([0,2𝑇1];ℒ(𝒵)) = 𝑞 < 1,

отсюда следует единственность тривиального решения уравнения 𝑦 = 𝐵𝑦 на (0, 2𝑇1). Если
2𝑇1 < 𝑇 , возьмём пространство

𝐿2𝑇1
1 (0, 3𝑇1;𝒵) := {𝑦 ∈ 𝐿1(0, 3𝑇1;𝒵) : 𝑦(𝑡) = 0 п. в. на (0, 2𝑇1)}

и докажем единственность тривиального решения уравнения 𝑦 = 𝐵𝑦 на отрезке [0, 3𝑇1].
Повторяя рассуждения, за конечное число шагов полностью покроем отрезок [0, 𝑇 ]. Значит
решение задачи (2.1), (2.2) единственно на [0, 𝑇 ].

3. Задача Коши для неоднородного уравнения

Пусть 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];ℒ(𝒵)), 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵), 𝑧0 ∈ 𝐷𝐴. Рассмотрим задачу
Коши

𝑧(0) = 𝑧0 (3.1)

для линейного неоднородного уравнения

(𝐷𝐾,1𝑧)(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (3.2)

Решением задачи Коши (3.1), (3.2) назовём функцию 𝑧 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐷𝐴) ∩𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝒵), удо-

влетворяющую условию (3.1) и равенству (3.2).
Аналогично лемме 2.1 получаем

Лемма 3.1. Если решение задачи (3.1), (3.2) существует, то 𝐴𝑧0 + 𝑓(0) = 0.

Для функции ℎ : R+ → 𝒵 обозначим её преобразование Лапласа через ̂︀ℎ.
Далее будем предполагать выполнение следующего условия.

( ̂︀𝐾) Для функции 𝐾 ∈ 𝐶1(R+;ℒ(𝒵)) существует преобразование Лапласа ̂︀𝐾(𝜆), продол-
жаемое до однозначной аналитической функцией на множестве

Ω𝑎𝐾 := {𝜆 ∈ C : |𝜆| > 𝑎𝐾}.
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Лемма 3.2. Пусть 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶1(R+;ℒ(𝒵)), (𝐾(0)− 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵), выполняется

условие ( ̂︀𝐾). Тогда при некотором 𝑟 > 𝑎𝐾 определена и аналитична оператор-функция

𝑍(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1𝑒𝜆𝑡𝑑𝜆, 𝑡 ∈ C. (3.3)

Доказательство. По теореме о начальном значении оригинала [19] lim
𝜆→+∞

𝜆 ̂︀𝐾(𝜆) = 𝐾(0) в

ℒ(𝒵). Поскольку (𝐾(0)−𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵), с учетом условия ( ̂︀𝐾) это означает, что существуют
операторы

(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1 = (𝐾(0)− 𝐴+ 𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)−𝐾(0))−1

= (𝐼 + (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)−𝐾(0)))−1(𝐾(0)− 𝐴)−1

для достаточно больших |𝜆| > 𝑟0 ⩾ 𝑎𝐾 , для которых

‖(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)−𝐾(0))‖ℒ(𝒵) < ‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖−1
ℒ(𝒵).

При этом существует такое 𝐶 > 0, что при всех |𝜆| > 𝑟0 ⩾ 𝑎𝐾

‖(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵) ⩽ 𝐶.

Также заметим, что

(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 = 𝐼 + (𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝜇 ̂︀𝐾(𝜇))(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1,

(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1 = (𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝜇 ̂︀𝐾(𝜇))(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1,

‖(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵)

⩽ 𝐶‖𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)‖ℒ(𝒵)‖(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵) → 0, 𝜆→ 𝜇.

Кроме того,

𝑑

𝑑𝜇
(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 = −(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1

[︂
𝑑

𝑑𝜇
[𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)]

]︂
(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1.

Следовательно, подынтегральное выражение в (3.3) аналитично в Ω𝑟0 , и поскольку контур
{|𝜆| = 𝑟 > 𝑟0} ограничен, функция 𝑍(𝑡) аналитична по 𝑡 ∈ C.

Теорема 3.1. Пусть

𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶1(R+;ℒ(𝒵)), 𝐾(0)− 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵),

выполняется условие ( ̂︀𝐾),

𝑓 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝒵), 𝐴𝑧0 + 𝑓(0) = 0.

Тогда функция

𝑧(𝑡) = 𝑧0 + (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝑓(𝑡)− 𝑓(0))−
𝑡∫︁

0

𝑍(𝑠)𝑓(0)𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, (3.4)

является единственным решением задачи (3.1), (3.2).

Доказательство. Очевидно, что выполняется начальное условие 𝑧(0) = 𝑧0, при этом

𝐷1𝑧(𝑡) = (𝐾(0)− 𝐴)−1𝐷1𝑓(𝑡)− 𝑍(𝑡)𝑓(0) + 𝑍(0)𝑓(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐷1𝑍(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ;𝒵),

𝐷𝐾,1𝑧(𝑡) = (𝐾(0)− 𝐴)−1𝐷𝐾,1𝑓(𝑡)− 𝐽𝐾 [𝑍(𝑡)𝑓(0)] + 𝐽𝐾 [𝑍(0)𝑓(𝑡)]
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+ 𝐽𝐾

𝑡∫︁
0

𝐷1𝑍(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵),

𝐴(𝐾(0)− 𝐴)−1 = 𝐾(0)(𝐾(0)− 𝐴)−1 − 𝐼 ∈ ℒ(𝒵),

𝐴𝑍(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

𝐴(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1𝑒𝜆𝑡𝑑𝜆

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1𝑒𝜆𝑡𝑑𝜆 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];ℒ(𝒵)),

𝐴𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧0 + 𝐴(𝐾(0)− 𝐴)−1(𝑓(𝑡)− 𝑓(0))−
𝑡∫︁

0

𝐴𝑍(𝑠)𝑓(0)𝑑𝑠

+

𝑡∫︁
0

𝐴𝑍(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵).

Для Re𝜇 > 𝑟 по интегральной формуле Коши

̂︀𝑍(𝜇) = 1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

1

𝜇− 𝜆
(𝜆 ̂︀𝐾(𝜆)− 𝐴)−1𝑑𝜆 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜂|= 1

𝑟

1

𝜇− 1
𝜂

(︂
1

𝜂
̂︀𝐾 (︂

1

𝜂

)︂
− 𝐴

)︂−1
𝑑𝜂

𝜂2

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜂|= 1

𝑟

1

𝜇𝜂
(︁
𝜂 − 1

𝜇

)︁ (︂
1

𝜂
̂︀𝐾 (︂

1

𝜂

)︂
− 𝐴

)︂−1

𝑑𝜂 = (𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝐾(0)− 𝐴)−1.

Доопределим функцию 𝑓 непрерывным ограниченным образом при 𝑡 > 𝑇 и обозначим
𝑧𝑓 := 𝑍 * 𝑓 , тогда̂︀𝑧𝑓 (𝜇) = ̂︀𝑍(𝜇) ̂︀𝑓(𝜇) = [(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝐾(0)− 𝐴)−1] ̂︀𝑓(𝜇).
Следовательно,

̂︀𝑧(𝜇) = 𝑧0
𝜇

+ (𝐾(0)− 𝐴)−1

(︂̂︀𝑓(𝜇)− 1

𝜇
𝑓(0)

)︂
− 1

𝜇
[(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝐾(0)− 𝐴)−1]𝑓(0)+

+ [(𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)−1 − (𝐾(0)− 𝐴)−1] ̂︀𝑓(𝜇),
𝐷𝐾,1𝑧(𝜇)− ̂︁𝐴𝑧(𝜇) = (𝜇 ̂︀𝐾(𝜇)− 𝐴)̂︀𝑧(𝜇)− ̂︀𝐾(𝜇)𝑧0 = −𝐴𝑧0

𝜇
− 1

𝜇
𝑓(0) + ̂︀𝑓(𝜇) = ̂︀𝑓(𝜇).

Применив обратное преобразование Лапласа, получаем (3.2).
Единственность решения доказывается, как при доказательстве теоремы 2.1.

4. Обратная задача с постоянным коэффициентом

Пусть 𝒵, 𝒰 — банаховы пространства. Рассмотрим обратную задачу для эволюционного
уравнения

(𝐷𝐾,1𝑧)(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (4.1)

где 𝐷𝐾,1 — интегро–дифференциальный оператор типа Герасимова,

𝐾 ∈ 𝐶1(R+;ℒ(𝒵)), 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐵 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;ℒ(𝒰 ;𝒵)), 𝑔 ∈ 𝑊 1

1 (0, 𝑇 ;𝒵),

с начальным условием
𝑧(0) = 𝑧0 (4.2)
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и условием переопределения
𝑇∫︁

0

𝑧(𝑡)𝑑𝜈(𝑡) = 𝑧𝑇 ∈ 𝐷𝐴, (4.3)

где функция 𝜈 : (0, 𝑇 ] → R имеет ограниченную вариацию, коротко 𝜈 ∈ 𝐵𝑉 ((0, 𝑇 ];R).
Здесь учитывается тот факт, что 𝐴𝑧 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝒵), поэтому

𝐴

𝑇∫︁
0

𝑧(𝑡)𝑑𝜈(𝑡) =

𝑇∫︁
0

𝐴𝑧(𝑡)𝑑𝜈(𝑡) и

𝑇∫︁
0

𝑧(𝑡)𝑑𝜈(𝑡) ∈ 𝐷𝐴.

При этом дополнительный неизвестный элемент 𝑢 в уравнении (4.1) требуется найти с
использованием дополнительного условия (4.3).
Назовем элемент 𝑢 ∈ 𝒰 решением задачи (4.1)–(4.3), если при этом 𝑢 существует ре-

шение 𝑧 задачи Коши (4.1), (4.2), которое удовлетворяет условию (4.3). Задачу (4.1)–(4.3)
назовем корректной, если для любых 𝑧0, 𝑧𝑇 ∈ 𝐷𝐴, 𝑔 ∈ 𝑊 1

1 (0, 𝑇 ;𝒵) существует единственное
решение 𝑢 ∈ 𝒰 задачи, при этом оно удовлетворяет оценке

‖𝑢‖𝒰 ⩽ 𝐶
(︀
‖𝑧0‖𝒵 + ‖𝑧𝑇‖𝒵 + ‖𝑔‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵)

)︀
, (4.4)

где 𝐶 > 0 не зависит от 𝑧0, 𝑧𝑇 , 𝑔.
В силу представления решения (3.4) в случае существования решения задачи Коши

(4.1), (4.2) элемент 𝑢 является решением задачи (4.1)–(4.3) тогда и только тогда, когда он
удовлетворяет уравнению

Ψ𝑢 = 𝜓, (4.5)

где Ψ и 𝜓 определены формулами

Ψ :=

𝑇∫︁
0

(𝐾(0)− 𝐴)−1(𝐵(𝑡)−𝐵(0))𝑑𝜈(𝑡)−
𝑇∫︁

0

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑠)𝐵(0)𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡)

+

𝑇∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡) ∈ ℒ(𝒰 ;𝒵)

𝜓 :=𝑧𝑇 −
𝑇∫︁

0

𝑑𝜈(𝑡)𝑧0 −
𝑇∫︁

0

(𝐾(0)− 𝐴)−1(𝑔(𝑡)− 𝑔(0))𝑑𝜈(𝑡) +

𝑇∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑠)𝑔(0)𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡)

−
𝑇∫︁

0

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡) ∈ 𝒵.

Теорема 4.1. Пусть

𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵), 𝐾 ∈ 𝐶1(R+;ℒ(𝒵)), (𝐾(0)− 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵),

выполняется условие ( ̂︀𝐾),

𝐵 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;ℒ(𝒰 ;𝒵)), 𝐵(0) = 0, 𝑔 ∈ 𝑊 1

1 (0, 𝑇 ;𝒵),

𝑧0, 𝑧𝑇 ∈ 𝐷𝐴, 𝐴𝑧0 + 𝑔(0) = 0, 𝜈 ∈ 𝐵𝑉 ((0, 𝑇 ];C).

Тогда обратная задача (4.1)–(4.3) корректна в том и только в том случае, когда су-
ществует обратный оператор Ψ−1 ∈ ℒ(𝒵;𝒰). При этом решение задачи имеет вид
𝑢 = Ψ−1𝜓.
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Доказательство. По теореме 3.1, существует решение задачи Коши (4.1), (4.2) при из-
вестном элементе 𝑢 ∈ 𝒰 и это решение имеет вид

𝑧(𝑡) =𝑧0 + (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝐵(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡)−𝐵(0)𝑢− 𝑔(0))−
𝑡∫︁

0

𝑍(𝑠)(𝐵(0)𝑢+ 𝑔(0))𝑑𝑠

+

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑡− 𝑠)(𝐵(𝑠)𝑢+ 𝑔(𝑠))𝑑𝑠.

Подставляя это решение в условие переопределения (4.3), получаем равенство (4.5), из
которого следует требуемое. При этом в силу равенства 𝐵(0) = 0 имеем

Ψ :=

𝑇∫︁
0

(𝐾(0)− 𝐴)−1𝐵(𝑡)𝑑𝜈(𝑡) +

𝑇∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑡− 𝑠)𝐵(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡),

‖𝑢‖𝒰 ⩽ ‖Ψ−1‖ℒ(𝒵;𝒰)‖𝜓‖𝒵 ⩽ ‖Ψ−1‖ℒ(𝒵;𝒰)(‖𝑧𝑇‖𝒵 + 𝑉 𝑇
0 (𝜈)‖𝑧0‖𝒵

+ 2𝑇𝑉 𝑇
0 (𝜈)‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵)‖𝑔‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵) + 2𝑇 2𝑉 𝑇

0 (𝜈)‖𝑍‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵)‖𝑔‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵))

⩽ 𝐶
(︀
‖𝑧0‖𝒵 + ‖𝑧𝑇‖𝒵 + ‖𝑔‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵)

)︀
при

𝐶 = max{1, 𝑉 𝑇
0 (𝜈), (2𝑇𝑉 𝑇

0 (𝜈)‖(𝐾(0)− 𝐴)−1‖ℒ(𝒵) + 2𝑇 2𝑉 𝑇
0 (𝜈)‖𝑍‖𝐶([0,𝑇 ];𝒵))} > 0.

Здесь 𝑉 𝑇
0 (𝜈) — вариация функции 𝜈 на полуинтервале (0, 𝑇 ].

5. Один класс начально–краевых задач

Пусть

𝑃𝑛(𝜆) =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑐𝑗𝜆
𝑗, 𝑄𝑛(𝜆) =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑑𝑗𝜆
𝑗,

𝑐𝑗, 𝑑𝑗 ∈ C, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛 ∈ N0 : N ∪ {0}, 𝑑𝑛 ̸= 0. Пусть Ω ⊂ R𝑑 является ограниченной
областью с гладкой границей 𝜕Ω, в ней задан оператор Лапласа

∆𝑤(𝜉) =
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
(𝜉)

с областью определения 𝐷Δ = 𝐻2
0 (Ω) := {𝑤 ∈ 𝐻2(Ω) : 𝑤(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ 𝜕Ω}. Как извест-

но, спектр 𝜎(∆) оператора ∆ является отрицательным, дискретным, конечнократным и
сгущается только на −∞. Пусть {𝜙𝑘 : 𝑘 ∈ N} — ортонормированная в 𝐿2(Ω) система
собственных функций оператора ∆, занумерованных по невозрастанию соответствующих
собственных значений {𝜆𝑘 : 𝑘 ∈ N} с учётом их кратности.
Рассмотрим обратную задачу с независящим от времени элементом 𝑢

𝑣(𝜉, 𝑠) = 𝑣0(𝜉), 𝜉 ∈ Ω, (5.1)

∆𝑘𝑣(𝜉, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (𝜉, 𝑡) ∈ 𝜕Ω× [0, 𝑇 ], (5.2)

𝑃𝑛(∆)

𝑡∫︁
0

𝑎𝐸𝛽
𝛼,1(𝑏(𝑡− 𝑠)𝛼)

𝜕𝑣

𝜕𝑠
(𝜉, 𝑠)𝑑𝑠

= 𝑄𝑛(∆)𝑣(𝜉, 𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑢(𝜉) + ℎ(𝜉, 𝑡), (𝜉, 𝑡) ∈ Ω× [0, 𝑇 ],

(5.3)

𝑣(𝜉, 𝑇 ) = 𝑣𝑇 (𝜉), 𝜉 ∈ Ω, (5.4)
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где функции 𝑣0, 𝑣𝑇 : Ω → R, 𝑐 : [0, 𝑇 ] → R, ℎ : Ω× [0, 𝑇 ] → R заданы.
В уравнении (5.3) ядром интегро–дифференциального оператора является обобщенная

функция Миттаг–Леффлера [18]

𝐾𝛼,𝛽(𝑡) := 𝑎𝐸𝛽
𝛼,1(𝑏𝑡

𝛼)𝐼 = 𝑎
∞∑︁
𝑘=0

(𝛽)𝑘𝑏
𝑘𝑡𝛼𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1)
𝐼, 𝑎, 𝑏 ∈ R ∖ {0}, 𝛼, 𝛽 ∈ N,

где (𝛽)𝑘 — символ Похгаммера [18]. Ее образ Лапласа

̂︀𝐾𝛼,𝛽(𝜆) =
𝑎𝜆𝛼𝛽−1

(𝜆𝛼 − 𝑏)𝛽
𝐼

является однозначной аналитической функцией на множестве

Ω
|𝑏|

1
𝛼
:= {𝜇 ∈ C : |𝜇| > |𝑏|

1
𝛼},

поэтому для нее выполняется условие ( ̂︀𝐾) при 𝑎𝐾 = |𝑏| 1𝛼 . Заметим, что при 𝛼 = 𝛽 = 1,
𝐾1,1(𝑡) = 𝑎𝑒𝑏𝑡 и интегро–дифференциальный оператор 𝐷𝐾,1 представляет собой производ-
ную Капуто — Фабрицио [11], а при 𝛼 ∈ N ∖ {0}, 𝛽 = 1, 𝐾𝛼,1(𝑡) = 𝑎𝐸𝛼(𝑏𝑡

𝛼) — однопа-
раметрическая функция Миттаг–Леффлера [18] и 𝐷𝐾,1 — так называемая производная
Атанганы — Балеану.
Положим

𝑛0 := max{𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} : 𝑐𝑗 ̸= 0},
𝒵 = {𝑤 ∈ 𝐻2𝑟𝑛0(Ω) : ∆𝑘𝑤(𝜉) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛0 − 1, 𝜉 ∈ 𝜕Ω}.

Оператор 𝑃𝑛(∆) ∈ ℒ(𝒵;𝐿2(Ω)) непрерывно обратим тогда и только тогда, когда 𝑃𝑛(𝜆𝑘) ̸= 0
при всех 𝑘 ∈ N. В этом случае определим на банаховом пространстве 𝒵 линейный оператор
𝐴 = 𝑃𝑛(∆)−1𝑄𝑛(∆), который ограничен в 𝒵, если 𝑛0 = 𝑛, т. е. 𝑐𝑛 ̸= 0. Если же 𝑐𝑛 = 0 и
𝑛0 < 𝑛, имеем 𝐴 ∈ 𝒞𝑙(𝒵) с областью определения

𝐷𝐴 = {𝑤 ∈ 𝐻2𝑟𝑛(Ω) : ∆𝑘𝑤(𝜉) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, 𝜉 ∈ 𝜕Ω}.
Задача (5.1)–(5.3) редуцирована к задаче (4.1), (4.2).
Обозначим

𝜁𝑘(𝑡) :=
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

𝑒𝜆𝑡𝑑𝜆
𝑎𝜆𝛼𝛽

(𝜆𝛼−𝑏)𝛽
− 𝑄𝑛(𝜆𝑘)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)

, 𝑡 ∈ C, 𝑘 ∈ N.

Теорема 5.1. Пусть

𝑎, 𝑏 ∈ R ∖ {0}, 𝛼, 𝛽 ∈ N, 𝑃𝑛(𝜆𝑘) ̸= 0, 𝑄𝑛(𝜆𝑘)/𝑃𝑛(𝜆𝑘) ̸= 𝑎 при всех 𝑘 ∈ N,
𝑣0 ∈ 𝐷𝐴, 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑐 ∈ 𝑊 1

1 (0, 𝑇 ;R), ℎ ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

𝑄𝑛(∆)𝑣0(𝜉) + 𝑐(0)𝑢(𝜉) + ℎ(𝜉, 0) ≡ 0 in Ω.

Тогда задача (5.1)–(5.3) имеет единственное решение

𝑣(𝜉, 𝑡) =𝑣0(𝜉) +
∞∑︁
𝑘=1

⟨(𝑐(𝑡)− 𝑐(0))𝑢(·) + ℎ(·, 𝑡)− ℎ(·, 0), 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑎𝑃𝑛(𝜆𝑘)−𝑄𝑛(𝜆𝑘)

−
𝑡∫︁

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑠)⟨𝑐(0)𝑢(·) + ℎ(·, 0), 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠

+

𝑡∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)⟨𝑐(𝑠)𝑢(·) + ℎ(·, 𝑠), 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠.
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Доказательство. Спектр оператора 𝐴 = 𝑃𝑛(∆)−1𝑄𝑛(∆) есть множество

𝜎(𝐴) =

{︂
𝑄𝑛(𝜆𝑘)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
, 𝑘 ∈ N

}︂
.

Следовательно, неравенство

𝑄𝑛(𝜆𝑘)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
̸= 𝑎 для всех 𝑘 ∈ N

означает существование обратного оператора (𝐾(0)− 𝐴)−1 = (𝑎𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒵).
Имеем при достаточно большом 𝑟 > 0

𝑍(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜆|=𝑟

⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)𝑒
𝜆𝑡𝑑𝜆

𝑎𝜆𝛼𝛽

(𝜆𝛼−𝑏)𝛽
− 𝑄𝑛(𝜆𝑘)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑡)⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉), 𝑡 ∈ R.

Возьмём в теореме 3.1 𝑓(𝑡) = 𝑃𝑛(∆)−1(𝑐(𝑡)𝑢(·)+ℎ(·, 𝑡)) и получим требуемое утверждение.

Для обратной задачи (5.1)–(5.4) при неизвестном элементе 𝑢 в случае 𝑐(0) = 0 получаем
оператор и вектор соответственно

Ψ :=
∞∑︁
𝑘=1

𝑐(𝑇 )⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑎𝑃𝑛(𝜆𝑘)−𝑄𝑛(𝜆𝑘)
+

𝑇∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)𝑐(𝑠)⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠,

𝜓 :=𝑣𝑇 − 𝑣0 −
∞∑︁
𝑘=1

(ℎ(·, 𝑇 )− ℎ(·, 0))⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑎𝑃𝑛(𝜆𝑘)−𝑄𝑛(𝜆𝑘)
+

𝑇∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑠)ℎ(·, 0)⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠

−
𝑇∫︁

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)ℎ(·, 𝑠)⟨·, 𝜙𝑘⟩𝜙𝑘(𝜉)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠.

Теорема 5.2. Пусть

𝑎, 𝑏 ∈ R ∖ {0}, 𝛼, 𝛽 ∈ N, 𝑃𝑛(𝜆𝑘) ̸= 0, 𝑄𝑛(𝜆𝑘)/𝑃𝑛(𝜆𝑘) ̸= 𝑎 for all 𝑘 ∈ N,
𝑐 ∈ 𝑊 1

1 (0, 𝑇 ;R), 𝑐(0) = 0, 𝑣0, 𝑣𝑇 ∈ 𝐷𝐴, ℎ ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

𝑄𝑛(∆)𝑣0(𝜉) + ℎ(𝜉, 0) ≡ 0 в Ω.

Тогда обратная задача (5.1)–(5.4) корректна если и только если существует такое 𝑑 > 0,
что при всех 𝑘 ∈ N ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑐(𝑇 )

𝑎𝑃𝑛(𝜆𝑘)−𝑄𝑛(𝜆𝑘)
+

𝑇∫︁
0

𝜁𝑘(𝑡− 𝑠)𝑐(𝑠)

𝑃𝑛(𝜆𝑘)
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩾ 𝑑.

При этом 𝑢 = Ψ−1𝜓.

Доказательство. Здесь 𝜈 — функция единичного скачка в точке 𝑡 = 𝑇 . Возьмём про-
странство 𝒰 = 𝐿2(Ω) и оператор–функцию

𝐵(𝑡) = 𝑐(𝑡)𝑃𝑛(∆)−1 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;ℒ(𝐿2(Ω);𝒵)).

Таким образом, задача (5.1)–(5.4) редуцирована к обратной задаче (4.1)–(4.3). Из условий
данной теоремы следует, что

‖Ψ−1‖ℒ(𝒵;𝐿2(Ω)) ⩽ 𝑑−1.
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6. Система обыкновенных интегро–дифференциальных

уравнений

Рассмотрим задачу Коши

𝑧𝑗(0) = 𝑧0𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (6.1)

для системы интегро–дифференциальных уравнений

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐷𝑘𝑖𝑗 ,1𝑧𝑗(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑧𝑗(𝑡) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖𝑘(𝑡)𝑢𝑘 + ℎ𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (6.2)

где

𝑎𝑖𝑗 ∈ C, 𝑏𝑖𝑘 : [0, 𝑇 ] → C, 𝑢𝑘 ∈ C, ℎ𝑖 : [0, 𝑇 ] → C, 𝑘𝑖𝑗(𝑡) := 𝑎𝑖𝑗𝐸
𝛽𝑖𝑗

𝛼𝑖𝑗 ,1
(𝑏𝑖𝑗𝑡

𝛼),

𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗 ∈ R ∖ {0}, 𝛼𝑖𝑗, 𝛽𝑖𝑗 ∈ N, , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Возьмем

𝒵 = R𝑛, 𝒰 = R𝑚, 𝑧(𝑡) = (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), . . . , 𝑧𝑛(𝑡))
𝑇 : [0, 𝑇 ] → 𝒵,

𝑔(𝑡) = (𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), . . . , 𝑔𝑛(𝑡))
𝑇 : [0, 𝑇 ] → 𝒵, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚)

𝑇 ∈ 𝒰 .

Действия операторов 𝐴 ∈ ℒ(𝒵), 𝐾(𝑡) ∈ ℒ(𝒵) при 𝑡 ⩾ 0 и 𝐵(𝑡) ∈ ℒ(𝒰 ;𝒵) при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
задаются одноименными матрицами размера 𝑛× 𝑛, 𝑛× 𝑛 и 𝑛×𝑚 соответственно:

𝐴 =

⎛⎜⎝𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎠ , 𝐾(𝑡) =

⎛⎜⎝𝑘11(𝑡) 𝑘12(𝑡) . . . 𝑘1𝑛(𝑡)
𝑘21(𝑡) 𝑘22(𝑡) . . . 𝑘2𝑛(𝑡)
. . . . . . . . . . . .
𝑘𝑛1(𝑡) 𝑘𝑛2(𝑡) . . . 𝑘𝑛𝑛(𝑡)

⎞⎟⎠ ,

𝐵(𝑡) =

⎛⎜⎝𝑏11(𝑡) 𝑏12(𝑡) . . . 𝑏1𝑚(𝑡)
𝑏21(𝑡) 𝑏22(𝑡) . . . 𝑏2𝑚(𝑡)
. . . . . . . . . . . .
𝑏𝑛1(𝑡) 𝑏𝑛2(𝑡) . . . 𝑏𝑛𝑚(𝑡)

⎞⎟⎠ .

При этом

̂︀𝐾(𝜆) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11𝜆𝛼11𝛽11−1

(𝜆𝛼11−𝑏11)𝛽11
𝑎12𝜆𝛼12𝛽12−1

(𝜆𝛼12−𝑏12)𝛽12
. . . 𝑎1𝑛𝜆𝛼1𝑛𝛽1𝑛−1

(𝜆𝛼1𝑛−𝑏1𝑛)𝛽1𝑛
𝑎21𝜆𝛼21𝛽21−1

(𝜆𝛼21−𝑏21)𝛽21
𝑎22𝜆𝛼22𝛽22−1

(𝜆𝛼22−𝑏22)𝛽22
. . . 𝑎2𝑛𝜆𝛼2𝑛𝛽2𝑛−1

(𝜆𝛼2𝑛−𝑏2𝑛)𝛽2𝑛

. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1𝜆𝛼𝑛1𝛽𝑛1−1

(𝜆𝛼𝑛1−𝑏𝑛1)𝛽𝑛1

𝑎𝑛2𝜆𝛼𝑛2𝛽𝑛2−1

(𝜆𝛼𝑛2−𝑏𝑛2)𝛽𝑛2
. . . 𝑎𝑛𝑛𝜆𝛼𝑛𝑛𝛽𝑛𝑛−1

(𝜆𝛼𝑛𝑛−𝑏𝑛𝑛)𝛽𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, получена прямая задача (4.1), (4.2).

Теорема 6.1. Пусть

det(𝐾(0)− 𝐴) ̸= 0, det ̂︀𝐾 ̸≡ 0, 𝑏𝑖𝑘 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;C), 𝑢𝑘 ∈ C,

ℎ𝑖 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;C), 𝑧0𝑖 ∈ C,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑧0𝑗 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖𝑘(0)𝑢𝑘 + ℎ𝑖(0) = 0,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Тогда существует единственное решение задачи (6.1), (6.2).

Доказательство. Заметим, что функция det ̂︀𝐾 является отношением двух многочленов
и поэтому имеет конечное количество полюсов, а значит, выполняется условие ( ̂︀𝐾). По
теореме 3.1 получим требуемое.
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Заметим, что решение задачи (6.1), (6.2) имеет вид (3.4) при 𝑓(𝑡) = 𝐵(𝑡)𝑢+ ℎ(𝑡) (в век-
торной записи).
В предположении, что 𝑢𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, неизвестны, рассмотрим условия переопреде-

ления
𝑧𝑗(𝑇 ) = 𝑧𝑇𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (6.3)

Теорема 6.2. Пусть

det(𝐾(0)− 𝐴) ̸= 0, det ̂︀𝐾 ̸≡ 0, 𝑏𝑖𝑘 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;C), 𝑏𝑖𝑘(0) = 0,

ℎ𝑖 ∈ 𝑊 1
1 (0, 𝑇 ;C), 𝑧0𝑖, 𝑧𝑇 𝑖 ∈ C,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑧0𝑗 + ℎ𝑖(0) = 0,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Тогда обратная задача (6.1)–(6.3) корректна в том и только в том случае, когда

det

⎛⎝(𝐾(0)− 𝐴)−1𝐵(𝑇 ) +

𝑇∫︁
0

𝑍(𝑇 − 𝑠)𝐵(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠ ̸= 0.

При этом решение задачи имеет вид (в векторной записи)

𝑢 =

⎛⎝(𝐾(0)− 𝐴)−1𝐵(𝑇 ) +

𝑇∫︁
0

𝑍(𝑇 − 𝑠)𝐵(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠−1

·

⎛⎝𝑧𝑇 − 𝑧0 − (𝐾(0)− 𝐴)−1(𝑔(𝑇 )− 𝑔(0)) +

𝑇∫︁
0

𝑍(𝑠)𝑔(0)𝑑𝑠−
𝑇∫︁

0

𝑍(𝑇 − 𝑠)𝑔(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠ ,

где матрицы 𝑍(𝑡) имеют вид (3.3).

Доказательство. По теореме 4.1 получаем требуемое.
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