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Аннотация. Исследуются групповые свойства модели Геана–Пу дробного порядка
по времени, описывающей динамику ценообразования опционов. Найдены группы
линейно-автономных преобразований эквивалентности соответствующего уравнения.
С их помощью получена групповая классификация дробной модели Геана–Пу с нели-
нейным свободным элементом. В случае ненулевой безрисковой процентной ставки 𝑟
основная алгебра Ли такой модели одномерна. Для нулевого 𝑟 основная алгебра Ли
трехмерна в случае правой части специального вида и двумерна в противном случае.
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1. Введение

Все новые нелинейные модификации описывающего динамику ценообразования опцио-
нов уравнения Блэка–Шоулза [1], [2], учитывающие различные свойства реального рынка,
которые были идеализированы при выводе линейного уравнения, такие как неликвидность
рынка, расходы на хеджирование, влияние транзакций на формирование цен и др., пред-
лагаются исследователями в последние полвека [1]–[10]. Одной из нелинейных моделей
Блэка–Шоулза является уравнение Геана–Пу

𝜃𝑡 = 𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), (1.1)

моделирующее ценообразование опционов с учетом транзакционных издержек и влияния
операций на рынок при ряде допущений [11], [12]. Здесь 𝑟 — постоянная безрисковая став-
ка; 𝛾 — параметр абсолютного неприятия риска; 𝜎 — волатильность; 𝑞 — количество акций
в хеджируемом портфеле; 𝑆 — цена акции; 𝜇 — прогноз тренда, ожидаемая доходность
базового актива; функция 𝜃(𝑡, 𝑆, 𝑞) моделирует цену безразличия колл-опциона.
В [13]–[16] уравнение (1.1) исследовано методами группового анализа [17], [18] при раз-

личных условиях на функцию 𝐹 двух переменных. Настоящая работа посвящена иссле-
дованию симметрий дробного варианта модели (1.1)

𝐷𝛼
𝑡 𝜃 = 𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), (1.2)

где𝐷𝛼
𝑡 — оператор дробной производной Римана–Лиувилля порядка 𝛼 ∈ (0, 1]. Как извест-

но, дробные производные моделируют процессы с памятью [19], [20]. Дробные деривативы,
как их часто называют, были введены в теорию ценообразования опционов для того, чтобы
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воспользоваться их свойствами памяти, позволяющими фиксировать как крупные скачки
за небольшие промежутки времени, так и долгосрочные зависимости на рынках [21]–[24].
В данной работе методами, предложенными в работах Р.К. Газизова, А.А. Касаткина и

С.Ю. Лукащука [25]–[28], получены генераторы групп линейно-автономных преобразова-
ний, допускаемых уравнением (1.2). При этом в силу теоремы 2.7 из работы [29] уравнения,
разрешенные относительно дробной производной Римана–Лиувилля по выделенной пере-
менной и содержащие только производные целого порядка по другим переменным, дру-
гими допускаемыми группами не обладают. Получена групповая классификация с точ-
ностью до линейно-автономных преобразований эквивалентности для уравнения (1.2) с
нелинейным по 𝜃𝑞 свободным элементом 𝐹 .

2. Предварительные сведения

Дробные интеграл Римана–Лиувилля порядка 𝛽 > 0 и производная Римана–Лиувилля
порядка 𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛] имеют вид [20]

𝐽𝛽
𝑡 𝜃(𝑡) :=

1

Γ(𝛽)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝛽−1𝜃(𝑠)𝑑𝑠, 𝐷𝛼
𝑡 𝜃 := 𝐷𝑛

𝑡 𝐽
𝑛−𝛼
𝑡 𝜃(𝑡),

при этом также предполагается, что 𝐽0
𝑡 𝜃(𝑡) := 𝜃(𝑡). Здесь 𝐷𝑛

𝑡 — оператор дифференцирова-
ния целого порядка 𝑛 ∈ N. Напомним также определение функции Миттаг–Леффлера [20]:

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
, 𝛼, 𝛽 ∈ R+, 𝑧 ∈ C.

Известны [20] соотношения

𝐷𝛼
𝑡 1 =

𝑡−𝛼

Γ(1− 𝛼)
, 𝐷𝛼

𝑡 𝑡
𝜈 =

Γ(𝜈 + 1)

Γ(𝜈 + 1− 𝛼)
𝑡𝜈−𝛼,

𝐷𝛼
𝑡 𝑡

𝛼−𝑘 = 0, 𝑘 ∈ N, 𝑘 < 𝛼+ 1,

(2.1)

и формула общего решения

𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑡
𝛼−𝑗𝐸𝛼,𝛼−𝑗+1(𝜆𝑡

𝛼) +

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝜆(𝑡− 𝑠)𝛼)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, (2.2)

дробного дифференциального уравнения 𝐷𝛼
𝑡 𝑦(𝑡)− 𝜆𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡).

3. Группы преобразований эквивалентности

уравнения Геана–Пу

Рассматриваем уравнение (1.2), где 0 < 𝛼 < 1, 𝜃 = 𝜃(𝑡, 𝑆, 𝑞), 𝛾𝜎 ̸= 0. Для нахождения
групп преобразований эквивалентности рассматриваем функцию 𝐹 и все ее производные
как переменные. Генераторы групп преобразований эквивалентности будем искать в виде
𝑌 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑆 + 𝛽𝜕𝑞 + 𝜂𝜕𝜃 + 𝜁𝜕𝐹 , где 𝜏 , 𝜉, 𝛽, 𝜂 зависят от 𝑡, 𝑆, 𝑞, 𝜃, а 𝜁 от 𝑡, 𝑆, 𝑞, 𝜃, 𝐹 , 𝜃𝑡,
𝜃𝑆, 𝜃𝑞, 𝐷

𝛼
𝑡 𝜃. Здесь 𝜕𝑢 := 𝜕

𝜕𝑢
— оператор частной производной по переменной 𝑢.

Следуя [27], [28], ищем оператор 𝑌 в линейно-автономном виде:

𝜉𝜃 = 0, 𝜏𝜃 = 0, 𝛽𝜃 = 0, 𝜂 = 𝑝(𝑡, 𝑆, 𝑞)𝜃 + 𝑔(𝑡, 𝑆, 𝑞)

с условием 𝜏(0) = 0. Для учета зависимости 𝐹 только от 𝑡 и 𝜃𝑞 добавляем уравнения

𝐹𝑆 = 0, 𝐹𝑞 = 0, 𝐹𝜃 = 0, 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃

= 0, 𝐹𝜃𝑡 = 0, 𝐹𝜃𝑆 = 0. (3.1)

Будем рассматривать систему (1.2), (3.1) как многообразие M в расширенном простран-

стве соответствующих переменных. Продолженный оператор ̃︀𝑌 имеет вид̃︀𝑌 =𝑌 + 𝜂𝛼𝜕𝐷𝛼
𝑡 𝜃

+ 𝜂𝑡𝜕𝜃𝑡 + 𝜂𝑆𝜕𝜃𝑆 + 𝜂𝑞𝜕𝜃𝑞 + 𝜂𝑆𝑆𝜕𝜃𝑆𝑆
+ 𝜁𝑡𝜕𝐹𝑡 + 𝜁𝑆𝜕𝐹𝑆
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+ 𝜁𝑞𝜕𝐹𝑞 + 𝜁𝜃𝜕𝐹𝜃
+ 𝜁𝐷

𝛼
𝑡 𝜃𝜕𝐹𝐷𝛼

𝑡 𝜃
+ 𝜁𝜃𝑆𝜕𝐹𝜃𝑆

+ 𝜁𝜃𝑞𝜕𝐹𝜃𝑞
.

Действием оператора ̃︀𝑌 на обе части равенства (1.2) получаем

𝜂𝛼 − 𝑟𝜂 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝜂𝑆 +
𝜎2

2
𝜂𝑆𝑆 − 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝜂𝑆 − 𝛽)− 𝜁|M = 0.

(3.2)

Для вычисления коэффициентов продолженного оператора ̃︀𝑌 используются операторы
полного дифференцирования

𝐷𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜃𝑡

𝜕

𝜕𝜃
+ . . . , 𝐷𝑆 =

𝜕

𝜕𝑆
+ 𝜃𝑆

𝜕

𝜕𝜃
+ . . . , 𝐷𝑞 =

𝜕

𝜕𝑞
+ 𝜃𝑞

𝜕

𝜕𝜃
+ . . . ,

𝐷̃𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐹𝑡

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . , 𝐷̃𝑆 =

𝜕

𝜕𝑆
+ 𝐹𝑆

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . , 𝐷̃𝑞 =

𝜕

𝜕𝑞
+ 𝐹𝑞

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . ,

𝐷̃𝜃 =
𝜕

𝜕𝜃
+ 𝐹𝜃

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . , 𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
=

𝜕

𝜕𝐷𝛼
𝑡 𝜃

+ 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . ,

𝐷̃𝜃𝑆 =
𝜕

𝜕𝜃𝑆
+ 𝐹𝜃𝑆

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . , 𝐷̃𝜃𝑞 =

𝜕

𝜕𝜃𝑞
+ 𝐹𝜃𝑞

𝜕

𝜕𝐹
+ . . . .

С их помощью задаются продолжения по переменным 𝑆 и 𝑞

𝜂𝑆 = 𝐷𝑆𝜂 − 𝜃𝑡𝐷𝑆𝜏 − 𝜃𝑆𝐷𝑆𝜉 − 𝜃𝑞𝐷𝑆𝛽, 𝜂𝑞 = 𝐷𝑞𝜂 − 𝜃𝑡𝐷𝑞𝜏 − 𝜃𝑆𝐷𝑞𝜉 − 𝜃𝑞𝐷𝑞𝛽,

𝜂𝑆𝑆 = 𝐷𝑆𝜂
𝑆 − 𝜃𝑆𝑡𝐷𝑆𝜏 − 𝜃𝑆𝑆𝐷𝑆𝜉 − 𝜃𝑆𝑞𝐷𝑆𝛽.

По теореме 2.8 из [27] и согласно ее обобщению на случай многих переменных, теореме 3
из [28], получаем продолжение по дробной производной

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼
𝑡 (𝜂 − 𝜏𝜃𝑡 − 𝜉𝜃𝑆 − 𝛽𝜃𝑞) + 𝜏𝐷𝛼+1

𝑡 𝜃 + 𝜉𝐷𝛼
𝑡 𝜃𝑆 + 𝛽𝐷𝛼

𝑡 𝜃𝑞.

Для исключения производных вида 𝜃𝑡 под знаком дробного дифференцирования восполь-
зуемся равенством 𝐷𝛼

𝑡 (𝜏𝜃𝑡) = 𝐷𝛼
𝑡 ((𝜏𝜃)𝑡 − 𝜏𝑡𝜃). Используя (1.8) из [27] или дифференцируя

(2.43) из теоремы 2.2 в [20], получаем равенство

𝐷𝛼
𝑡 (𝜏𝜃)𝑡 = 𝐷𝛼+1

𝑡 (𝜏𝜃)− (𝜏𝜃)(0)
𝑡−𝛼−1

Γ(−𝛼)
.

Отсюда с учетом условия 𝜏(0) = 0 следует равенство

𝐷𝛼
𝑡 (𝜏𝜃𝑡) = 𝐷𝛼+1

𝑡 (𝜏𝜃)−𝐷𝛼
𝑡 (𝜏𝑡𝜃).

Тогда продолжение по дробной производной примет вид

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼
𝑡 (𝜂 − 𝜉𝜃𝑆 − 𝛽𝜃𝑞) + 𝜉𝐷𝛼

𝑡 𝜃𝑆 + 𝛽𝐷𝛼
𝑡 𝜃𝑞 +𝐷𝛼

𝑡 (𝜏𝑡𝜃)−𝐷𝛼+1
𝑡 (𝜏𝜃) + 𝜏𝐷𝛼+1

𝑡 𝜃.

С помощью обобщенного правила Лейбница для дробных производных получаем

𝜂𝛼 =𝐷𝛼
𝑡 𝜂 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽 + 𝜉𝐷𝛼

𝑡 𝜃𝑆

+ 𝛽𝐷𝛼
𝑡 𝜃𝑞 +

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝐷𝑛+1
𝑡 𝜏 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼 + 1
𝑛

)︂
𝐷𝛼+1−𝑛

𝑡 𝜃𝐷𝑛
𝑡 𝜏 + 𝜏𝐷𝛼+1

𝑡 𝜃

=𝐷𝛼
𝑡 𝜂 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽 + 𝜉𝐷𝛼

𝑡 𝜃𝑆

+ 𝛽𝐷𝛼
𝑡 𝜃𝑞 +

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝐷𝑛+1
𝑡 𝜏 −

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼 + 1
𝑛+ 1

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝐷𝑛+1
𝑡 𝜏,
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где

(︂
𝛼
𝑛

)︂
= Γ(𝛼+1)

Γ(𝑛+1)Γ(𝛼−𝑛+1)
. Так как

(︂
𝛼 + 1
𝑛+ 1

)︂
= 𝛼+1

𝑛+1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
, то

𝜂𝛼 =𝐷𝛼
𝑡 𝜂 −

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽

+
∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝐷𝑛+1
𝑡 𝜏.

Дальнейшее вычисление для линейно-автономных преобразований дает

𝜂𝛼 =𝐷𝛼
𝑡 𝑔 +

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃

(︂
𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏

)︂

−
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽.

Коэффициенты при производных 𝐹 продолженного оператора ̃︀𝑌 имеют вид

𝜁𝑆 =𝐷̃𝑆𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝑆𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝑆𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝑆𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝑆𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝑆𝜂

𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝑆𝜂
𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝑆𝜂

𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝑆𝜂
𝑞,

𝜁𝑞 =𝐷̃𝑞𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝑞𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝑞𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝑞𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝑞𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝑞𝜂

𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝑞𝜂
𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝑞𝜂

𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝑞𝜂
𝑞,

𝜁𝜃 =𝐷̃𝜃𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝜃𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝜃𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝜃𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝜃𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝜃𝜂

𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝜃𝜂
𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝜃𝜂

𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝜃𝜂
𝑞,

𝜁𝐷
𝛼
𝑡 𝜃 =𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜂𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝐷𝛼

𝑡 𝜃
𝜂𝑞,

𝜁𝜃𝑡 =𝐷̃𝜃𝑡𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝜃𝑡𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝜃𝑡𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝜃𝑡𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝜃𝑡𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝜃𝑡𝜂

𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝜃𝑡𝜂
𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝜃𝑡𝜂

𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝜃𝑡𝜂
𝑞,

𝜁𝜃𝑆 =𝐷̃𝜃𝑆𝜁 − 𝐹𝑡𝐷̃𝜃𝑆𝜏 − 𝐹𝑆𝐷̃𝜃𝑆𝜉 − 𝐹𝑞𝐷̃𝜃𝑆𝛽 − 𝐹𝜃𝐷̃𝜃𝑆𝜂

− 𝐹𝐷𝛼
𝑡 𝜃
𝐷̃𝜃𝑆𝜂

𝛼 − 𝐹𝜃𝑡𝐷̃𝜃𝑆𝜂
𝑡 − 𝐹𝜃𝑆𝐷̃𝜃𝑆𝜂

𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝐷̃𝜃𝑆𝜂
𝑞.

Действуем оператором ̃︀𝑌 на уравнения (3.1) и получаем

𝜁𝑆|M = 0, 𝜁𝑞|M = 0, 𝜁𝜃|M = 0, 𝜁𝐷
𝛼
𝑡 𝜃|M = 0, 𝜁𝜃𝑡|M = 0, 𝜁𝜃𝑆 |M = 0.

Расписывая их и подставляя (3.1), имеем

𝜁𝑆|M = 𝜁𝑆 − 𝐹𝑡𝜏𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞
𝑆|M = 0, 𝜁𝑞|M = 𝜁𝑞 − 𝐹𝑡𝜏𝑞 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞
𝑞 |M = 0,

𝜁𝜃|M = 𝜁𝜃 − 𝐹𝑡𝜏𝜃 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞
𝜃 |M = 0, 𝜁𝐷

𝛼
𝑡 𝜃|M = 𝜁𝐷𝛼

𝑡 𝜃
|M = 0,

𝜁𝜃𝑡|M = 𝜁𝜃𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞
𝜃𝑡
|M = 0, 𝜁𝜃𝑆 |M = 𝜁𝜃𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞
𝜃𝑆
|M = 0.

Распишем 𝜂𝑞 и, переходя на многообразие M, получим

𝜁𝑆 − 𝐹𝑡𝜏𝑆 − 𝐹𝜃𝑞(𝑝𝑆𝑞𝜃 + 𝑝𝑆𝜃𝑞 + 𝑔𝑆𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑆𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑞) = 0,

𝜁𝑞 − 𝐹𝑡𝜏𝑞 − 𝐹𝜃𝑞(𝑝𝑞𝑞𝜃 + 𝑝𝑞𝜃𝑞 + 𝑔𝑞𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑞𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞𝑞) = 0,

𝜁𝜃 − 𝐹𝜃𝑞𝑝𝑞 = 0, 𝜁𝐷𝛼
𝑡 𝜃

= 0, 𝜁𝜃𝑡 + 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 = 0, 𝜁𝜃𝑆 + 𝐹𝜃𝑞𝜉𝑞 = 0.
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Разделение переменных дает

𝜏𝑆 = 0, 𝜏𝑞 = 0, 𝜉𝑞 = 0, 𝑝𝑞 = 0, 𝜁𝑆 = 0, 𝜁𝑞 = 0, 𝜁𝜃 = 0, 𝜁𝐷𝛼
𝑡 𝜃

= 0,

𝜁𝜃𝑡 = 0, 𝜁𝜃𝑆 = 0, 𝑝𝑆 − 𝛽𝑆𝑞 = 0, 𝛽𝑞𝑞 = 0, 𝑔𝑆𝑞 = 0, 𝑔𝑞𝑞 = 0.
(3.3)

Теперь подставляем в (3.2) формулы коэффициентов продолженного оператора ̃︀𝑌 и урав-
нение 𝜏𝑆 = 0 из (3.3) и получаем

𝐷𝛼
𝑡 𝑔 +

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃

(︂
𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏

)︂

−
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽

+ 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇(𝑝𝑆𝜃 + 𝑝𝜃𝑆 + 𝑔𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆)−
𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏

+
𝜎2

2
(𝑝𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆 + 2𝑝𝑆𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑆 − 2𝜃𝑆𝑞𝛽𝑆 + 𝜃𝑆𝑆(𝑝− 2𝜉𝑆))

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝑝𝑆𝜃 + 𝑝𝜃𝑆 + 𝑔𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆 − 𝛽)− 𝜁|M = 0.

(3.4)

Переходя на многообразие M в уравнении (3.4) при помощи выражения для 𝐷𝛼
𝑡 𝜃 из (1.2),

получаем

(𝑝− 𝛼𝜏𝑡)

(︂
𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹

)︂
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 +
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃

(︂
𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏

)︂

−
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉 −

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽

− 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉

+ 𝜇(𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆)−
𝑟𝜏

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2

+
𝜎2

2
(𝑝𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆 + 2𝑝𝑆𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑆 − 2𝜃𝑆𝑞𝛽𝑆 + 𝜃𝑆𝑆(𝑝− 2𝜉𝑆))

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆 − 𝛽)− 𝜁 = 0.

Разделение переменных дает

𝐷𝛼−𝑛
𝑡 𝜃 : 𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (3.5)

𝐷𝛼−𝑛
𝑡 𝜃𝑆 : 𝐷𝑛

𝑡 𝜉 = 0, 𝐷𝛼−𝑛
𝑡 𝜃𝑞 : 𝐷

𝑛
𝑡 𝛽 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (3.6)

𝜃𝑆𝑆 :
𝜎2

2
(−(𝑝− 𝛼𝜏𝑡) + 𝑝− 2𝜉𝑆) = 0, (3.7)

𝜃𝑆𝑞 : 𝛽𝑆 = 0, 𝑝𝑆 = 0, (3.8)

𝜃2𝑆 : − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑝− 𝛼𝜏𝑡)−

𝑟𝜏

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡) + 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑝− 𝜉𝑆) = 0, (3.9)

𝜃𝑆 : (𝑝− 𝛼𝜏𝑡)(−𝜇+ 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)) + 𝜇(𝑝− 𝜉𝑆)−
𝜎2

2
𝜉𝑆𝑆

+ 𝑟𝜏𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡) + 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑔𝑆 − 𝛽 − 𝑞(𝑝− 𝜉𝑆)) = 0, (3.10)

1 : (𝑝− 𝛼𝜏𝑡)

(︂
𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝑞2

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡) + 𝐹

)︂
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+𝐷𝛼
𝑡 𝑔 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝑔𝑆 +

𝜎2

2
𝑔𝑆𝑆

− 𝑟𝑞2

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝜏 − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑔𝑆 − 𝛽)− 𝜁 = 0. (3.11)

Из (3.6) получаем, что 𝜉𝑡 = 0, 𝛽𝑡 = 0. Из (3.7) получаем равенство 𝛼𝜏𝑡 − 2𝜉𝑆 = 0, поэтому
𝜏𝑡𝑡 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0. Тогда из (3.5) при 𝑛 = 1 получаем 𝑝𝑡 = 0. Учитывая, что 𝑝𝑞 = 0 в силу
(3.3) и 𝑝𝑆 = 0 в силу (3.8), имеем постоянное 𝑝 = 𝑝0.
Для функций 𝜏 , 𝜉, 𝛽 имеем 𝜏𝑡𝑡 = 0, 𝜏𝑞 = 0 и 𝜏𝑆 = 0 из (3.3), 𝜉𝑡 = 0 и 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝜉𝑞 = 0 из

(3.3), 𝛽𝑡 = 0, 𝛽𝑆 = 0 из (3.8) и 𝛽𝑞𝑞 = 0 из (3.3). С учетом равенства 𝛼𝜏𝑡 − 2𝜉𝑆 = 0 из (3.7) и
условия 𝜏(0) = 0 интегрирование дает

𝑝 = 𝑝0, 𝜏 = 𝑀𝑡, 𝜉 =
𝛼𝑀

2
𝑆 + 𝐴, 𝛽 = 𝐵𝑞 +𝐾, (3.12)

где 𝑀,𝐴,𝐵,𝐾 — различные произвольные константы. Подстановка (3.12) в (3.9), (3.10) с
сокращением дает равенства

𝜃2𝑆 : − 𝑟𝑀𝑡+ 𝑝0 = 0, (3.13)

𝜃𝑆 : 𝜇
𝛼𝑀

2
+ 𝑟𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑀𝑡𝑞 + 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)

(︂
𝑔𝑆 −𝐵𝑞 −𝐾 − 𝑞

𝛼𝑀

2

)︂
= 0. (3.14)

Из (3.13) получаем, что 𝑟𝑀 = 0, 𝑝0 = 0. Так как 𝑔𝑆𝑞 = 0 в (3.3), то дифференцирова-
нием (3.14) по 𝑞 получаем 𝐵 = 𝑟𝑀𝑡 − 𝛼𝑀/2 = −𝛼𝑀/2. Следовательно, из (3.13), (3.14)
получается

𝑟𝑀 = 0, 𝑝0 = 0, 𝐵 = −𝛼𝑀

2
, 𝑔𝑆 = 𝐾 − 𝜇

𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2
. (3.15)

Так как в силу (3.3) 𝑔𝑞𝑞 = 0, то интегрирование 𝑔𝑆 дает

𝑔 = 𝑆

(︂
𝐾 − 𝜇

𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
+𝑁(𝑡)𝑞 + 𝑉 (𝑡), (3.16)

где 𝑁(𝑡), 𝑉 (𝑡) — произвольные функции. Подставим равенства (3.12), (3.15), (3.16) в (3.11),
тогда

−𝛼𝑀

(︂
(𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝑞2

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡) + 𝐹

)︂
+ 𝑆𝐷𝛼

𝑡

(︂
𝐾 − 𝜇

𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
+ 𝑞𝐷𝛼

𝑡 𝑁(𝑡) +𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑆

(︂
𝐾 − 𝜇

𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
− 𝑟𝑁(𝑡)𝑞 − 𝑟𝑉 (𝑡)− (𝜇− 𝑟𝑆)

(︂
−𝛼𝑀

2
𝑞 +𝐾

)︂
+ 𝑟𝑞𝐴

+ 𝜇𝐾 − 𝜇2𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2
+ 𝑞𝜇

𝛼𝑀

2
− 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝛼𝑀

2
𝑞2 − 𝜁 = 0.

(3.17)

Рассматриваем (3.17) с учетом равенств 𝜁𝑆 = 0, 𝜁𝑞 = 0, 𝜁𝜃 = 0 из (3.3) как многочлен от
𝑆, 𝑞, 𝜃 и получаем с помощью равенства 𝑟𝑀 = 0 следующие уравнения:

𝐷𝛼
𝑡 𝑁(𝑡)− 𝑟𝑁(𝑡) + 𝑟𝐴 = 0, 𝐷𝛼

𝑡

(︂
𝐾 − 𝜇

𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
= 0, (3.18)

−𝛼𝑀𝐹 +𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑉 (𝑡)− 𝜇2𝛼𝑀𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2
− 𝜁 = 0.
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В предположении, что 𝑟 ̸= 0, из равенства 𝑟𝑀 = 0 получаем, что 𝑀 = 0. Тогда второе
уравнение в (3.18) дает в силу (2.1)

𝐷𝛼
𝑡 𝐾 =

𝐾𝑡−𝛼

Γ(1− 𝛼)
= 0.

Следовательно, 𝐾 = 0. Первое уравнение в (3.18) согласно (2.2) при 0 < 𝛼 < 1 имеет
решение в виде

𝑁(𝑡) = 𝐻𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡
𝛼)− 𝑟𝐴

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟(𝑡− 𝑠)𝛼)𝑑𝑠,

где 𝐻 — произвольная константа. Тогда операторы принимают вид

𝜏 = 0, 𝜉 = 𝐴, 𝛽 = 0, 𝜁 = 𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑉 (𝑡),

𝜂 =
(︀
𝐻𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡

𝛼)− 𝑟𝐴(𝑡− 𝑠)𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝑟𝑡
𝛼)
)︀
𝑞 + 𝑉 (𝑡).

Если 𝑟 = 0, то решением (3.18) в силу (2.1) является

𝑁(𝑡) = 𝐻𝑡𝛼−1, 𝐾 = 𝜇
𝛼𝑀

2𝛾𝜎2
.

Учитывая также результаты (3.12), (3.15), (3.16), получаем утверждение.

Теорема 3.1. 1. Базис алгебры Ли генераторов групп линейно-автономных преобразо-

ваний эквивалентности уравнения (1.2) при 𝑟 ̸= 0 образуют операторы

𝑌1 = 𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡
𝛼)𝑞𝜕𝜃,

𝑌2 = 𝜕𝑆 − 𝑟𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(𝑟𝑡
𝛼)𝑞𝜕𝜃,

𝑌𝑉 = 𝑉 (𝑡)𝜕𝜃 + (𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑉 (𝑡))𝜕𝐹 ,

где 𝑉 (𝑡) — произвольная функция.

2. Базис алгебры Ли генераторов групп линейно-автономных преобразований эквива-

лентности уравнения (1.2) при 𝑟 = 0 образуют операторы

𝑌1 = 𝑡𝛼−1𝑞𝜕𝜃, 𝑌2 = 𝜕𝑆, 𝑌𝑉 = 𝑉 (𝑡)𝜕𝜃 +𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)𝜕𝐹 ,

𝑌3 = 2𝛾𝜎2𝑡𝜕𝑡 + 𝛼𝛾𝜎2𝑆𝜕𝑆 + 𝛼
(︀
𝜇− 𝛾𝜎2𝑞

)︀
𝜕𝑞 − 𝛼

(︀
2𝛾𝜎2𝐹 + 𝜇2

)︀
𝜕𝐹 ,

где 𝑉 (𝑡) — произвольная функция.

При 𝛼 = 1 уравнение (1.1) при 𝑟 ̸= 0 обладает, среди прочих, группами преобразований
эквивалентности, порождаемыми операторами

𝑌1|𝛼=1 = 𝑒𝑟𝑡𝑞𝜕𝜃 и 𝑌𝑉 |𝛼=1 = 𝑉 (𝑡)𝜕𝜃 + (𝐷1
𝑡𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑉 (𝑡))𝜕𝐹

(см. [14, Теорема 1]).
Из первой части теоремы 3.1 следует, что группы линейно-автономных преобразований,

допускаемых уравнением (1.2) при 𝑟 ̸= 0 и при всех 𝐹 , порождаются только операторами
𝑌𝑉 при таких 𝑉 , что 𝐷𝛼

𝑡 𝑉 (𝑡)− 𝑟𝑉 (𝑡) ≡ 0, т.е. функция 𝑉 имеет вид

𝑉 (𝑡) = 𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡
𝛼), 𝑌𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡𝛼) = 𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡

𝛼)𝜕𝜃.

В силу второй части теоремы 3.1 группа линейно-автономных преобразований, допус-
каемых уравнением (1.2) при 𝑟 = 0 и при всех 𝐹 , порождается операторами 𝑌2 и 𝑌𝑉 при
𝑉 (𝑡) = 𝑡𝛼−1.
Некоторые из полученных в теореме 3.1 групп преобразований эквивалентности будут

использованы при получении групповой классификации уравнения (1.2), остальные фор-
мально могут быть использованы для упрощения вида уравнения.
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4. Групповая классификация при 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0

Теперь осуществим поиск допускаемых групп линейно-автономных преобразований
уравнения (1.2) при 0 < 𝛼 < 1, поскольку в силу теоремы 2.7 [29] системы уравнений,
разрешенные относительно дробной производной Римана–Лиувилля по времени и содер-
жащие только производные целого порядка по остальным переменным, другими симмет-
риями, кроме линейно-автономных, не обладают. Будем рассматривать свободный элемент
𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) нелинейным по 𝜃𝑞, т.е. при условии 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0. Линейный случай имеет свою
специфику (см., например, [15]), его изучение планируется провести в дальнейшем.
Оператор симметрии ищется в виде 𝑋 = 𝜏𝜕𝑡+ 𝜉𝜕𝑆 +𝛽𝜕𝑞 + 𝜂𝜕𝜃. Действие продолженного

оператора ̃︀𝑋 = 𝑋 + 𝜂𝛼𝜕𝐷𝛼
𝑡 𝜃

+ 𝜂𝑆𝜕𝜃𝑆 + 𝜂𝑞𝜕𝜃𝑞 + 𝜂𝑆𝑆𝜕𝜃𝑆𝑆

на (1.2) после сужения на многообразие N, задаваемое в расширенном пространстве пе-
ременных уравнением (1.2), дает

𝜂𝛼 − 𝑟𝜂 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝜂𝑆 +
𝜎2

2
𝜂𝑆𝑆 − 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝜂𝑆 − 𝛽)− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞|N = 0.

(4.1)

Подставляем формулы продолжения, которые были получены выше при вычислении
преобразований эквивалентности в предположении 𝜂(𝑡, 𝑆, 𝑞, 𝜃) = 𝑝(𝑡, 𝑆, 𝑞)𝜃 + 𝑔(𝑡, 𝑆, 𝑞), в
(4.1) и получаем

𝐷𝛼
𝑡 𝑔 +

∞∑︁
𝑛=0

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃

(︂
𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏

)︂
−

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉

−
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽 − 𝑟(𝑝𝜃 + 𝑔)− (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉

+ 𝜇 (𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆)−
𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏

+
𝜎2

2
(𝑝𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆 + 2𝑝𝑆𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑆 − 2𝜃𝑆𝑡𝜏𝑆 − 2𝜃𝑆𝑞𝛽𝑆

+ 𝜃𝑆𝑆(𝑝− 2𝜉𝑆)) + 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆 − 𝛽)

− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞(𝑝𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞)|N = 0.

Переход на многообразие N дает уравнение

(𝑝− 𝛼𝜏𝑡)

(︂
𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹

)︂
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 +
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃

(︂
𝐷𝑛

𝑡 𝑝+
𝑛− 𝛼

𝑛+ 1
𝐷𝑛+1

𝑡 𝜏

)︂
−

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑆𝐷
𝑛
𝑡 𝜉

−
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝛼
𝑛

)︂
𝐷𝛼−𝑛

𝑡 𝜃𝑞𝐷
𝑛
𝑡 𝛽 − 𝑟(𝑝𝜃 + 𝑔)− (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉

+ 𝜇 (𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆)−
𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏 (4.2)

+
𝜎2

2
(𝑝𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆 + 2𝑝𝑆𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑆

− 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑆 − 2𝜃𝑆𝑡𝜏𝑆 − 2𝜃𝑆𝑞𝛽𝑆 + 𝜃𝑆𝑆(𝑝− 2𝜉𝑆))

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(𝑝𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑡𝜏𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆 − 𝛽)
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− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞(𝑝𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0.

В силу теоремы 2.7 [29]

𝜏(𝑡, 𝑆, 𝑞) = 𝐴𝑡+𝐵𝑡2, 𝜉𝑡 = 𝜉𝜃 = 𝛽𝑡 = 𝛽𝜃 = 0, 𝑝(𝑡, 𝑆, 𝑞) = ℎ(𝑆, 𝑞) + 𝜅(𝐴+ 2𝐵𝑡),

где 𝐴,𝐵 — некоторые константы, 𝜅 = 0 при 𝐵 = 0 и 𝜅 = (𝛼 − 1)/2 при 𝐵 ̸= 0. Поэтому
уравнение (4.2) принимает вид

(𝑝− 𝛼𝜏𝑡)

(︂
𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹

)︂
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 − 𝑟(𝑝𝜃 + 𝑔)− (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉

+ 𝜇 (ℎ𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆)−
𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)2𝜏

+
𝜎2

2
(ℎ𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆 + 2ℎ𝑆𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆𝑆 − 2𝜃𝑆𝑞𝛽𝑆 + 𝜃𝑆𝑆(𝑝− 2𝜉𝑆))

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝜃𝑆 − 𝑞)(ℎ𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 + 𝑝𝜃𝑆 − 𝜃𝑆𝜉𝑆 − 𝜃𝑞𝛽𝑆 − 𝛽)

− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞(ℎ𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0.

(4.3)

Осуществляем разделение переменных в (4.3) относительно 𝜃𝑆, 𝜃𝑆𝑆, 𝜃𝑆𝑞 и получаем

𝜃𝑆𝑞 : 𝛽𝑆 = 0, (4.4)

𝜃𝑆𝑆 : 𝛼𝜏𝑡 − 2𝜉𝑆 = 0, (4.5)

𝜃2𝑆 : 𝑝− 𝑟𝜏 = 0, (4.6)

𝜃𝑆 : (𝑝− 𝛼𝜏𝑡)(−𝜇+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞) + 𝜇(𝑝− 𝜉𝑆) +
𝜎2

2
(2ℎ𝑆 − 𝜉𝑆𝑆)

+ 𝑟𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞𝜏 + 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(ℎ𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 − 𝛽 − 𝑞(𝑝− 𝜉𝑆)) + 𝐹𝜃𝑞𝜉𝑞 = 0, (4.7)

1 : (𝑝− 𝛼𝜏𝑡)

(︂
𝑟𝜃 + (𝜇− 𝑟𝑆)𝑞 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞2 + 𝐹

)︂
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 − 𝑟(𝑝𝜃 + 𝑔)− (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇 (ℎ𝑆𝜃 + 𝑔𝑆)−
𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞2𝜏

+
𝜎2

2
(ℎ𝑆𝑆𝜃 + 𝑔𝑆𝑆)− 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞(ℎ𝑆𝜃 + 𝑔𝑆 − 𝛽)

− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞(ℎ𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0. (4.8)

Из (4.5) следует, что 𝜏𝑡𝑡 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0, поэтому 𝐵 = 𝜅 = 0, 𝜏 = 𝐴𝑡, 𝑝 = ℎ(𝑆, 𝑞). Ввиду
предположения 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0 дифференцирование (4.7) по 𝜃𝑞 дает 𝜉𝑞 = 0. Итак, с учетом (4.4),
(4.6)

𝛼𝐴− 2𝜉𝑆 = 0, 𝑟𝜏𝑡 = 𝑝𝑡 = 0, ℎ𝑆 = ℎ𝑞 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝜉 = 𝜉(𝑆), 𝛽 = 𝛽(𝑞).

Интегрирование дает равенства

𝜏 = 𝐴𝑡, 𝑟𝐴 = 0, 𝜉 =
𝛼𝐴

2
𝑆 + 𝐸, 𝛽 = 𝛽(𝑞), 𝑝 = 0, 𝜂 = 𝑔 = 𝑔(𝑡, 𝑆, 𝑞), (4.9)

где 𝐴,𝐸 — константы. Уравнения (4.7), (4.8) теперь принимают вид

𝜇
𝛼𝐴

2
+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)

(︂
𝑔𝑆 − 𝛽 − 𝑞

𝛼𝐴

2

)︂
= 0, (4.10)

−𝛼𝐴

(︂
𝜇𝑞 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝑞2 + 𝐹

)︂
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 − 𝑟𝑔 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝐸 + 𝜇𝑔𝑆

+
𝜎2

2
𝑔𝑆𝑆 − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑔𝑆 − 𝛽)− 𝐹𝑡𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞(𝑔𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0.

(4.11)
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Выразим 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑔𝑆 − 𝛽) из уравнения (4.10) и подставим в (4.11), получим

𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)(𝑔𝑆 − 𝛽) = 𝛾𝜎2𝑒𝑟(𝑇−𝑡)𝛼𝐴

2
𝑞 − 𝜇

𝛼𝐴

2
, (4.12)

−𝛼𝐴
(︁𝜇𝑞
2

+ 𝐹
)︁
+𝐷𝛼

𝑡 𝑔 − 𝑟𝑔 − (𝜇− 𝑟𝑆)𝛽 + 𝑟𝑞𝐸 + 𝜇𝑔𝑆

+
𝜎2

2
𝑔𝑆𝑆 − 𝐹𝑡𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞(𝑔𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0.

(4.13)

Из уравнения (4.12) получаем

𝑔 = 𝛽(𝑞)𝑆 +
𝛼𝐴

2
𝑆𝑞 − 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )𝑆 +𝐺(𝑡, 𝑞), (4.14)

𝐺(𝑡, 𝑞) — некоторая функция
Дифференцированием (4.13) по 𝜃𝑞 получаем

(𝛽𝑞 − 𝛼𝐴)𝐹𝜃𝑞 − 𝐹𝑡𝜃𝑞𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞(𝑔𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0. (4.15)

Дифференцируем уравнение (4.15) по 𝑆 и получаем 𝑔𝑆𝑞 = 0. В силу (4.14) это влечет
равенство 𝛽𝑞 = −𝛼𝐴/2, 𝛽 = −𝛼𝐴𝑞/2 + 𝐿, где 𝐿 — константа. Следовательно, 𝛽𝑞𝑞 = 0 и
дифференцирование (4.15) по 𝑞 дает 𝑔𝑞𝑞 = 𝐺𝑞𝑞 = 0. Таким образом,

𝛽 = −𝛼𝐴

2
𝑞 + 𝐿, 𝑔 = 𝐿𝑆 − 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )𝑆 +𝑁(𝑡)𝑞 +𝑀(𝑡), (4.16)

где 𝑁(𝑡),𝑀(𝑡) — некоторые функции.
Подстановка (4.16) в (4.13) дает

−𝛼𝐴
(︁𝜇𝑞
2

+ 𝐹
)︁
+𝐷𝛼

𝑡

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
𝑆

+𝐷𝛼
𝑡 𝑁(𝑡)𝑞 +𝐷𝛼

𝑡 𝑀(𝑡)− 𝑟

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
𝑆 − 𝑟𝑁(𝑡)𝑞 − 𝑟𝑀(𝑡)

− (𝜇− 𝑟𝑆)

(︂
−𝛼𝐴

2
𝑞 + 𝐿

)︂
+ 𝑟𝑞𝐸 + 𝜇

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
− 𝐹𝑡𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞

(︂
𝑁(𝑡) + 𝜃𝑞

𝛼𝐴

2

)︂
= 0.

(4.17)

Приравняем коэффициенты многочлена (4.17) от 𝑆 и 𝑞 к нулю:

𝑆 : 𝐷𝛼
𝑡

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴𝑒𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2

)︂
= 0, 𝑞 : 𝐷𝛼

𝑡 𝑁(𝑡)− 𝑟𝑁(𝑡) + 𝑟𝐸 = 0, (4.18)

1 : 𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝑟𝑀(𝑡)− 𝜇2𝛼𝐴𝑒

𝑟(𝑡−𝑇 )

2𝛾𝜎2
− 𝛼𝐴𝐹 − 𝐹𝑡𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞

(︂
𝑁(𝑡) + 𝜃𝑞

𝛼𝐴

2

)︂
= 0. (4.19)

Так как от 𝑟 зависит решение уравнений (4.18), (4.19), то необходимо рассмотреть случаи
𝑟 = 0 и 𝑟 ̸= 0.

4.1. Случай r ̸= 0. В этом случае 𝐴 = 0, поэтому равенства (4.9), (4.16), (4.18), (4.19)
принимают вид

𝜏 = 0, 𝜉 = 𝐸, 𝛽 = 𝐿, 𝜂 = 𝑔 = 𝐿𝑆 +𝑁(𝑡)𝑞 +𝑀(𝑡),

𝐷𝛼
𝑡 𝐿 = 0, 𝐷𝛼

𝑡 𝑁(𝑡)− 𝑟𝑁(𝑡) + 𝑟𝐸 = 0, 𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝑟𝑀(𝑡)− 𝐹𝜃𝑞𝑁(𝑡) = 0. (4.20)

Дифференцируем третье уравнение в (4.20) по 𝜃𝑞 и получаем 𝑁 = 0. Подставляем полу-
ченное 𝑁 = 0 во второе уравнение в (4.20) и получаем 𝐸 = 0. Первое уравнение в (4.20)
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дает ввиду (2.1) выражение 𝐿𝑡−𝛼/Γ(1−𝛼) и, следовательно, 𝐿 = 0. Таким образом, функ-
ция 𝐹 в данном случае произвольна, если не считать условие нелинейности 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0.
Решая уравнение 𝐷𝛼

𝑡 𝑀 − 𝑟𝑀 = 0 с помощью (2.2), получаем следующую теорему.

Теорема 4.1. Основная алгебра Ли уравнения (1.2), где 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0 и 𝑟 ̸= 0, порождается

оператором 𝑋1 = 𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝑟𝑡
𝛼)𝜕𝜃.

Здесь и далее термин «основная алгебра Ли» используется в смысле монографии
Л.В. Овсянникова (см. [17, с. 98]).
Сравнивая с симметриями уравнения (1.1) [14], можно заметить, что условие 𝜏(0) = 0

приводит к потере симметрии со сдвигом по времени, а несколько симметрий уравнения
первого порядка по времени отсутствуют в случае производной дробного порядка по вре-
мени из-за имеющихся в определяющей системе уравнений 𝜉𝑡 = 0, 𝛽𝑡 = 0. Симметрия
𝜕𝑞 + 𝑆𝜕𝜃 уравнения (1.1) в данном случае отсутствует из-за того, что дробная производ-
ная Римана–Лиувилля от константы — не ноль. Оператор 𝑋1 в случае уравнения (1.1)
принимает вид 𝑋1|𝛼=1 = 𝑒𝑟𝑡𝜕𝜃.

4.2. Случай r = 0. Подставляем 𝑟 = 0 в (4.18), (4.19) и получаем

𝐷𝛼
𝑡

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2

)︂
=

(︂
𝐿− 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2

)︂
𝐷𝛼

𝑡 1 = 0, 𝐷𝛼
𝑡 𝑁(𝑡) = 0, (4.21)

𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
− 𝛼𝐴𝐹 − 𝐹𝑡𝐴𝑡− 𝐹𝜃𝑞

(︂
𝑁(𝑡) + 𝜃𝑞

𝛼𝐴

2

)︂
= 0. (4.22)

Решение (4.21) с помощью (2.1) дает

𝑁(𝑡) = 𝑃𝑡𝛼−1, 𝐿 = 𝜇
𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
.

Подстановкой полученного в (4.9), (4.16) получим

𝜏 = 𝐴𝑡, 𝜉 =
𝛼𝐴

2
𝑆 + 𝐸, 𝛽 = −𝛼𝐴

2
𝑞 + 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
, 𝜂 = 𝑃𝑡𝛼−1𝑞 +𝑀(𝑡),

где 𝐴,𝐸, 𝑃 — некоторые константы. Представим (4.22) в виде

𝛼𝐴𝐹 + 𝐹𝑡𝐴𝑡+ 𝐹𝜃𝑞

(︂
𝑃𝑡𝛼−1 + 𝜃𝑞

𝛼𝐴

2

)︂
−𝑅(𝑡) = 0, (4.23)

где 𝑅(𝑡) = 𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2 .

4.2.1. Случай 𝐴 ̸= 0. Интегрируя уравнение (4.23), получим

𝐹 = 𝑡−𝛼Φ

(︂
𝑡−𝛼/2𝜃𝑞 −

𝑃𝑡𝛼/2−1

𝐴(𝛼
2
− 1)

)︂
+

𝑡−𝛼

𝐴

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑡)𝑡𝛼−1𝑑𝑡,

где Φ — произвольная функция. Подействуем на полученное выражение преобразованием
эквивалентности 𝜃 = 𝜃 + 𝑎1𝑡

𝛼−1𝑞 из группы, порожденной оператором 𝑌1 из второй части
теоремы 3.1, при групповом параметре 𝑎1 =

𝑃
𝐴(𝛼

2
−1)

, а затем преобразованием эквивалент-
ности

𝜃 = 𝜃 + 𝑎𝑉 𝑉 (𝑡), 𝐹 = 𝐹 + 𝑎𝑉𝐷
𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡)

порожденной оператором 𝑌𝑉 группы (см. теорему 2) при 𝑎𝑉 = 1 и функции 𝑉 (𝑡), такой,
что

𝐷𝛼
𝑡 𝑉 (𝑡) = −𝑡−𝛼

𝐴

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑡)𝑡𝛼−1𝑑𝑡.
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Функция 𝑉 (𝑡) определяется с помощью формулы (2.2) при 𝜆 = 0. В итоге получаем функ-
цию 𝐹 = 𝑡−𝛼Φ

(︀
𝑡−𝛼/2𝜃𝑞

)︀
. Ее подстановка в определяющее уравнение (4.22) дает

𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
−𝑁(𝑡)𝑡−3𝛼/2Φ′ = 0.

Ввиду того, что 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0 по предположению, получаем Φ′′ ̸= 0, поэтому

𝑁(𝑡) = 0, 𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
= 0.

Следовательно, интегрирование 𝑀(𝑡) с помощью (2.1) дает

𝑀(𝑡) = 𝑀0𝑡
𝛼−1 + 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2

𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
.

В итоге

𝜏 = 𝐴𝑡, 𝜉 =
𝛼𝐴

2
𝑆 + 𝐸, 𝛽 = −𝛼𝐴

2
𝑞 + 𝜇

𝛼𝐴

2𝛾𝜎2
,

𝜂 =
𝑀0𝑡

𝛼−1

Γ(𝛼)
+ 𝜇2 𝛼𝐴

2𝛾𝜎2

𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
.

4.2.2. Случай 𝐴 = 0. Получаем равенства (4.20) при 𝑟 = 0, т.е.

𝜏 = 0, 𝜉 = 𝐸, 𝛽 = 𝐿, 𝜂 = 𝑔 = 𝐿𝑆 +𝑁(𝑡)𝑞 +𝑀(𝑡),

𝐷𝛼
𝑡 𝐿 = 0, 𝐷𝛼

𝑡 𝑁(𝑡) = 0, 𝐷𝛼
𝑡 𝑀(𝑡)− 𝐹𝜃𝑞𝑁(𝑡) = 0.

Тогда 𝐿 = 0, дифференцированием третьего уравнения по 𝜃𝑞 получаем 𝑁(𝑡) ≡ 0,
𝑀(𝑡) = 𝑀0𝑡

𝛼−1, 𝐹 — произвольная функция. Доказано следующее утверждение для урав-
нения (1.2) при 𝑟 = 0.

Теорема 4.2. Основная алгебра Ли уравнения

𝐷𝛼
𝑡 𝜃 = 𝜇𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝑡−𝛼Φ

(︀
𝑡−𝛼/2𝜃𝑞

)︀
,

где Φ′′ ̸= 0, порождается операторами

𝑋1 = 𝜕𝑆, 𝑋2 = 𝑡𝛼−1𝜕𝜃,

𝑋3 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝛼𝑆𝜕𝑆 +

(︂
−𝛼𝑞 +

𝜇𝛼

𝛾𝜎2

)︂
𝜕𝑞 +

𝜇2𝛼𝑡𝛼

𝛾𝜎2Γ(𝛼 + 1)
𝜕𝜃.

Для уравнения

𝐷𝛼
𝑡 𝜃 = 𝜇𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 − 𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 − 1

2
𝛾𝜎2(𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞),

где 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ̸= 0 и 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) не эквивалентна функции 𝑡−𝛼Φ
(︀
𝑡−𝛼/2𝜃𝑞

)︀
в смысле преобразова-

ний эквивалентности, порождаемых операторами 𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌𝑉 из второй части теоре-

мы 3.1, основная алгебра Ли порождается операторами 𝑋1 = 𝜕𝑆, 𝑋2 = 𝑡𝛼−1𝜕𝜃.

Заметим, что вид полученных симметрий согласуется с результатами теоремы 2.7 [29],
в которой найден общий вид симметрий систем уравнений подобного вида.
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