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ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ БИНОМИАЛЬНАЯ РЕГРЕССИЯ

В ЗАВИСИМОСТИ ДОЗА-ЭФФЕКТ

М.С. ТИХОВ

Аннотация. Эта статья посвящена проблеме оценки функции распределения и ее
квантилей в зависимости доза-эффект с непараметрической отрицательной биноми-
альной регрессией. Большая часть математических исследований зависимости доза-
эффект касалась моделей с биномиальной регрессией, в частности моделей с бинар-
ными данными. Здесь предложены ядерные оценки функции распределения, ядро ко-
торых взвешивается отрицательной биномиальной случайной величиной при каждой
ковариате. Эти ковариаты являются квазислучайными ван дер Корпута и Холтона по-
следовательностями с медленным расхождением. Наши оценки состоятельны, т.е. схо-
дятся к своим оптимальным значениям когда число наблюдений 𝑛 возрастает до бес-
конечности. Предлагаемые оценки сравниваются с помощью их среднеквадратичных
отклонений. Показано, что наши оценки имеют меньшую асимптотическую дисперсию
по сравнению, в частности, с оценками типа Надарая-Ватсона и других оценок. Пред-
ставлены непараметрические оценки квантилей, полученные путем инвертирования
ядерной оценки функции распределения. Асимптотическая нормальность этих оценок
с поправкой на смещение сохраняется при некоторых условиях регулярности. Мы даем
также многомерное обобщение полученных результатов.
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1. Введение

Задача оценивания неизвестного распределения является важнейшей задачей математической
статистики как для полных, так и для неполных выборок. В настоящей статье рассматривается
проблема построения эффективных оценок функции распределения (ф. р.) 𝐹 (𝑥) и квантиль-
ной функции 𝐹−1(𝜆) = 𝑥𝜆, 0 < 𝜆 < 1 в зависимости доза-эффект для модели отрицательной

биномиальной регрессии, а также изучается асимптотическое поведение предложенных оценок.
Цель нашего сообщения состоит в том, чтобы дать пригодные для использования на практике оп-
тимальные оценки кривых доза-эффект. Такие задачи возникают в биологии [1], токсикологии [2],
в оценке эффективных доз лекарственных препаратов [3]. Отметим также, что «зависимость
доза-эффект» — это условное название. Рассматриваемая нами модель может быть применена,
например, для оценки доверительных временных границ стадий развития ребенка в педиатрии
(см. [1], [4]–[6]). Наиболее остро эта проблема возникает при оценивании квантилей либо малых,
либо относительно высоких уровней.
Существует два основных подхода к оценке 𝐹 (𝑥) и ее квантилей: параметрический подход

с использованием известных распределений, в частности, пробит- и логит-модели, и непарамет-
рический подход. Биологические механизмы действия и токсичности лекарств часто настолько
сложны, что форма кривой 𝐹 (𝑥) в значительной степени неизвестна и подгонка неправильной
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модели может привести к большим и непредсказуемым отклонениям с недопустимыми довери-
тельными границами. В таком случае для зависимости доза-эффект становится разумным ис-
пользовать непараметрический подход, который состоит в следующем. Имеется модель бинар-
ных откликов, которая носит условное название зависимость доза-эффект [3], [7]. Именно, пусть
{(𝑋𝑖, 𝑈𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛} — потенциальная повторная выборка из неизвестного распределения

𝐹 (𝑥)𝐺(𝑥), 𝐹 (𝑥) = P(𝑋𝑖 < 𝑥), 𝐺(𝑥) = P(𝑈𝑖 < 𝑥),

вместо которой наблюдается выборка

𝒰 (𝑛) = {(𝑈𝑖,𝑊𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛},

где 𝑊𝑖 = 𝐼(𝑋𝑖 < 𝑈𝑖) есть индикатор события (𝑋𝑖 < 𝑈𝑖). Задача — оценить неизвестную ф.р.

𝐹 (𝑥) по выборке 𝒰 (𝑛). Здесь 𝑈𝑖 рассматриваются как дозы, а 𝑊𝑖 — как эффект от воздействия
дозы 𝑈𝑖. Пусть

𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐺(𝑥) =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, причем 𝑓(𝑥) > 0, 𝑔(𝑥) > 0.

Такую ситуацию будем называть случайным планом эксперимента. Тогда условное математичес-
кое ожидание будет равно

E(𝑊 |𝑈 = 𝑥) = P(𝑋 < 𝑈 |𝑈 = 𝑥) = P(𝑋 < 𝑥|𝑈 = 𝑥) = P(𝑋 < 𝑥) = 𝐹 (𝑥),

т.е. неизвестная функция распределения 𝐹 (𝑥) является регрессией и для оценки 𝐹 (𝑥) по выборке

𝒰 (𝑛) = {(𝑈𝑖,𝑊𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛} можно использовать ядерные оценки регрессии.
Наряду со случайным планом будем рассматривать фиксированные планы эксперимента [8].

Именно, будем полагать вводимую дозу 𝑈 неслучайной и положим 𝑈𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑛 + 1,
где 0 = 𝑢0 < 𝑢1 < ... < 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1 = 1. В статье мы будем изучать поведение ядерных оценок
по фиксированным планам.
Для зависимости доза-эффект со случайными планами эксперимента и бинарными откликами

[3], [7] в качестве оценки функции распределения 𝐹 (𝑥) обычно берется статистика

𝐹𝑛(𝑥) =
𝑆2𝑛(𝑥)

𝑆1𝑛(𝑥)
, 𝑆1𝑛(𝑥) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾ℎ(𝑥− 𝑈𝑖), 𝑆2𝑛(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖𝐾ℎ(𝑥− 𝑈𝑖),

если 𝑆1𝑛(𝑥) ̸= 0, где 𝐾ℎ(𝑥) = 𝐾(𝑥/ℎ)/ℎ, 𝐾(𝑥) — финитная симметричная плотность распределе-
ния (ядро), ℎ = ℎ(𝑛) → 0, 𝑛ℎ → ∞ при 𝑛 → ∞. Если 𝑆1𝑛(𝑥) = 0, то 𝐹𝑛(𝑥) полагается равным
нулю. Так, в качестве ядерной функции 𝐾(𝑥) часто используют ядро Епанечникова

𝐾1(𝑥) = (3/4)(1− 𝑥2)𝐼(|𝑥 | < 1),

а также квартическое ядро

𝐾2(𝑥) = (15/16)(1− 𝑥2)2𝐼(|𝑥 | < 1),

в качестве ℎ(𝑛) берут 𝑛−1/5.
При некоторых условиях регулярности (см. [7]), оказывается, что при 𝑛 → ∞ величина

𝑛2/5(𝐹𝑛(𝑥)−E(𝐹𝑛(𝑥))) асимптотически нормальна 𝑁(0, 𝜎2(𝑥)), где

𝜎2(𝑥) = 𝐹 (𝑥)(1− 𝐹 (𝑥))‖𝐾 ‖2/𝑔(𝑥), ‖𝐾 ‖2 =
∫︁ ∞

−∞
𝐾2(𝑥) 𝑑𝑥.

Для фиксированных планов эксперимента предельная дисперсия оценки 𝐹𝑛(𝑥) равна

𝜎21(𝑥) = 𝐹 (𝑥)(1− 𝐹 (𝑥))‖𝐾 ‖2.

Зависимость доза-эффект в модели с биномиальной регрессией (см., например, [9], [10]), можно
описать следующим образом. Предположим, что ответ 𝑊𝑖𝑗 равен 1, если он дает интересующую
реакцию, или 𝑊𝑖𝑗 = 0, если реакции нет, которая наблюдается на каждой фиксированной кова-
риате 𝑢𝑖.
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Таким образом, 𝑊𝑖𝑗 есть 𝑗-й ответ 𝑚 субъектов, когда ковариата равна 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛,
и ответы 𝑊𝑖𝑗 являются взаимно независимыми. Взаимосвязь определяется вероятностью того,
что 𝑊𝑖𝑗 = 1 при условии 𝑢𝑖:

𝐹 (𝑢𝑖) = P(𝑊𝑖𝑗 = 1) = P(𝑋𝑖𝑗 < 𝑢𝑖),

где 𝑊𝑖 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑊𝑖𝑗 имеет биномиальное распределение 𝐵(𝑚, 𝑝𝑖) с параметром 𝑝𝑖 = 𝐹 (𝑢𝑖), а хорошо

известно, что максимальное правдоподобие для 𝑝𝑖 дается отношением 𝑤𝑖 =𝑊𝑖/𝑚 для каждого 𝑖.
Данные (𝑢𝑖, 𝑤𝑖), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, позволяют построить оценку ф. р. вида

𝐹𝑛(𝑥) =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑤𝑖𝜂𝑖(𝑥)

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜂𝑖(𝑥)

, где 𝜂𝑖(𝑥) = 𝐾ℎ(𝑥− 𝑢𝑖).

Для 𝑚 = 1 мы имеем регрессионную модель Бернулли. В [11] показано, что при фиксирован-

ном 𝑥, разность
√
𝑛ℎ(𝐹𝑛(𝑥) − E(𝐹𝑛(𝑥))) асимптотически нормальна 𝑁(0, 𝜎21(𝑥)/𝑚) при 𝑛 → ∞.

При этом в каждом слое мы рассматриваем повторную выборку, в которой параметр 𝑝𝑖 = 𝐹 (𝑢𝑖)
биномиального распределения, неслучаен. Для бесповторной выборки можно считать, что сам
параметр биномиального распределения случаен, например, имеет бета распределение B(𝛼, 𝛽).
В этом случае мы получим бета-биномиальное распределение, тогда вместо параметра 𝑝𝑖 мы бу-
дем иметь параметр 𝛼𝑖/(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖) и в качестве его оценки будем брать 𝑚1,𝑖/𝑊𝑖 как МП-оценку
«средней» вероятности и «средней» функции распределения.
В представленном здесь сообщении, тезисы которого опубликованы в [12], рассматривается от-

рицательная биномиальная регрессионная модель (NBR-модель). Точнее, для заданного 𝑚 рас-
сматривается отрицательное биномиальное распределение величин 𝑍𝑖 при заданной ковариате 𝑢𝑖:

P(𝑍𝑖 = 𝑘) =
Γ(𝑘 +𝑚)

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑚)
𝑝𝑚𝑖 (1− 𝑝𝑖)

𝑘−𝑚, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1, ..., Γ(𝑘 + 1) = 𝑘! .

Мы используем выборку 𝒵 = {(𝑧𝑖, 𝑢𝑖), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 } для определения оценки 𝐹 (𝑥) вида

𝑇𝑛(𝑥) =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑚𝜂𝑖(𝑥)

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥)

. (1.1)

Для так называемых квази-случайных последовательностей {𝑢𝑖}, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 с медленным
расхождением (low-discrepancy sequences), где 𝑢𝑖 — неслучайны, мы докажем состоятельность
и асимптотическую нормальность построенных оценок при 𝑛 → ∞. Мы показываем, что пре-
дельная дисперсия оценок при нормировке

√
𝑛ℎ равна

𝜎22(𝑥) = 𝐹 2(𝑥)(1− 𝐹 (𝑥))‖𝐾 ‖2/𝑚,
которая меньше предельной дисперсии

𝜎21(𝑥) = 𝐹 (𝑥)(1− 𝐹 (𝑥))‖𝐾 ‖2/𝑚

оценок функции распределения 𝐹 (𝑥) типа Надарая-Ватсона в биномиальной регрессии. На ос-
нове статистики (1.1) строятся оценки квантилей и доказывается их асимптотическая нормаль-
ность. На базе несмещенной оценки 𝑝 параметра 𝑝, а также оценки максимального правдоподобия
отрицательного биномиального распределения мы предлагаем оценку неизвестной функции рас-
пределения.
Отрицательное биномиальное распределение возникает естественным путем при малых зна-

чениях параметров биномиального распределения 𝑝𝑖 и больших 𝑚, которое можно аппроксими-
ровать распределением Пуассона. Известно, что смесь пуассоновского и Гамма-распределения
(см. [13, c. 184]) приводит к отрицательому биномиальному распределению. Можно рассматри-
вать также урновую схему Пойа и показать, что отрицательное биномиальное распределение
можно получить предельным переходом из урновой схемы Пойа (см. [14, с. 495]).
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В прикладных задачах, каковой является данная задача, приходится учитывать помимо теоре-
тических аспектов вопросы привязки к конкретным ситуациям, в частности, выбор ковариат 𝑢𝑖.
Их можно выбирать детерминированно с равномерным шагом, можно построить чисто случайные
конструкции, можно, используя квази-метод Монте-Карло, отбирать их из заданного множества
случайным образом. При удачном выборе множества удается получить почти оптимальные ре-
зультаты. Здесь мы предлагаем рассматривать почти равномерные последовательности ковариат.

2. Основные условия

Пусть {𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} — последовательность независимых одинаково распределенных с 𝑋
на отрезке [0, 1] случайных величин с функцией распределения 𝐹 (𝑥), а

𝑃 = {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1} — разбиение отрезка [0, 1], 𝑢0 = 0 < 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑛 < 1 = 𝑢𝑛+1.

Будем предполагать, что выполнены следующие условия.

Условие 1. При 𝑛→ ∞ ширина окна ℎ = 𝑛−1/5.

Условие (1) будем записывать, как условие (H).

Условие 2. 𝐾(𝑥) ⩾ 0, причем 𝐾(𝑥) = 0, 𝑥 /∈ [−1, 1].

Условие 3.
1∫︀

−1

𝐾(𝑥) 𝑑𝑥 = 1.

Условие 4. 𝐾(𝑥) = 𝐾(−𝑥), 𝑥 ∈ R.

Условие 5. Существуют третьи непрерывные ограниченные производные функции 𝐾(𝑥)
на отрезке [−1, 1].

Условие 6. ‖𝐾 ‖∞ = sup
−1⩽𝑥⩽1

|𝐾(𝑥) | = 𝑘𝑗 <∞ .

Положим

‖𝐾 ‖2 =
∫︁ 1

−1
𝐾2(𝑥) 𝑑𝑥

и определим вариацию функции 𝑓 = 𝑓(𝑥), 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏 (см. [15, с. 234]).
Пусть 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → R. Вариацией функции 𝑔 = 𝑔(𝑢) на отрезке [𝑎, 𝑏] называется следующая

величина:

⋁︁
(𝑔) =

𝑏⋁︁
𝑎

(𝑔) = sup
𝑃

𝑚∑︁
𝑘=0

| 𝑔(𝑢𝑘+1)− 𝑔(𝑢𝑘) |,

т.е. точная верхняя грань по всем разбиениям 𝑃 отрезка [𝑎, 𝑏].

Условие 7. Вариация функции 𝐾(𝑥) ограничена, т.е.
⋁︀
(𝐾) <∞.

Заметим, что если 𝐾(𝑥) — гладкая функция, то
⋁︀1

0(𝐾) =
∫︀ 1
0 |𝐾 ′(𝑥) | 𝑑𝑥.

В дальнейшем условия (2-7) будем записывать, как условие (K).

Условие 8. Существует третья непрерывная ограниченная производная плотности распре-
деления 𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥), причем 𝑓(𝑥) > 0.

Условие (8) будем записывать, как условие (F).
В работе будем предполагать, что выполнены условия (H), (K), (F), которые будем называть

условиями регулярности.
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3. Вспомогательные результаты

В этом параграфе представлены вспомогательные результаты, необходимые для изучения
асимптотики введенных оценок.
Приведем неравенство Koksma-Hlawka (см. [16, с. 18]), которое позволяет оценить скорость

сходимости интегральных сумм к соответствующему интегралу.
Пусть ℬ — лебегова 𝜎-алгебра на 𝐼𝑠, где 𝐼 = [0, 1], и 𝜌𝑠 — лебегова мера на ℬ, а 𝑃 — множество

точек u1,u2, ...,u𝑁 ∈ 𝐼𝑠. Определим счетчик

𝐴𝑛(𝐵;𝑃 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼𝐵(𝑢𝑖)

и отклонение

𝐷𝑛(ℬ;𝑃 ) = sup
𝐵∈ℬ

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑛(𝐵;𝑃 )

𝑛
− 𝜌𝑠(𝐵)

⃒⃒⃒⃒
,

где 𝐼𝐵(𝑥) — индикатор множества 𝐵. Положим 𝐷*
𝑛(𝑃 ) = 𝐷𝑛(𝐽

*
𝑐 ;𝑃 ), где 𝐽

*
𝑐 есть семейство по-

динтервалов на 𝐼𝑠 вида
𝑠∏︀

𝑖=1
[0, 𝑢𝑖]. Здесь 𝜌𝑠

(︂
𝑠∏︀

𝑖=1
[0, 𝑢𝑖]

)︂
= 𝑢1𝑢2...𝑢𝑠. Величину 𝐷*

𝑛(𝑃 ) называют

дискрепансом (discrepancy) последовательности.

Определение 3.1. Говорят, что последовательность 𝑃 = {𝑢1, 𝑢2, ...} действительных чи-
сел равномерно распределена (р.р.), если для любой пары действительных чисел 0 ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ 1,
имеем

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛([𝑎, 𝑏), 𝑃 )

𝑛
= 𝑏− 𝑎.

Мы будем иметь дело с р.р. последовательностями.

Теорема 3.1 ([16]). (Неравенство Koksma-Hlawka). Если функция 𝑓(𝑢) (0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1)
есть непрерывная функция и имеет ограниченную вариацию

⋁︀
(𝑓) на [0, 1], то для любых

𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛 ∈ [0, 1], мы имеем⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑢𝑖)−
∫︁
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽⋁︁(𝑓)𝐷*

𝑛(𝑢1, ..., 𝑢𝑛).

Для многомерного единичного куба 𝐼𝑠 = [0, 1)𝑠, 𝐼𝑠 = [0, 1]𝑠 и вариации в смысле Харди и Краузе
(см. [16, с. 19]) имеет место следующий результат.

Теорема 3.2. [16, c. 20] Если функция 𝑓(𝑢) (0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1) имеет ограниченную вариацию
⋁︀
(𝑓)

на 𝐼𝑠 в смысле Харди и Краузе, то для любых u1,u2, ...,u𝑛 ∈ 𝐼𝑠, мы имеем⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(u𝑖)−
∫︁
𝑓(u)du

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽⋁︁(𝑓)𝐷*

𝑛(u1, ...,u𝑛).

В [16] показано, что 𝐷*
𝑛(𝑢1, ..., 𝑢𝑛) есть непрерывная функция переменных (𝑢1, ..., 𝑢𝑛) и что ес-

ли 𝑢𝑖 =
𝑖

𝑛
, то 𝐷*

𝑛(𝑢1, ..., 𝑢𝑛) =
1

𝑛
. Аналогично можно показать, что для равномерного разбиения

𝑠-мерного единичного куба 𝐼𝑠 дискрепанс конечного числа точек есть 𝐷*
𝑛 ≍ 1

𝑛
(см. [17]). При ко-

нечных 𝑛 его также можно вычислить используя алгоритм, данный в [18].

Замечание 3.1. В одномерном случае если 𝑢0 = 0 < 𝑢1 < 𝑢2 < ... < 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1 = 1, то

𝐷*
𝑛(𝑃 ) = max

0⩽𝑘⩽𝑛
sup

𝑢𝑘<𝑢⩽𝑢𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑛([0, 𝑢);𝑃 )

𝑛
− 𝑢

⃒⃒⃒⃒
= max

0⩽𝑘⩽𝑛
sup

𝑢𝑘<𝑢⩽𝑢𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑛
− 𝑢

⃒⃒⃒⃒
= max

0⩽𝑘⩽𝑛
max

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑛
− 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑛
− 𝑥𝑘+1

⃒⃒⃒⃒)︂
,

а это есть статистика Колмогорова.
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Таким образом, если 𝑢1 < 𝑢2 < ... < 𝑢𝑛 рассматривать как вариационный ряд выборки и в каче-
стве нулевой гипотезы взять равномерное распределение, то дискрепанс является максимальным
уклонением выборочной функции распределения от равномерной. Большие значения 𝐷*

𝑛 говорят
о кучности последовательности 𝑃 в некоторой области.
Этот результат обобщается и на многомерный случай [19]. В этом случае справедлив закон

повторного логарифма, доказанный Кифером [20]: почти всюду

lim
𝑛→∞

√
2𝜋𝐷*

𝑛(𝑃 )/
√
2 ln ln𝑛 = 1 .

Чтобы расширить возможные применения приводимых в п.4 результатов, рассмотрим после-

довательности с низким расхождением (low-discrepancy sequences) [16, Гл. 3] — Ван дер Корпута

и Холтона последовательности [21].
Пусть

𝑛 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑛)𝑏
𝑗 (3.1)

— представление целого числа 𝑛 ⩾ 0 по натуральному основанию 𝑏 ⩾ 2, где
𝑎𝑗(𝑛) ∈ 𝑍𝑏 = {0, 1, ..., 𝑏− 1} для каждого 𝑗 ⩾ 0 и 𝑎𝑗(𝑛) = 0 для всех достаточно больших 𝑗.

Определение 3.2. Для 𝑏 ⩾ 2, радикально-обратная функция 𝜑𝑏 по основанию 𝑏 определяется
следующим образом:

𝜑𝑏(𝑛) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑛)𝑏
−𝑗−1 для любого целого 𝑛 ⩾ 0, (3.2)

где 𝑎𝑗(𝑛) берутся из представления (3.1) с тем же 𝑏.

Определение 3.3. Для любого натурального 𝑏 ⩾ 2, последовательность Ван дер Корпута
по основанию 𝑏 есть последовательность {𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛, ...} с 𝑢𝑛 = 𝜑𝑏(𝑛) для любого 𝑛 ⩾ 0.

Пусть дана последовательность 𝑆 = {𝑢0, 𝑢1, ...}. Мы будем писать 𝐷𝑛(𝑆) = 𝐷𝑛(𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛+1)
для расхождения первых 𝑛 членов 𝑆 и аналогично будем писать 𝐷*

𝑛(𝑆) = 𝐷*
𝑛(𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑛).

В [16] показано, что если 𝑆𝑏 есть последовательность Ван дер Корпута по основанию 𝑏, то

𝐷*
𝑁 (𝑆𝑏) ⩽ 𝐶1

ln𝑁

𝑁
, для всех 𝑁 ⩾ 2,

где константа 𝐶1 зависит только от 𝑏.

Определение 3.4. Пусть 𝑠 — произвольная размерность, а 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑠 ⩾ 2, — взаимно про-
стые натуральные числа. Определим последовательность Холтона, полагая

u(𝑛) = (𝜑𝑏1(𝑛), 𝜑𝑏2(𝑛), ..., 𝜑𝑏𝑠(𝑛)) ∈ 𝐼𝑠 для любого 𝑛 ⩾ 0.

При 𝑠 = 1 это определение сводится к определению последовательности Ван дер Корпута.

Теорема 3.3 ([16]). Если 𝑆 есть Холтона последовательность, то существуют константы
𝐶2 и 𝐶3, зависящие только от 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑠 такие, что для всех 𝑁 ⩾ 1,

𝐶2
(ln𝑁)𝑠−1

𝑁
⩽ 𝐷*

𝑁 (𝑆) ⩽ 𝐶2
(ln𝑁)𝑠

𝑁
.

В [17, с. 166] замечено, что при 𝑠 = 1 наилучшими являются равномерные сетки, но с увеличе-
нием 𝑠 они приближаются к наихудшим. Там показано, как надо изменить сетку, чтобы она стала
лучше. В двумерном случае также известна явная квадратурная формула Фибоначчи [22, с. 92]:

1

𝑏𝑛

𝑏𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂
𝑘

𝑏𝑛
,

{︂
𝑏𝑛−1

𝑏𝑛
𝑘

}︂)︂
, 𝑏1 = 𝑏2 = 1, 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−2, (𝑛 ⩾ 3),
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где {𝑎}— дробная часть числа 𝑎. Кроме того, в [23, с. 92], приведена оценка сверху для следующих
квадратурных формул:

sup
𝑓∈𝐻𝑟

2

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
[0,1]2

𝑓(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
1

𝐴

𝐴∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂
𝑘

𝐴
,

{︂
𝑏

𝐴
𝑘

}︂)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝐶

1 + ln𝐴

𝐴𝑟
,

где 𝑟 > 1, 𝐴 и 𝑏 (1 < 𝑏 < 𝐴) — взаимно простые целые, а функция 𝑓(𝑥1, 𝑥2) принадлежит
классу 𝐻𝑟

2 , если в единичном кубе 𝐼𝑠 она имеет непрерывные производные вида

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘11 ...𝜕𝑥
𝑘𝑠
𝑠

(0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑟𝑠, 0 ⩽ 𝑘𝜈 ⩽ 𝑟).

Нам нужна будет также теорема об асимптотическом поведении функций от оценок.

Теорема 3.4. [24, с. 86] (Дельта-метод). Если 𝜙(𝑛) → ∞ при 𝑛→ ∞, и

𝜙(𝑛)(𝑇𝑛 − 𝜃)
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝑁(0, 𝜏2)

то

𝜙(𝑛)(𝑔(𝑇𝑛)− 𝑔(𝜃))
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝑁(0, 𝜏2(𝑔 ′(𝜃))2).

при условии, что существует непрерывная не равная нулю производная 𝑔 ′(𝜃), функции 𝑔(𝜃).

4. Основные результаты

4.1. NBR-оценки. Асимптотическое поведение. Пусть дана выборка
𝒵(𝑛) = {(𝑧𝑖, 𝑢𝑖), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛}, где 𝑧𝑖 имеет отрицательное биномиальное распределение
NB(𝑚,𝐹 (𝑢𝑖)), а последовательность 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 есть последовательность Ван дер Корпу-
та. Определим статистику

𝑇𝑛(𝑥) =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝜂𝑖(𝑥)

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥)

, где 𝜂𝑖(𝑥) = 𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝑥).

Поскольку
1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜂𝑖(𝑥) → 1 при 𝑛→ ∞, то мы рассмотрим оценку

𝐹𝑛(𝑥) =
𝑚

1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥)

. (4.1)

Обозначим

𝑆1 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥), 𝜈𝑗(𝐾) =

1∫︁
−1

𝑡𝑗𝐾(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 ∈ N.

Теорема 4.1. Пусть 𝐹𝑛(𝑥) — оценка функции распределения 𝐹 (𝑥), определенная форму-
лой (4.1), {𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛} — последовательность Ван дер Корпута, выполнены условия ре-
гулярности. Тогда

√
𝑛ℎ(𝐹𝑛(𝑥)−E(𝐹𝑛(𝑥))

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁

(︂
0,

(1− 𝐹 (𝑥))𝐹 2(𝑥)

𝑚
‖𝐾 ‖2

)︂
.
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Доказательство. Из [25, леммы 3.4] следует, что
⋁︀
(𝐾ℎ) = 𝑂(ℎ−1), поэтому при 𝑛→ ∞ мы имеем:

E(𝑆1) = E

(︃
1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂)︃
=

1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
E(𝑍𝑖) =

1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
𝑚

𝐹 (𝑢𝑖)

=𝑚 · 1
ℎ

∫︁ ∞

−∞

1

𝐹 (𝑢)
𝐾

(︂
𝑢− 𝑥

ℎ

)︂
𝑑𝑢+𝑂

(︂
ln𝑛

𝑛ℎ

)︂
=𝑚

∫︁ (1−𝑥)/ℎ

−𝑥/ℎ

𝐾(𝑡)

𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
=𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝐾(𝑡)

𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
𝑑𝑡+𝑂

(︂
ln𝑛

𝑛ℎ

)︂
=𝑚

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝐾(𝑡)

𝐹 (𝑥)
+𝐾(𝑡)

(︂
1

𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
− 1

𝐹 (𝑥)

)︂)︂
𝑑𝑡+𝑂

(︂
ln𝑛

𝑛ℎ

)︂
=

𝑚

𝐹 (𝑥)
+𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)

𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
𝐾(𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
ln𝑛

𝑛ℎ

)︂
.

Теперь

𝛾𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)− 𝐹 (𝑥)

𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
𝐾(𝑡) 𝑑𝑡

=

∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝑥)ℎ𝑡+ (1/2)𝑓 ′(𝑥)ℎ2𝑡2 + (1/6)𝑓 ′′(𝑥)ℎ3𝑡3 + (1/24)𝑓 ′′′(𝜁)ℎ4𝑡4

𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
𝐾(𝑡) 𝑑𝑡,

где 𝜁 — некоторая «средняя» точка. Так как

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ℎ4

1∫︁
−1

𝑓 ′′′(𝜁)

𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)
ℎ4𝑡4𝐾(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ ℎ4𝜈4(𝐾) sup

−1⩽𝑡⩽1

𝑓 ′′′(𝜁)

𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)

⩽
2𝐶3ℎ

4

𝐹 (𝑥)(𝐹 (𝑥)− 𝜀)
для 𝑛 ⩾ 𝑛1,

то

𝛾𝑛 =
1

𝐹 2(𝑥)

∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝑥)ℎ𝑡+ (1/2)𝑓 ′(𝑥)ℎ2𝑡2

(1 + (𝑓(𝑥)/𝐹 (𝑥))ℎ𝑡) +𝑂(ℎ2))
𝐾(𝑡)𝑑𝑡+𝑂(ℎ4)

=
1

𝐹 2(𝑥)

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝑓(𝑥)ℎ𝑡+

1

2
𝑓 ′(𝑥)ℎ2𝑡2 − 𝑓2(𝑥)

𝐹 (𝑥)
ℎ2𝑡2 − 1

2

𝑓 ′(𝑥)𝑓(𝑥)

𝐹 (𝑥)
ℎ3𝑡3

)︂
𝐾(𝑡)𝑑𝑡+𝑂(ℎ3)

=
1

𝐹 2(𝑥)

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝑓(𝑥)ℎ𝑡+

1

2
𝑓 ′(𝑥)ℎ2𝑡2 − 𝑓2(𝑥)

𝐹 (𝑥)
ℎ2𝑡2

)︂
𝐾(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑜(ℎ2)

=

(︂
1

2

𝑓 ′(𝑥)

𝐹 2(𝑥)
− 𝑓2(𝑥)

𝐹 3(𝑥)

)︂
ℎ2𝜈2(𝐾) + 𝑜(ℎ2),

поэтому

E(𝑆1) =
𝑚

𝐹 (𝑥)
−𝑚

(︂
1

2

𝑓 ′(𝑥)

𝐹 2(𝑥)
− 𝑓2(𝑥)

𝐹 3(𝑥)

)︂
ℎ2𝜈2(𝐾) + 𝑜(ℎ2), 𝜈2(𝐾) =

∫︁ ∞

−∞
𝑡2𝐾(𝑡) 𝑑𝑡.
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Рассмотрим теперь дисперсию статистики 𝑆1. Имеем:

D(𝑆1) = D

(︃
1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂)︃
=

1

𝑛2ℎ2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
D(𝑍𝑖)

=
1

𝑛2ℎ2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
𝑚(1− 𝐹 (𝑢𝑖))

𝐹 2(𝑢𝑖)

∼ 𝑚

𝑛ℎ2

∫︁ ∞

−∞

1− 𝐹 (𝑢)

𝐹 2(𝑢)
𝐾2

(︂
𝑢− 𝑥

ℎ

)︂
𝑑𝑢

=
𝑚

𝑛ℎ

∫︁ ∞

−∞

1− 𝐹 (𝑥+ ℎ𝑡)

𝐹 2(𝑥+ ℎ𝑡)
𝐾2(𝑡) 𝑑𝑡

∼ 𝑚(1− 𝐹 (𝑥))

𝑛ℎ𝐹 2(𝑥)
‖𝐾 ‖2.

Чтобы доказать асимптотическую нормальность статистик 𝑆1 проверим условие Ляпунова,
для чего нам понадобится при 𝑎 > 1 следующее неравенство:

|𝑥+ 𝑦 |𝑎 ⩽ 2𝑎−1( |𝑥 |𝑎 + | 𝑦 |𝑎), (4.2)

которое есть следствие того, что функция |𝑥 |𝑎 выпукла при 𝑎 > 1, значит⃒⃒⃒⃒
𝑥+ 𝑦

2

⃒⃒⃒⃒𝑎
⩽

|𝑥 |𝑎 + | 𝑦 |𝑎

2
.

Пусть

𝜉𝑗 =
1

𝑛ℎ
𝑍𝑗𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
.

Тогда 𝑆1 =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝜉𝑗 . Используя неравенство (4.2) при 𝑎 = 4, имеем

| 𝜉𝑗 −E(𝜉𝑗) |4 ⩽ 8(| 𝜉𝑗 |4 + |E(𝜉𝑗) |4) .

Беря от обеих частей математическое ожидание, получаем

E((𝜉𝑗 −E(𝜉𝑗))
4) ⩽ 8(E(𝜉4𝑗 ) + (E(𝜉𝑗))

4 ⩽ 16E(𝜉4𝑗 ) .

Рассмотрим 𝐴𝑛 =
𝑛∑︀

𝑗=1
E(𝜉4𝑗 ). Имеем:

𝐴𝑛 =
1

𝑛4ℎ4

𝑛∑︁
𝑗=1

E(𝑍4
𝑗 )𝐾

4

(︂
𝑢𝑗 − 𝑥

ℎ

)︂
.

Заметим, что если с.в. 𝑍 имеет отрицательное биномиальное распределение с параметрами 𝑚
и 𝑝 = 1− 𝑞, то ее характеристическая функция равна

𝜙(𝑡) =

(︂
𝑝 · exp(𝑖𝑡)

1− 𝑞 · exp(𝑖𝑡)

)︂𝑚

,

дисперсия равна D(𝑍) = 𝑚𝑞/𝑝2, а четвертый начальный момент равен

E(𝑍4) = 𝑏4
𝑞4

𝑝4
+ 𝑏3

𝑞3

𝑝3
+ 𝑏2

𝑞2

𝑝2
+ 𝑏1

𝑞

𝑝
,

где

𝑏4 = 𝑚(𝑚3 + 6𝑚2 + 11𝑚+ 6), 𝑏3 = 6𝑚(𝑚2 + 3𝑚+ 2), 𝑏2 = 7𝑚(𝑚+ 1), 𝑏1 = 𝑚.
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С учетом этого замечания выводим, что

𝐴𝑛 ∼ 1

𝑛4ℎ4

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
𝑏4
(1− 𝐹 (𝑢𝑗))

4

𝐹 4(𝑢𝑗)
+ 𝑏3

(1− 𝐹 (𝑢𝑗))
3

𝐹 3(𝑢𝑗)
+ 𝑏2

(1− 𝐹 (𝑢𝑗))
2

𝐹 2(𝑢𝑗)
+ 𝑏1

1− 𝐹 (𝑢𝑗)

𝐹 (𝑢𝑗)

)︂
𝐾4

(︂
𝑢𝑗 − 𝑥

ℎ

)︂

∼ 1

𝑛3ℎ3

(︂
𝑏4
(1− 𝐹 (𝑥))4

𝐹 4(𝑥)
+ 𝑏3

(1− 𝐹 (𝑥))3

𝐹 3(𝑥)
+ 𝑏2

(1− 𝐹 (𝑥))2

𝐹 2(𝑥)
+ 𝑏1

1− 𝐹 (𝑥)

𝐹 (𝑥)

)︂∫︁ ∞

−∞
𝐾4(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝐶1

𝑛3ℎ3
,

где 𝐶1 — универсальная константа.
Значит, для дроби Ляпунова,

𝐿𝑛 =

∑︀𝑛
𝑗=1E((𝜉𝑗 −E(𝜉𝑗))

4)

(
∑︀𝑛

𝑗=1D(𝜉𝑗))2
⩽
𝐶1𝑛

2ℎ2

𝐶2𝑛3ℎ3
=

𝐶

𝑛ℎ
−→
𝑛→∞

0,

т.е. условие центральной предельной теоремы Ляпунова [26, с. 241], выполнено и

𝑆1 −E(𝑆1)√︀
D(𝑆1)

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁(0, 1).

Иными словами,

√
𝑛ℎ

(︂
𝑆1 −

𝑚

𝐹 (𝑥)

)︂
𝑑−→

𝑛→∞
𝑁

(︂
𝑚

(︂
𝑓2(𝑥)

𝐹 3(𝑥)
− 1

2

𝑓 ′(𝑥)

𝐹 2(𝑥)

)︂
𝜈2(𝐾),

𝑚(1− 𝐹 (𝑥))

𝐹 2(𝑥)
‖𝐾 ‖2

)︂
.

Теперь рассмотрим асимптотическое поведение статистики 𝑇 =
𝑚

𝑆1
:

𝑇 = 𝑇𝑛(𝑥) =

1

𝑛ℎ

∑︀𝑛
𝑖=1𝑚𝜂𝑖(𝑥)

1

𝑛ℎ

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥)

∼ 𝑚
1

𝑛ℎ

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥)

=
𝑚

𝑆1𝑛(𝑥)
=
𝑚

𝑆1
.

Здесь величины 𝑧𝑖 имеют отрицательное биномиальное распределение с соответствующими
параметрами. Поэтому, используя дельта-метод, получаем

𝑔(𝑥) =
𝑚

𝑥
, 𝑔′(𝑥) = −𝑚

𝑥2
, 𝑔′

(︂
𝑚

𝐹 (𝑥)

)︂
= −𝐹

2(𝑥)

𝑚
,

(︂
𝑔′
(︂

𝑚

𝐹 (𝑥)

)︂)︂2

=
𝐹 4(𝑥)

𝑚2
.

Для оценки 𝐹𝑛(𝑥) =
𝑚

𝑆1
, выполнено соотношение 𝐹𝑛(𝑛)

𝑝−→
𝑛→∞

𝐹 (𝑥), поэтому

𝑔(𝜃𝑛) = 𝑔(𝜃0) + (𝜃𝑛 − 𝜃0)𝑔
′(𝜃0) +𝑂((𝜃𝑛 − 𝜃0)

2) ⇒ 𝑔(𝜃𝑛)− 𝑔(𝜃0) = (𝜃𝑛 − 𝜃0)𝑔
′(𝜃0),

√
𝑛ℎ(𝑔(𝜃𝑛)− 𝑔(𝜃0)) ∼

√
𝑛ℎ(𝜃𝑛 − 𝜃0)𝑔

′(𝜃0) ∼ 𝑁

(︂
𝑎, (𝑔′(𝜃0))

2𝑚‖𝐾 ‖2 1− 𝐹 (𝑥)

𝐹 2(𝑥)

)︂
.

Но

(𝑔′(𝜃0))
2𝑚‖𝐾 ‖2 1− 𝐹 (𝑥)

𝐹 2(𝑥)
= 𝑚‖𝐾 ‖2 1− 𝐹 (𝑥)

𝐹 2(𝑥)
· 𝐹

4(𝑥)

𝑚2
=

(1− 𝐹 (𝑥))𝐹 2(𝑥)

𝑚
‖𝐾 ‖2,

откуда

√
𝑛ℎ(𝐹𝑛(𝑥)−E(𝐹𝑛(𝑥))

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁

(︂
0,

(1− 𝐹 (𝑥))𝐹 2(𝑥)

𝑚
‖𝐾 ‖2

)︂
.

Замечание 4.1. В оценке 𝐹𝑛(𝑥) вместо статистики 𝑆1 можно использовать статистику
(см. [27])

𝑆𝑃𝐶
1 (𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖)𝑧𝑖𝜂𝑖(𝑥),

которая также будет асимптотически нормальна с теми же параметрами, что и у 𝑆1.
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Замечание 4.2. Так как предельная дисперсия оценки 𝐹𝑛(𝑥) зависит от неизвестной функ-
ции распределения 𝐹 (𝑥) и, следовательно, неизвестна, то для ее оценки можно использовать
статистику

𝜎̂2(𝑥) =
𝑚2

2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖)
2

𝑆4
1(𝑥)

𝐾ℎ(𝑢𝑖+1 − 𝑥)𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝑥),

которая является состоятельной оценкой функции

𝑚(1− 𝐹 (𝑥))

𝐹 2(𝑥)
‖𝐾 ‖2.

Замечание 4.3. На основе несмещенной оценки параметра 𝑝

𝑝 =
𝑚− 1

𝑚+ 𝑧 − 1

отрицательного биномиального распределения NB(𝑚, 𝑝) (см. [28, с. 230]) предложим еще одну
оценку функции распределения 𝐹 (𝑥) вида (𝑚 ⩾ 2)

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚− 1

𝑚+ 𝑧𝑖 − 1
𝐾

(︂
𝑢𝑖 − 𝑥

ℎ

)︂
.

Оценка 𝑝 является несмещенной оценкой, нижняя граница Крамера-Рао для ее дисперсии имеет
вид

D(𝑝) ⩾
𝑝2𝑞

𝑚
.

Найдем сначала второй начальный момент, а потом дисперсию. По определению

E(𝑝2) =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑚− 1)2

(𝑚+ 𝑘 − 1)2
Γ(𝑚+ 𝑘)

𝑘! Γ(𝑚)
𝑝𝑚𝑞𝑘 = 𝑝𝑚

∞∑︁
𝑘=0

𝑚− 1

𝑚+ 𝑘 − 1

Γ(𝑚+ 𝑘 − 1)

𝑘! Γ(𝑚− 1)
𝑞𝑘

= 𝑝𝑚2𝐹1(𝑚− 1,𝑚− 1;𝑚; 𝑞)

= (𝑚− 1)𝑝𝑚
∫︁ 1

0

𝑡𝑚−1

(1− 𝑡𝑞)𝑚−1 𝑑𝑡
,

где 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥) — гипергеометрическая функция Гаусса.
В таком случае,

D(𝑝) = 𝑝𝑚 2𝐹1(𝑚− 1,𝑚− 1;𝑚; 𝑞)− 𝑝2.

Если 𝑚 = 2, то

D(𝑝) = −𝑝2
(︂
1 +

ln 𝑝

𝑞

)︂
⩾
𝑝2𝑞

2

и при малых значениях 𝑞 левая и правая части близки. Предельная дисперсия оценки 𝐹𝑛(𝑥) будет
равна

𝜎2 = −𝐹 2(𝑥)

(︂
1 +

ln𝐹 (𝑥)

1− 𝐹 (𝑥)

)︂
.

Если 𝑚 = 3, то

𝜎23 = D(𝑝) = 𝑝2
(︂
2𝑝 ln 𝑝

𝑞2
+

1 + 𝑝

𝑞

)︂
⩾ 𝜎20 =

𝑝2𝑞

3
, т.к. 2𝐹1(2, 2; 3;𝑥) =

2 ln(1− 𝑥)

𝑥2
+

2

𝑥(1− 𝑥)

и при малых значениях 𝑞 левая и правая части, т.е. 𝜎23 и 𝜎
2
0, также будут близки. Отметим, что

E(𝑝2) =
(𝑚− 1)𝑝𝑚

𝑞𝑚−1

[︃
(−1)𝑚−1 ln 𝑝+

𝑚−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑚− 𝑘

𝑘

(︂
𝑞

𝑝

)︂]︃
.

Последнее соотношение впервые было получено в работе [29].
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Можно также построить ядерную оценку функции распределения отталкиваясь от оценки мак-
симального правдоподобия, которая равна

𝑝 =
𝑚

𝑚+ 𝑧
.

В этом случае

E(𝑝) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑚

𝑚+ 𝑘
· Γ(𝑚+ 𝑘)

𝑘! Γ(𝑚)
𝑝𝑚𝑞𝑘 = 𝑝𝑚2𝐹1(𝑚,𝑚;𝑚+ 1; 𝑞),

а (см. [30, c. 565, 5.2.11 (15)])

E(𝑝2) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑚2

(𝑚+ 𝑘)2
· Γ(𝑚+ 𝑘)

𝑘! Γ(𝑚)
𝑝𝑚𝑞𝑘 = 𝑚2𝑝𝑚

∫︁ ∞

0
𝑡𝑒−𝑚𝑡(1− 𝑞𝑒−𝑡)−𝑚 𝑑𝑡.

В частности, при 𝑚 = 1 имеем:

E(𝑝) = −𝑝 ln 𝑝
𝑞

, E(𝑝2) =
𝑝

𝑞
dilog(𝑝).

При 𝑚 = 2 имеем:

E(𝑝) =
2𝑝

𝑞
(𝑞 + 𝑝 ln 𝑝), E(𝑝2) = −4𝑝2

𝑞2
(ln 𝑝+ dilog(𝑝)), где dilog(𝑥) =

𝑥∫︁
1

ln 𝑡

1− 𝑡
𝑑𝑡.

Отсюда видно, что оценка максимального правдоподобия 𝑝 не является состоятельной оценкой
параметра 𝑝, поэтому для 𝑚 = 2 в качестве состоятельной оценки можно предложить статистику

𝜃 =
𝑚

2(𝑚+ 𝑧)

1− 𝑝

1 + 𝑝(ln 𝑝− 1)
,

но эта оценка имеет риск больший, чем оценка (4.1).

4.2. Оценка квантиля. В данном разделе мы изучим асимптотическое поведение оценок
квантилей в зависимости доза-эффект по фиксированным планам эксперимента в модели от-
рицательной биномиальной регрессии.
Определим оценку квантиля 𝜉𝜆 порядка 0 < 𝜆 < 1 следующим образом:

𝜉𝑛𝜆 = inf{𝑥 ∈ R : 𝐹𝑛(𝑥) ≥ 𝜆} . (4.3)

Положим 𝑎 =
(𝜆𝑓 ′(𝜉𝜆)− 2𝑓2(𝜉𝜆))𝜈2(𝐾)

2𝜆𝜎
.

В следующей теореме доказана асимптотическая нормальность оценок 𝜉𝑛𝜆.

Теорема 4.2. Пусть 𝜉𝑛𝜆 — оценка квантиля порядка 0 < 𝜆 < 1, определенная формулой (4.3),
{𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛} — последовательность Ван дер Корпута, выполнены условия регулярности
и 𝑓(𝜉𝜆) > 0. Тогда

√
𝑛ℎ(𝜉𝑛𝜆 − 𝜉𝜆 − 𝑎ℎ2)

𝑑→
𝑛→∞

𝑁

(︃
0,
𝜆2(1− 𝜆) ‖𝐾‖2

𝑚𝑓2(𝜉𝜆)

)︃
.

Доказательство. Пусть 𝜎2 =
(1− 𝜆)𝜆2

𝑚
‖𝐾 ‖2, 𝛿 = 𝛿(𝑥) = 𝜉𝜆 +

𝑥𝜎√
𝑛ℎ𝑓(𝜉𝜆)

.
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Имеем:

P

(︃√
𝑛ℎ𝑓(𝜉𝜆))(𝜉𝑛,𝜆 − 𝜉𝜆)

𝜎
⩽ 𝑥

)︃
=P(𝜉𝑛,𝜆 ⩽ 𝛿) = P(𝐹𝑛(𝛿) ⩾ 𝜆) = P

(︃
𝑚

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑧𝑖𝜂𝑖(𝛿)

⩾ 𝜆

)︃

=P

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿) ⩽
𝑚

𝜆

)︃

=P

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)− 𝜃𝑖) ⩽
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁𝑚
𝜆

− 𝜃𝑖

)︁)︃

=P

(︃√
𝑛ℎ𝜆2

𝑚𝜎𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)− 𝜃𝑖) ⩽

√
𝑛ℎ𝜆2

𝑚𝜎
· 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁𝑚
𝜆

− 𝜃𝑖

)︁)︃
,

где

𝜃𝑖 = E (𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)) =
𝑚

𝐹 (𝑢𝑖)
𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿).

Заметим, что ℎ2 = 1/
√
𝑛ℎ и функция 𝐾ℎ(𝑢− 𝛿) равна нулю вне отрезка

𝒥𝜆 = [𝜉𝜆 − ℎ+ 𝑥ℎ2𝜎/𝑓(𝜉𝜆), 𝜉𝜆 + ℎ+ 𝑥ℎ2𝜎/𝑓(𝜉𝜆)].

Кроме того, функция 1/𝐹 (𝑢) > 0 монотонно убывает на 𝒥𝜆, {𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛} есть последователь-
ность Ван дер Корпута, поэтому

⋁︀
𝒥𝜆

(1/𝐹 (𝑢)) <∞ и из [16] следует, что

𝛼𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚

𝐹 (𝑢𝑖)
𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿) =

∫︁
𝒥𝜆

𝑚

𝐹 (𝑢)
𝐾ℎ(𝑢− 𝛿) 𝑑𝑢+𝑂

(︂
ln𝑛√
𝑛ℎ

)︂
.

Делая замену

𝑡 =
𝑢− 𝛿

ℎ
и учитывая, что 0 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, заключаем, что

𝛼𝑛 =

1∫︁
0

𝑚

𝐹 (𝑢)
𝐾ℎ(𝑢− 𝛿) 𝑑𝑢 =

(1−𝛿)/ℎ∫︁
−𝛿/ℎ

𝑚

𝐹 (𝜉𝜆 + 𝜌1ℎ)
𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 ,

где

𝜌1 = 𝑡+
𝑥𝜎

𝑓(𝜉𝜆)
ℎ

и для достаточно большого 𝑛 (𝑛 ⩾ 𝑛1),

𝛼𝑛 =

1∫︁
−1

𝑚

𝐹 (𝜉𝜆 + 𝜌1ℎ)
𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 .

Пусть |𝑥 | ⩽ 𝐿, где 𝐿 — достаточно большое и 𝜔1 = 𝜔/𝜆. Тогда

𝐹 (𝜉𝜆 + 𝜌1ℎ) = 𝜆+ 𝑓(𝜉𝜆)𝜌1ℎ+
𝑓 ′(𝜉𝜆)

2
𝜌21ℎ

2 + 𝜔ℎ3 = 𝜆(1 + 𝑎1ℎ+ 𝑏1ℎ
2 + 𝜔1ℎ

3),

где

𝑎1 =
𝑓(𝜉𝜆)

𝜆
𝑡, 𝑏1 =

2𝑥𝜎 + 𝑡2𝑓 ′(𝜉𝜆)

2𝜆
,

а из условий теоремы следует, что |𝜔1 | ограничена. Так как для 𝑛 ⩾ 𝑛2⃒⃒⃒⃒
1

1 + 𝑎1ℎ+ 𝑏1ℎ2 + 𝜔1ℎ3
− 1 + 𝑎1ℎ− (𝑎21 − 𝑏1)ℎ

2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
((𝑏1 − 𝑎21)𝜔1ℎ

2 + (𝑎1𝜔1 + 𝑏21 − 𝑎21𝑏1)ℎ+ 2𝑎1𝑏1 − 𝜔1 − 𝑎31
1 + 𝑎1ℎ+ 𝑏1ℎ2 + 𝜔1ℎ3

⃒⃒⃒⃒
ℎ3 ⩽ 𝐶2ℎ

3,
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и
∫︀ 1
−1 𝑡𝐾(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, то получаем, что

𝛼𝑛 =
𝑚

𝜆
− 𝑚𝜎

𝜆2

(︂
𝑥+

(𝜆𝑓 ′(𝜉𝜆)− 2𝑓2(𝜉𝜆))𝜈2(𝐾)

2𝜆𝜎

)︂
ℎ2 + 𝑜(ℎ2).

Отсюда следует, что последовательность

𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
·
(︁
𝛼𝑛 − 𝑚

𝜆

)︁
+

(︂
𝑥+

(𝜆𝑓 ′(𝜉𝜆)− 2𝑓2(𝜉𝜆))𝜈2(𝐾)

2𝜆𝜎

)︂
сходится к нулю равномерно по |𝑥 | ⩽ 𝐿 при 𝑛→ ∞, где 𝐿 > 0 выбрано достаточно большим.
Пусть

Σ𝑛(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)− 𝜃𝑖) .

Покажем, что
√
𝑛ℎ𝜆2

𝑚𝜎
· Σ𝑛(𝑥)

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁(0, 1).

Для этого рассмотрим дисперсию величины Σ𝑛(𝑥):

D(Σ𝑛(𝑥)) =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

D (𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)) =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2
ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿)D(𝑍𝑖)

=
1

𝑛2ℎ2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾2

(︂
𝑢𝑖 − 𝛿

ℎ

)︂
𝑚(1− 𝐹 (𝑢𝑖)))

𝐹 2(𝑢𝑖)

=
1

𝑛ℎ2

∫︁ 1

0

𝑚(1− 𝐹 (𝑢))

𝐹 2(𝑢)
𝐾2

(︂
𝑢− 𝛿

ℎ

)︂
𝑑𝑢 (1 + 𝑜(1))

∼𝑚(1− 𝜆)

𝑛ℎ𝜆2
‖𝐾 ‖2

равномерно по |𝑥 | ⩽ 𝐿 в последнем соотношении, откуда

lim
𝑛→∞

D

(︃
𝜆2

√
𝑛ℎ

𝑚𝜎
Σ𝑛(𝑥)

)︃
= 1 .

Условия Ляпунова проверяются как при доказательстве теоремы 4.1.
Таким образом, выполнены условия центральной предельной теоремы Ляпунова [26, с. 241],

поэтому для |𝑥 | ⩽ 𝐿

𝜆2
√
𝑛ℎ

𝑚𝜎
Σ𝑛(𝑥)

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁(0, 1).

Осталось показать, что для любого 𝜀 > 0 можно выбрать 𝐿 > 0 и 𝑛 ⩾ 𝑛0 так, что

𝛽𝑛 = P

(︃√
𝑛ℎ𝑓(𝜉𝜆))| 𝜉𝑛,𝜆 − 𝜉𝜆 |

𝜎
> 𝐿

)︃
< 𝜀.

Так как 𝛽𝑛 ⩽ 𝛽1𝑛 + 𝛽2𝑛, где

𝛽1𝑛 = P

(︃√
𝑛ℎ𝑓(𝜉𝜆))(𝜉𝑛,𝜆 − 𝜉𝜆)

𝜎
> 𝐿

)︃
, 𝛽2𝑛 = P

(︃√
𝑛ℎ𝑓(𝜉𝜆))(𝜉𝑛,𝜆 − 𝜉𝜆)

𝜎
< −𝐿

)︃
,

то рассмотрим первое слагаемое. Рассуждая как выше, получим

𝛽1𝑛 = P

(︂√
𝑛ℎ𝜆2

𝑚𝜎
· 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑍𝑖𝐾ℎ(𝑢𝑖 − 𝛿(𝐿))− 𝜃𝑖) >

√
𝑛ℎ𝜆2

𝑚𝜎
· 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁𝑚
𝜆

− 𝜃𝑖

)︁)︂
=P

(︂
𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
Σ𝑛(𝐿) > 𝐿+ 𝑎

)︂
+ 𝑜(1).
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Положим 𝑥 = 𝐿+ 𝑎 и пусть 𝜓(𝑥) = 𝑒𝑡𝑥, 𝑡 ⩾ 0. Тогда

P

(︂
𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
Σ𝑛(𝐿) > 𝑥

)︂
⩽ P

(︂
𝜓

(︂
𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
Σ𝑛(𝐿)

)︂
> 𝜓(𝑥)

)︂
⩽
E(𝜓(Σ𝑛(𝐿)))

𝜓(𝑥)
.

Поэтому

lim
𝑛→∞

lnP

(︂
𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
Σ𝑛(𝐿) > 𝑥

)︂
⩽ −𝑡𝑥+ 𝜑(𝑡),

где

𝜑(𝑡) = lim
𝑛→∞

lnE

(︂
exp

(︂
𝑡𝜆2

𝑚𝜎ℎ2
Σ𝑛(𝐿)

)︂)︂
=

𝑡2

2
.

Так как минимум функции −𝑡𝑥 + 𝜑(𝑡) достигается при 𝑡 = 𝑥 и равен −𝑥2/2, то из теоремы
Gärtner-Ellis [31] следует, что

lim
𝑛→∞

𝛽1𝑛 ⩽ exp(−(𝐿+ 𝑎)2/2).

Выберем 𝐿 так, чтобы для заданного 𝜀 > 0 было exp(−(𝐿 + 𝑎)2/2) < 𝜀/2. Аналогично разби-
рается второе слагаемое, поэтому для так выбранного 𝐿 получим lim

𝑛→∞
𝛽𝑛 < 𝜀. Отсюда следует

результат теоремы 4.2.

4.3. Многомерный случай. В данном разделе мы изучим асимптотическое поведение оце-
нок двумерной функции распределения в зависимости доза-эффект по фиксированным планам
эксперимента в модели отрицательной биномиальной регрессии ограничившись двумерным слу-
чаем.

Обозначим 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝐹 (𝑥1, 𝑥2), 𝐹𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐹 (𝑥1, 𝑥2), ∇𝑇

𝐹 = (𝐹1, 𝐹2),

ℋ𝐹 =

(︂
𝐹11 𝐹12

𝐹12 𝐹22

)︂
, H =

(︂
ℎ1 0
0 ℎ2

)︂
, J𝑇 = (1, 1), h = HJ =

(︂
ℎ1
ℎ2

)︂
.

Пусть 𝒦(x) = 𝒦(𝑥1, 𝑥2) есть симметричная, финитная ограниченная, интегрируемая с квадратом
плотность распределения, такая, что∫︁

xx
𝑇𝒦(x) 𝑑x = 𝜈2(𝒦)I𝑠,

где 𝜈2(𝒦) — действительное число, а I2 — единичная матрица порядка 2, 𝒦H(x) = |H |−1𝒦(H−1
x),

𝑁 = 𝑛1𝑛2,

S1 = S1(x) =
1

|H |𝑁

𝑛1∑︁
𝑖=1

𝑛2∑︁
𝑗=1

𝑍𝑖𝑗𝒦H(U𝑖𝑗 − x), 𝐹𝑁 (x) =
𝑚

S1
. (4.4)

Теорема 4.3. Пусть 𝐹𝑁 (x) — оценка функции распределения 𝐹 (x), определенная форму-
лой (4.4), {u𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛1; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛2; } — последовательность Холтона, выполнены усло-
вия регулярности. Тогда при 𝑁 → ∞,

(𝑖) E(S1(x)) =
𝑚

𝐹 (x)
+

𝑚

2𝐹 3(x)
(2∇𝑇

𝐹hh
𝑇∇𝐹 − 𝜈2(𝒦)hℋ𝐹h

𝑇 )(1 + 𝑜(1));

(𝑖𝑖) D(S1(x)) =
𝑚(1− 𝐹 (x))

𝑁 |H |𝐹 2(x)
‖𝒦 ‖2(1 + 𝑜(1));

(𝑖𝑖𝑖)
√︀
𝑁 |H |(𝐹𝑁 (x)−E(𝐹𝑛(𝑁))

𝑑−→
𝑛→∞

𝑁

(︂
0,

(1− 𝐹 (x))𝐹 2(x)

𝑚
‖𝒦 ‖2

)︂
.

Доказательство. Ход доказательства аналогичен одномерному случаю, поэтому отметим отли-
чия. Разложим функцию 𝐹 (x+Ht), где t𝑇 = (𝑡1, 𝑡2) в ряд Тейлора:

𝐹 (x+Ht) = 𝐹 (𝑥1 + 𝑡1ℎ1, 𝑥2 + 𝑡2ℎ2) =𝐹 (𝑥1, 𝑥2) +

[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂
𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

+
1

2

[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂2
𝐹 (𝑥1, 𝑥2) + 𝑜(|H |) .
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Тогда

1

1 + 𝑎1ℎ1 + 𝑎2ℎ2 +
1
2(𝑏11ℎ

2
1 + 2𝑏12ℎ1ℎ2 + 𝑏22ℎ22)

=1− 𝑎1ℎ1 − 𝑎2ℎ2 +
1

2

(︂
(2𝑎21 − 𝑏11)ℎ

2
1

+ (4𝑎1𝑎2 − 𝑏12)ℎ1ℎ2 + (2𝑎22 − 𝑏22)ℎ
2
2

)︂
+ ...

=
1

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)
−

[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂
𝐹 2(𝑥1, 𝑥2)

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

+

(︂[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂
𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

)︂2

𝐹 3(𝑥1, 𝑥2)

− 1

2

[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂2
𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

𝐹 2(𝑥1, 𝑥2)
+ ...

Отсюда

E(𝑆1) =
𝑚

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)
+𝑚

(︃(︂[︂𝑡1ℎ1 𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂
𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

)︂2

𝐹 3(𝑥1, 𝑥2)

− 𝜈2(𝒦)

2

[︂
𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑡1ℎ1

𝜕

𝜕𝑥2

]︂2
𝐹 (𝑥1, 𝑥2)

𝐹 2(𝑥1, 𝑥2)

)︃
=

𝑚

𝐹 (x)
+

𝑚

2𝐹 3(x)

(︀
2∇𝑇

𝐹hh
𝑇∇𝐹 − 𝜈2(𝒦)𝐹 (x)h𝑇ℋ𝐹h

)︀
(1 + 𝑜(1)).

Точно так же,

D(𝑆1) ∼
𝑚(1− 𝐹 (x))

𝑛|H |𝐹 2(x)
‖𝒦 ‖2.

Условия Ляпунова проверяются как в одномерном случае, откуда мы получаем часть (iii) тео-
ремы.
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