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ОБ ОДНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЕ

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Е.М. МУХСИНОВ

Аннотация. В области теории дифференциальных игр, когда игра задается в конеч-
номерном пространстве, фундаментальные работы выполнили академики Л.С. Понт-
рягин и Н.Н. Красовский. Работы Н.Н. Красовского и его учеников посвящены в основ-
ном позиционным играм. А в работах Л.С. Понтрягина и его учеников дифференци-
альная игра рассматривается отдельно с точки зрения преследующего и с точки зрения
убегающего, что неизбежно связывает дифференциальную игру с двумя различными
задачами. В дальнейшем актуально исследовать игры в бесконечномерных простран-
ствах, ибо многие важные задачи об оптимальном управлении, в условиях конфликта
или неопределенности, управляемые распределенными системами, движение которых
описывается интегро-дифференциальными уравнениями и дифференциальными урав-
нениями в частных производных, могут быть сформулированы и изучены как диффе-
ренциальные игры в подходящих банаховых пространствах. В данной работе в гиль-
бертовом пространстве рассматривается задача преследования в смысле Л.С. Понтря-
гина для квазилинейной дифференциальной игры, когда динамика игры описывается
функционально-дифференциальным уравнением нейтрального типа в форме Дж. Хей-
ла с линейным замкнутым оператором, а на управления игроков наложены интеграль-
ные ограничения. Доказаны вспомогательная лемма и четыре теоремы о достаточных
условиях разрешимости задачи преследования. В лемме показано, что соответствую-
щая неоднородная задача Коши для рассматриваемой игры, имеет решение в смысле
Дж. Хейла. В теоремах, используя конструкцию типа первого прямого метода Понтря-
гина и идею М.С. Никольского и Д. Зонневенда о растяжении времени 𝐽(𝑡), описаны
множества начальных положений, из которых возможно завершение преследования.

Ключевые слова: задача преследования, дифференциальная игра нейтрального ти-
па, интегральные ограничения на управления игроков, гильбертово пространство.
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1. Введение. Постановка задачи преследования

Многие задачи из военной сферы, физики, экономики и биологии в условиях конфликта
или неопределенности сводятся к дифференциальным играм. В области теории диффе-
ренциальных игр основополагающие работы выполнили академики Л.С. Понтрягин [13]
и Н.Н. Красовский [6]. Работы Н.Н. Красовского и его учеников посвящены в основном
позиционным дифференциальным играм. А в работах Л.С. Понтрягина принят другой
подход к дифференциальным играм. В подходе Л.С. Понтрягина дифференциальная иг-
ра рассматривается отдельно с точки зрения преследующего и с точки зрения убегающего.
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В работах [1], [3]–[10], [12]–[15], [17], [18], [20] исследованы дифференциальные игры,
динамика которых описывается дифференциальными уравнениями в конечномерных про-
странствах. В дальнейшем, актуально исследовать дифференциальные игры в бесконечно-
мерных пространствах, когда динамика игры описывается, в частности, функционально-
дифференциальными уравнениями нейтрального типа, содержащими неизвестную функ-
цию и ее производные в разные моменты времени, т.е., учитывается предыстория состо-
яния системы, что позволяет более адекватно отображать динамику игры. В бесконеч-
номерном пространстве отметим работы [11], [21] в которых динамика игры описывается
дифференциальным уравнением запаздывающего типа.
В данной работе, в гильбертовом пространстве 𝑋, рассматривается задача преследова-

ния в смысле Л.С. Понтрягина для дифференциальной игры, описываемая уравнением
нейтрального типа

𝑥̇ (𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖𝑥̇ (𝑡−ℎ𝑖) +𝐴𝑥 (𝑡)+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝑥 (𝑡−ℎ𝑖) +𝑓(𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) (1.1)

и терминальным множеством 𝑀 , которое является замкнутым подпространством про-
странства 𝑋.
В игре (1.1) 𝑡 > 0, 𝑥 (𝑡) ∈ 𝑋, 0 < ℎ1 < ℎ2 < · · · < ℎ𝑛 = ℎ, операторы 𝐴𝑖 : 𝑋 → 𝑋

и 𝐵𝑖 : 𝑋 → 𝑋 линейны и ограниченны, а линейный замкнутый оператор 𝐴 : 𝐷 → 𝑋,
имеющий плотную в 𝑋 область определения 𝐷, порождает сильно непрерывную полу-
группу 𝑇 (𝑡) [2]. Далее, 𝑌 и 𝑍 — гильбертовы пространства, 𝑈 ([0,∞),𝑌 ) — множество всех
измеримых отображений, действующих из [0,∞) в 𝑌 , 𝑢 (·)∈𝑈 ([0,∞),𝑌 ) — управление
преследования, 𝜗 (·)∈𝑈 ([0,∞) , 𝑍 — управление убегания, причем

∞∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠6𝜌2 и

∞∫︁
0

‖𝑣 (𝑠)‖2𝑑𝑠6𝜎2. (1.2)

Используя полугруппу 𝑇 (𝑡), можно построить фундаментальное решение Φ (𝑡), для ко-
торого справедливо равенство

Φ̇ (𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖Φ̇ (𝑡−ℎ𝑖) +𝐴Φ (𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖Φ (𝑡−ℎ𝑖) (1.3)

и Φ (0) =𝐼 — единичный оператор, а Φ (𝑡) = 0 при 𝑡 < 0.
Далее полагаем, что для любых допустимых отображений 𝑢 (·), 𝜗 (·) и начального по-

ложения 𝜙 (·) из класса непрерывных функций, отображающих[−ℎ, 0] в 𝑋, задача Коши⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇ (𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖𝑥̇ (𝑡− ℎ𝑖) + 𝐴𝑥 (𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝑥 (𝑡− ℎ𝑖) + 𝑓(𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡),

𝑥 (𝑠) = 𝜙 (𝑠) , −ℎ 6 𝑠 6 0

(1.4)

имеет решение (см. лемму 2.1).
Для дифференциальной игры (1.1) рассмотрим следующее определение и задачу пре-

следования в смысле Понтрягина.

Определение 1.1. В игре (1.1) из начального положения 𝜙 (𝑠), −ℎ 6 𝑠 6 0, воз-
можно завершение преследования, если существует число 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такое, что для лю-
бого 𝑣 (·) ∈ 𝑈([0,∞)𝑍), в каждый момент 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], зная уравнение (1.1) и значения
𝜙(𝑠), −ℎ 6 𝑠 6 0 и 𝑣 (𝜉), 0 6 𝜉 6 𝑡, можно выбрать значение 𝑢 (𝑡) таким образом,
что 𝑢 (·) ∈ 𝑈([0,∞) , 𝑌 ) и 𝑥 (𝑇1) ∈ 𝑀 при некотором 𝑇1 ∈ [0, 𝑇 ], где 𝑥 (·) — решение за-
дачи (1.1) с начальным условием 𝜙, соответствующее управлениям 𝑢 (·) и 𝑣 (·). Число
𝑇 = 𝑇 (𝜙) называется гарантированным временем преследования.
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Задача преследования. Найти множество начальных положений, из которых в игре
(1.1) возможно завершение преследования.

2. Основные результаты

Справедлива следующая

Лемма 2.1. Если начальное положение 𝜙 абсолютно непрерывно, а отображение
𝑡 → 𝑓(𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) локально интегрируемо, то отображение

𝑥 (𝑡) =

(︃
Φ (𝑡) −

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ (𝑡− ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

Φ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠)

+ 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

(2.1)

является решением задачи Коши (1.4), где интеграл понимается в смысле Бохнера [16].

Доказательство. В начале докажем, что

𝑦 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

является частным решением неоднородной задачи (1.4). Действительно, в силу (1.3) име-
ем:

𝑦̇ (𝑡) =𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) +

𝑡∫︁
0

Φ̇ (𝑡− 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡)

+

𝑡∫︁
0

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖Φ̇ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) + 𝐴Φ (𝑡− 𝑠) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖Φ(𝑡− 𝑠− ℎ𝑖)

)︃
𝑓(𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠

=𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖

𝑡∫︁
0

Φ̇ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖)𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

+ 𝐴

𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖)𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖𝑦̇ (𝑡− ℎ𝑖) + 𝐴𝑦 (𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝑦 (𝑡− ℎ𝑖) + 𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡)

ибо Φ (𝑡) = 0 при 𝑡 < 0 и

𝑦̇ (𝑡− ℎ𝑖) =

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠′

=Φ(−ℎ𝑖)𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) +

𝑡∫︁
0

Φ̇ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠
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=

𝑡∫︁
0

Φ̇ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠.

С другой стороны, в силу [19], абсолютно непрерывное отображение

𝑥̃ (𝑡) =

(︃
Φ (𝑡) −

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ (𝑡− ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

Φ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠

является единственным решением однородной задачи Коши (1.4). Поэтому, отображение

𝑥 (𝑡) =𝑥̃ (𝑡) + 𝑦 (𝑡) =

(︃
Φ (𝑡) −

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ (𝑡− ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

Φ (𝑡− 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

Φ (𝑡− 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

является решением неоднородной задачи Коши (1.4). Лемма 2.1 доказана.

В дальнейшем,𝑀⊥ — ортогональное дополнение к𝑀 в 𝑋, 𝜋 — оператор ортогонального
проектирования из 𝑋 на 𝑀⊥. Ясно, что 𝑥∈𝑀 тогда и только тогда, когда 𝜋𝑥= 0.
В теоремах 2.1 и 2.2 предполагаем, что

𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) = −𝐶𝑢(𝑡) + 𝐷𝑣(𝑡),

где 𝐶 : 𝑌 → 𝑋 и 𝐷 : 𝑍 → 𝑋 — линейные ограниченные операторы.
Справедлива следующая

Теорема 2.1. Пусть выполнены следующие условия:

1) непрерывно дифференцируемая строго возрастающая функция 𝐽 : [0,∞) → [0,∞)
такая, что 𝐽 (0) = 0, 𝐽 (𝑡) > 𝑡 при всех 𝑡 > 0;

2) существует линейный оператор 𝐿 (𝑡) : 𝑍 → 𝑌, непрерывно зависящий от 𝑡 > 0
и 𝜋Φ (𝐽 (𝑡))𝐷 = 𝜋Φ (𝑡)𝐶𝐿 (𝑡) ;

3) если функция 𝜆(t) задается равенством

𝜆2 (𝑡) = sup

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

‖𝐿(𝑠)𝑣(𝐽(𝑡) − 𝐽(𝑠)) · 𝐽 ′(𝑠)‖2𝑑𝑠 :

𝐽(𝑡)∫︁
0

‖𝜗 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 𝜎2

⎫⎬⎭ ,

то числа 𝜏> 0, 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такие, что 𝐽 (𝑇 ) = 𝜏 + 𝑇 и при всех 𝑡 > 0 имеет место

неравенство 𝛼 > 𝜆 (𝑡), где 𝛼2 = 𝜌2 −
𝜏∫︀
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠, 𝑢 (·) — некоторое допустимое

управления преследования;
4) начальное положение 𝜙 и число 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такие, что имеет место включение(︃

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 ) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖)(𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠

∈
𝜏∫︁

0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠 + Ω (𝑇 ) ,

(2.2)
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где

Ω (𝑇 ) =

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠 :

𝑇∫︁
0

‖𝑝(𝑠)‖2𝑑𝑠 6 (𝛼− 𝜆(𝑇 ))2

⎫⎬⎭ .

Тогда в игре (1.1), из начального положения 𝜙, возможно преследование за время
𝜏 + 𝑇 .

Доказательство. Для доказательства теоремы для любого допустимого измеримого
управления убегания 𝑣 (·) выбираем такое допустимое измеримое управления преследо-
вания 𝑢 (·), что для решения 𝑥 (·) задачи Коши (1.4), соответствующего управлениям 𝑢 (·),
𝑣 (·), выполняется равенство 𝜋𝑥 (𝜏 + 𝑇 ) = 0. В силу (2.2) существует такое интегрируемое
отображение 𝑝 (·), что имеет место равенство

𝜋

(︃
Φ (𝜏 + 𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ (𝜏 + 𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 + 𝜏 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠

=

𝜏∫︁
0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠.

(2.3)

Пусть 𝜗 (·) — произвольное допустимое управление убегания. Тогда соответствующее
управление преследования 𝑢 (·) выбираем по формуле:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢(𝑡), при 𝑡 ∈ [0, 𝜏),

𝑝(𝑡− 𝜏) + 𝐿(𝜏 + 𝑇 − 𝑡)𝜗(𝐽(𝑇 ) − 𝐽(𝜏 + 𝑇 − 𝑡))

· 𝐽 ′(𝜏 + 𝑇 − 𝑡), при 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑇 ],

0, при 𝑡 > 𝜏 + 𝑇.

(2.4)

Сперва докажем, что данное отображение 𝑢 (·) удовлетворяет интегральному ограниче-
нию (1.2). Действительно, в силу 3), (2.4) и, используя неравенство Коши-Буняковского,
имеем:

∞∫︁
0

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 =

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 +

𝜏+𝑇∫︁
𝜏

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 +

∞∫︁
𝜏+𝑇

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠

=

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

‖𝑢 (𝜏 + 𝑇 − 𝑡)‖2𝑑𝑡

=

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

‖𝑝 (𝑇 − 𝑡) + 𝐿(𝑡)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽(𝑡)) · 𝐽 ′ (𝑡)‖2𝑑𝑡

=

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

< 𝑝 (𝑇 − 𝑡) + 𝐿 (𝑡)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑡)) · 𝐽 ′ (𝑡) , 𝑝 (𝑇 − 𝑡)

+ 𝐿 (𝑡)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑡)) · 𝐽 ′ (𝑡) > 𝑑𝑡
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=

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠+
𝑇∫︁

0

‖𝑝 (𝑇 − 𝑡)‖2𝑑𝑡

+ 2 ·
𝑇∫︁

0

< 𝑝 (𝑇 − 𝑡) , 𝐿 (𝑡)𝜗(𝐽 (𝑇 ) − 𝐽(𝑡))𝐽 ′(𝑡) > 𝑑𝑡

+

𝑇∫︁
0

‖𝐿 (𝑡)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑡)) · 𝐽 ′ (𝑡)‖2𝑑𝑡

6

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 + (𝛼− 𝜆(𝑇 ))2 + 2 (𝛼− 𝜆 (𝑇 ))𝜆 (𝑇 ) + 𝜆2 (𝑇 )

=

𝜏∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 + 𝛼2 = 𝜌2,

т.е.
∞∫︁
0

‖𝑢 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 𝜌2.

Теперь, учитывая 1), 2), (2.1), (2.3), (2.4), докажем, что 𝜋𝑥 (𝜏 + 𝑇 ) = 0. Действительно,
для решения 𝑥 (·) задачи (1.4) имеем:

𝜋𝑥 (𝜏 + 𝑇 ) =

(︃
𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜋Φ(𝜏 + 𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠

−
𝜏+𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠) (𝐶𝑢 (𝑠) −𝐷𝜗 (𝑠))𝑑𝑠

=

𝜏∫︁
0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠

−
𝜏∫︁

0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠−
𝜏+𝑇∫︁
𝜏

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠

+

𝜏+𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐷𝜗 (𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠−
𝜏+𝑇∫︁
𝜏

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠

+

𝜏+𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐷𝜗 (𝑠) 𝑑𝑠
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=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠−
𝜏+𝑇∫︁
𝜏

𝜋Φ (𝜏 + 𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠

+

𝜏+𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑡)𝐷𝜗 (𝜏 + 𝑇 − 𝑡) 𝑑𝑡

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑡)𝐶𝑝 (𝑡) 𝑑𝑡−
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑡)𝐶𝑢 (𝑡 + 𝜏) 𝑑𝑡

+

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝐽 (𝑠))𝐷𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑠)) 𝐽 ′ (𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑠)𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑠) 𝑑𝑠−
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑠)𝐶𝑢 (𝜏 + 𝑇 − 𝑠) 𝑑𝑠

+

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑠)𝐶𝐿 (𝑠)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑠)) 𝐽 ′ (𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑠)𝐶 (𝑝 (𝑇 − 𝑠) − 𝑢 (𝜏 + 𝑇 − 𝑠) + 𝐿 (𝑠)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑠)) 𝐽 ′ (𝑠)) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑠)𝐶(𝑝 (𝑇 − 𝑠) − 𝑝 (𝑇 − 𝑠) − 𝐿 (𝑠)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑠)) 𝐽 ′ (𝑠)

+ 𝐿 (𝑠)𝜗 (𝐽 (𝑇 ) − 𝐽 (𝑠)) 𝐽 ′ (𝑠))𝑑𝑠 = 0,

т.е., 𝑥 (𝜏 + 𝑇 ) ∈ 𝑀. Следовательно, из начального положения 𝜙 (𝑠), −ℎ 6 𝑠 6 0, возможно
преследование за время 𝜏 + 𝑇 . Теорема 2.1 доказана.

Следующая теорема является следствием теоремы 2.1, если положить 𝐽 (𝑡) ≡ 𝑡.

Теорема 2.2. Пусть выполнены следующие условия:

1) существует линейный оператор 𝐿 (𝑡) : 𝑍 → 𝑌 , непрерывно зависящий от 𝑡 > 0,
такой, что 𝜋Φ (𝑡)𝐷 = 𝜋Φ (𝑡)𝐶𝐿;

2) если

𝜆2 (𝑡) = sup

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

‖𝐿 (𝑠) 𝑣 (𝑡− 𝑠)‖2𝑑𝑠 :

𝑡∫︁
0

‖𝑣 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 𝜎2

⎫⎬⎭,

то при всех 𝑡 > 0 имеет место неравенство 𝜌 > 𝜆 (𝑡);
3) начальное положение 𝜙 и число 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такие, что имеет место включение(︃

𝜋Φ (𝑇 ) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠

∈

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠 :

𝑇∫︁
0

‖𝑝 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 (𝜌− 𝜆 (𝑇 ))2

⎫⎬⎭ .
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Тогда в игре (1.1) из начального положения 𝜙 возможно преследование за время 𝑇 .

Отметим, что в теореме 2.2, для любого допустимого измеримого управления убега-
ния 𝑣(·), соответствующее управление преследования 𝑢 (·) выбирается по формуле

𝑢(𝑡) =

{︃
𝑝 (𝑡) + 𝐿 (𝑇 − 𝑡)𝜗 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑇,

0, 𝑡 > 𝑇.

В теореме 2.3 предполагаем, что 𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) = −𝐶𝑢(𝑡)+𝐹 (𝑣 (𝑡) , t) , где 𝐶 : 𝑌 → 𝑋 —
линейный ограниченный оператор, а 𝐹 (𝑣 (·) , ·) — такое локально интегрируемое отобра-
жение, что для любых допустимых отображений 𝑢 (·), 𝑣(·) и начального положения 𝜙
из класса абсолютно непрерывных функций, отображающих [−ℎ, 0] в 𝑋 задача Коши
(1.4) имеет решение вида (2.1).
Справедлива следующая

Теорема 2.3. Пусть выполнены следующие условия:

1) существует линейный оператор 𝐿 (𝑡) : 𝑍 → 𝑌 , непрерывно зависящий от 𝑡 > 0,
такой, что 𝜋Φ (𝑡)𝐹 = 𝜋Φ (𝑡)𝐶𝐿;

2) если

𝜆2 (𝑡) = sup

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

‖𝐿 (𝑠) 𝑣 (𝑡− 𝑠)‖2𝑑𝑠 :

𝑡∫︁
0

‖𝑣 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 𝜎2

⎫⎬⎭,

то при всех 𝑡 > 0 имеет место неравенство 𝜌 > 𝜆 (𝑡);
3) начальное положение 𝜙 и число 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такие, что имеет место включение(︃

𝜋Φ (𝑇 ) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠

∈

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠 :

𝑇∫︁
0

‖𝑝 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 (𝜌− 𝜆 (𝑇 ))2

⎫⎬⎭ .

Тогда в игре (1.1) из начального положения 𝜙 возможно преследование за время 𝑇 .

Доказательство. В силу 3) существует такое отображение 𝑝 (·), что выполняется равен-
ство(︃

𝜋Φ (𝑇 ) −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖)(𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠.

(2.5)

Для любого допустимого измеримого управления убегания 𝜗 (·) соответствующее управ-
ление преследования 𝑢 (·) выбираем по формуле

𝑢 (𝑡) =

{︃
𝑝 (𝑡) + 𝐿 (𝑇 − 𝑡)𝜗 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑇,

0, 𝑡 > 𝑇.
(2.6)
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Учитывая 2) и используя неравенство Коши-Буняковского, покажем, что выбранное
по формуле (2.6) управление преследования 𝑢 (·) удовлетворяет интегральному ограниче-
нию (1.2). Действительно,

∞∫︁
0

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 +

∞∫︁
𝑇

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑠)‖2𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

‖𝑝 (𝑠) + 𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠)‖2𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

<𝑝 (𝑠) + 𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠) , 𝑝 (𝑠) + 𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠) > 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

‖𝑝(𝑠)‖2𝑑𝑠 + 2

𝑇∫︁
0

< 𝑝 (𝑠) , 𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠) >𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

‖𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠)‖2𝑑𝑠

6(𝜌− 𝜆 (𝑇 ))2 + 2

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑇∫︁
0

‖𝑝(𝑠)‖2𝑑𝑠

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑇∫︁
0

‖𝐿 (𝑇 − 𝑠)𝜗 (𝑠)‖2𝑑𝑠 + 𝜆2 (𝑇 )

=𝜌2 − 2𝜌𝜆 (𝑇 ) + 𝜆2 (𝑇 ) + 2 (𝜌− 𝜆(𝑇 )) · 𝜆 (𝑇 ) + 𝜆2 (𝑇 ) = 𝜌2,

т.е. выбранное управление преследования 𝑢 (·) удовлетворяет ограничению (1.2).
Теперь, учитывая 1), (2.1), (2.5) и (2.6) докажем, что 𝜋𝑥 (𝑇 ) = 0. Действительно, для ре-

шения 𝑥 (·) задачи (1.4) имеем:

𝜋𝑥 (𝑇 ) =

(︃
𝜋Φ (𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖)(𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠))𝑑𝑠

−
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) (𝐶𝑢 (𝑠) − 𝐹 (𝑣 (𝑠), 𝑠)) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑝 (𝑠) 𝑑𝑠−
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐶𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑣 (𝑠), 𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑡)𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑡) 𝑑𝑡−
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑡)𝐶𝑢 (𝑇 − 𝑡) 𝑑𝑡 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑡)𝐶𝐿(t)𝜗 (𝑇−𝑡) 𝑑𝑡

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑡)𝐶 (𝑝 (𝑇 − 𝑡) − 𝑢 (𝑇 − 𝑡) + 𝐿(𝑡)𝜗 (𝑇 − 𝑡)) 𝑑𝑡

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑡)𝐶 (𝑝 (𝑇 − 𝑡) − 𝑝 (𝑇 − 𝑡) − 𝐿(𝑡)𝜗 (𝑇 − 𝑡) + 𝐿(𝑡)𝜗 (𝑇 − 𝑡)) 𝑑𝑡 =0,

т.е. 𝜋𝑥 (𝑇 ) = 0. А это, означает, что 𝑥 (𝑇 ) ∈ 𝑀. Теорема 2.3 доказана.

Справедлива следующая

Теорема 2.4. Пусть выполнены следующие условия:

1) существуют непрерывно зависящий от 𝑡 > 0 линейный оператор

𝐿 (𝑡) : 𝑍 → 𝑌
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и локально интегрируемое отображение 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 такие, что при всех 𝑇 > 0,
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] имеет место равенство

𝜋Φ (𝑇 − 𝑡) 𝑔 (𝑢 (𝑡) − 𝐿 (𝑇 − 𝑡) 𝑣 (𝑡)) = −𝜋Φ (𝑇 − 𝑡) 𝑓 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) , 𝑡) ;

2) 𝜌 > 𝜆 (𝑡), 𝑡 > 0, где

𝜆2 (𝑡) = sup

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

‖𝐿 (𝑠) 𝑣 (𝑡− 𝑠)‖2𝑑𝑠 :

𝑡∫︁
0

‖𝑣 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 𝜎2

⎫⎬⎭;

3) начальное положение 𝜙 и число 𝑇 = 𝑇 (𝜙) такие, что имеет место включение(︃
𝜋Φ (𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠

∈

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑔 (𝑝 (𝑠)) 𝑑𝑠 :

𝑇∫︁
0

‖𝑝 (𝑠)‖2𝑑𝑠 6 (𝜌− 𝜆 (𝑡))2

⎫⎬⎭ .

Тогда в игре (1.1) из начального положения 𝜙, возможно преследование за время T.

Доказательство. В силу 3) существует такое интегрируемое отображение 𝑝 (·), что(︃
𝜋Φ (𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑔 (𝑝 (𝑠)) 𝑑𝑠.

(2.7)

Допустим, что 𝑣 (·) — произвольное допустимое управление убегания. Тогда соответству-
ющее управление преследования 𝑢 (·) выбираем по формуле (2.6). В силу теоремы 2.3,
выбранное управление удовлетворяет интегральному ограничению (1.2). Поэтому доста-
точно показать, что для решения 𝑥 (·) задачи Коши (1.4), соответствующего выбранным
управлениям 𝑢 (·), 𝑣 (·) на [0, 𝑇 ], имеет место 𝜋𝑥 (𝑇 ) = 0.
Учитывая 1), (2.1) ,(2.6) и (2.7), имеем:

𝜋𝑥 (𝑇 ) =

(︃
𝜋Φ (𝑇 ) −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜋Φ (𝑇 − ℎ𝑖)𝐵𝑖

)︃
𝜙 (0)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

0∫︁
−ℎ𝑖

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠− ℎ𝑖) (𝐴𝑖𝜙 (𝑠) + 𝐵𝑖𝜙̇ (𝑠)) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑔 (𝜌 (𝑠)) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑔 (𝑢 (𝑠) − 𝐿 (𝑇 − 𝑠) 𝑣 (𝑠)) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠

= −
𝑇∫︁

0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑇∫︁
0

𝜋Φ (𝑇 − 𝑠) 𝑓 (𝑢 (𝑠) , 𝑣 (𝑠) , 𝑠) 𝑑𝑠 = 0,
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т.е. 𝜋𝑥 (𝑇 ) = 0, что эквивалентно тому, что 𝑥 (𝑇 ) ∈ 𝑀 . Следовательно, в игре (1.1) из на-
чального положения 𝜙 (𝑠) ,−ℎ6𝑠60, возможно преследование за время 𝑇 . Теорема 2.4
доказана.
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