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О 𝐶1-СХОДИМОСТИ КУСОЧНО-ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ

РЕШЕНИЙ ВАРИАЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ

4-ГО ПОРЯДКА

А.А. КЛЯЧИН

Аннотация. В настоящей работе для вариационного уравнения 4-го порядка рассмат-

ривается краевая задача в многоугольной области. Предполагается, что данная область

разбита на конечное число треугольников, образующих ее триангуляцию. Вводится

класс кусочно-полиномиальных функций заданной степени и для рассматриваемого

уравнения определяется понятие кусочно-полиномиального решения на треугольной

сетке. Доказана теорема существования и единственности такого решения. Кроме то-

го, установлено, что при определенных условиях на триангуляцию области вторые

производные кусочно-полиномиальных решений оцениваются постоянной, независя-

щей от мелкости разбиения. Данное обстоятельство позволило доказать 𝐶1-сходимость

кусочно-полиномиальных решений уравнения при стремлении к нулю мелкости разби-

ения сетки.
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1. Введение

Мы рассматриваем функционал вида

𝐼(𝑓) =

∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)𝑑𝑥, 𝐷2𝑓 =

(︂
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂𝑛

𝑖,𝑗=1

, (1.1)

который определен для функций 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) и функция 𝐺 имеет вид

𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, 𝜂11, 𝜂12, ..., 𝜂𝑛𝑛).

Будем предполагать, что функция 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜉, 𝜂) имеет все непрерывные частные производ-
ные до третьего порядка включительно по всем своим переменным.
Для функционала 𝐼(𝑓) можно записать соответствующее уравнение Эйлера-Лагранжа

вариационной задачи

𝑄[𝑓 ] ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︁
𝐺′

𝜂𝑖𝑗
(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)

)︁′′
𝑥𝑖𝑥𝑗

−
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝐺′

𝜉𝑖
(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)

)︀′
𝑥𝑖

+𝐺′
𝑢(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓) = 0.

(1.2)

A.A. Klyachin, On 𝐶1-convergence of piecewise polynomial solutions to a fourth order

variational equation.
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Отметим, что частным случаем уравнения (1.2) является бигармоническое уравнение

𝜕4𝑓

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕4𝑓

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝜕4𝑓

𝜕𝑥42
= 0,

которому соответствуют функции 𝐺 = 𝜂211 + 2𝜂212 + 𝜂222 и 𝐺 = (𝜂11 + 𝜂22)
2. В качестве

еще одного примера приведем функционал полной свободной энергии деформированной
пластинки (см. [1, гл. II]), играющий важную роль в теории упругости,∫︁∫︁

Ω

{︃(︂
𝜕2𝑓

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑥22

)︂2

+ 2(1 − 𝜎)

(︃(︂
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂2

− 𝜕2𝑓

𝜕𝑥21

𝜕2𝑓

𝜕𝑥22

)︃}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Численному решению уравнений 4-го порядка, в том числе и бигармоническому урав-
нению, посвящено огромное количество работ как в отечественных, так и в зарубеж-
ных журналах. Например, в работе [2], при решении краевой задачи для вариационного
нелинейного неравенства с бигармоническим оператором, используется метод Ньютона-
Канторовича, на каждом шаге которого решается линейная задача разностным методом.
В работе [3] устанавливается неулучшаемая оценка погрешности вычисления собственных
значений дискретной задачи для бигармонического оператора в прямоугольной области.
Автором показывается, что данная погрешность имеет второй порядок точности, причем,
удается вычислить ее главную часть как бесконечно малой величины. Отметим также
работу [4], в которой автор устанавливает оценку сходимости приближенных решений
по сеточной норме 𝑊 2

2 через шаг сетки ℎ → 0. Заметим, что как и в предыдущей статье
результаты получены в прямоугольной области. Интересно упомянуть статью [5], в кото-
рой выводятся интегральные представления для точных решений первой краевой задачи
для некоторого семейства эллиптических уравнений, в которое входит и бигармоническое
уравнение. Приведем также статью [6], где показано существование и единственность ре-
шения одной задачи типа Робена для неоднородного бигармонического уравнения в еди-
ничном шаре. Для прямоугольной области автору работы [7] удалось свести задачу Нейма-
на для некоторого класса линейных уравнений 4-го порядка к интегральным уравнениям
Фредгольма и доказать их разрешимость при определенных условиях на коэффициенты
уравнения. В работе [8] рассматривается эллиптическое уравнение четвертого порядка
в прямоугольной области при смешанных краевых условиях. Его решение строится
на итерационной факторизации оператора, энергетически эквивалентного оператору ре-
шаемой задачи, дискретизация исходной задачи производится по методу конечных элемен-
тов. Достаточно полно исследована проблема сходимости приближенных решений, полу-
ченных методом конечных элементов, в статье [9]. Автор доказывает однозначную разре-
шимость соответствующих вариационных задач и сходимость построенных вариационным
методом решений в пространстве 𝑊 1

𝑝 . В следующей работе [10] разработан новый вариант
метода коллокации и наименьших квадратов (КНК) для численного решения неоднород-
ного бигармонического уравнения. Идея основана на проектировании исходной задачи
в пространство полиномов четвертой и восьмой степеней. Отметим, что метод дает весь-
ма хорошие результаты даже для небольшого количества точек сетки. Однако, в случае
нелинейных уравнений требует переработки. Приближенному решению бигармоническо-
го уравнения посвящена и работа [11]. В ней авторы представляют результаты расчетов
с помощью некоторой разностной схемы с достаточно хорошей степенью точности. Причем
так же как и в предыдущей статье, область, в которой ищется решение, имеет общий вид.
Так же стоит отметить, что в этой работе идет сравнительный анализ с результатами еще
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одной работы [12], отмечая при этом лучшие и худшие показатели своего метода. В ра-
боте [13] определяется уклонение кусочно-кубического почти-решения бигармонического
уравнения и выводится общая формула его вычисления. На основе данного понятия авто-
рами этой статьи получена аппроксимация данного уравнения. Проведен ряд численных
расчетов с целью экспериментального подтверждения полученной формулы.
В настоящей работе мы получаем условия, в том числе на треугольную расчетную сетку,

которые гарантировали бы равномерную ограниченность, как минимум, вторых производ-
ных приближенных решений в ячейках сетки при стремлении к нулю размеров этих ячеек.
Используя данный факт, нам удается доказать 𝐶1-сходимость кусочно-полиномиальных
решений к точному решению соответствующей краевой задачи.

2. Кусочно-полиномиальные решения

Пусть задана многоугольная ограниченная область Ω ⊂ R2. Рассмотрим произвольное
разбиение этого многоугольника на невырожденные треугольники 𝑇1, 𝑇2, ..., 𝑇𝑁 и пусть
𝑀1, 𝑀2, ..., 𝑀𝑝 – все вершины этих треугольников. Будем предполагать, что этот набор
треугольников образует триангуляцию области Ω. Через Γ𝑙 обозначим стороны всех тре-
угольников, 𝑙 = 1, 2, ..., 𝐿, а максимальный диаметр всех треугольников обозначим через ℎ,
т.е. ℎ = max

16𝑘6𝑁
diam𝑇𝑘.

Далее, будем через 𝛼 > 0 обозначать минимум углов во всех треугольниках 𝑇𝑘. Сформу-
лируем еще одно условие на треугольную сетку. Предположим, что найдется постоянная
𝐶1 > 0, независящая от ℎ и такая, что

ℎ ·
∑︁
Γ𝑙

|Γ𝑙| 6 𝐶1, (2.1)

где сумма берется по всем внутренним сторонам Γ𝑙 треугольников триангуляции. Это
условие сформулировано в работе [14] и дает нужную степень погрешности вычисления
интеграла 𝐼(𝑓) при замене 𝑓 на кусочно-полиномиальную функцию.
Зафиксируем произвольное натуральное число 𝑚. В области Ω будем рассматривать

функцию 𝑓(𝑥1, 𝑥2), у которой все производные порядка 4𝑚 + 2 ограничены некоторой
постоянной 𝑀 . Для каждого треугольника 𝑇𝑘 будем строить полином степени 4𝑚 + 1
следующим образом (см. [15]). Пусть 𝐴𝑘

1, 𝐴
𝑘
2, 𝐴

𝑘
3 — вершины этого треугольника. На каждой

из сторон [𝐴𝑘
𝑖 , 𝐴

𝑘
𝑗 ] выделим множество точек {𝐵𝑘

𝑙,𝑖𝑗}𝑟𝑙=1, 𝑟 = 1, ...,𝑚, таких, что при каждом
фиксированном 𝑟 эти точки делят сторону, на которой они лежат, на 𝑟+1 равных отрезков.
Для построения интерполяционного многочлена 𝑃4𝑚+1 на 𝑇𝑘 зададим значения функции
и всех ее производных до порядка 2𝑚 в вершинах треугольника и по 𝑟 производных 𝑟-го
порядка (𝑟 = 1, ...,𝑚) по нормалям к каждой из сторон треугольника

𝜕𝑟𝑃4𝑚+1(𝐴
𝑘
𝑖 )

𝜕𝑥𝑟−𝑙
1 𝜕𝑥𝑙2

=
𝜕𝑟𝑓(𝐴𝑘

𝑖 )

𝜕𝑥𝑟−𝑙
1 𝜕𝑥𝑙2

, 0 6 𝑟 6 2𝑚, 0 6 𝑙 6 𝑟, 𝑖 = 1, 2, 3, (2.2)

𝜕𝑟𝑃4𝑚+1(𝐵
𝑘
𝑙,𝑖𝑗)

𝜕𝑛𝑟
𝑖𝑗

=
𝜕𝑟𝑓(𝐵𝑘

𝑙,𝑖𝑗)

𝜕𝑛𝑟
𝑖𝑗

, 1 6 𝑟 6 𝑚, 1 6 𝑙 6 𝑟, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗. (2.3)

В [15] и [16] для условий (2.2), (2.3) и выбираемых некоторыми способами оставшихся
условий доказаны оценки⃒⃒⃒⃒

𝜕𝑠(𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑃4𝑚+1(𝑥1, 𝑥2))

𝜕𝑥𝑙1𝜕𝑥
𝑠−𝑙
2

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶(𝑚)𝑀ℎ4𝑚+2−𝑠(sin𝛼)−𝑠. (2.4)

Получившаяся кусочно-полиномиальная функция принадлежит классу 𝐶𝑚(Ω) (см. [15]).
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Исходя из сказанного, введем следующие обозначения. Множество 𝑚 раз непрерывно
дифференцируемых кусочно-полиномиальных функций с нулевыми краевыми условиями
обозначим через 𝑃𝑚

0,4𝑚+1, т.е. 𝑣 ∈ 𝑃𝑚
0,4𝑚+1, если 𝑣 ∈ 𝐶𝑚(Ω), в каждом треугольнике 𝑇𝑘

функция 𝑣 является многочленом степени 4𝑚+ 1 и удовлетворяет условиям

𝑣 = 0, ∇𝑣 = 0 на 𝜕Ω.

Множество всех 𝑚 раз непрерывно дифференцируемых кусочно-полиномиальных функ-
ций степени 4𝑚+ 1, т.е. без краевых условий, обозначим через 𝑃𝑚

4𝑚+1.

Отметим, что если функция 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶1(Ω) удовлетворяет уравнению (1.2), то для
любой функции 𝜓 ∈ 𝐶1

0(Ω) и такой, что 𝜓 ∈ 𝐶2(𝑇𝑘) в каждом треугольнике 𝑇𝑘, выполнено

2∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(︃
2∑︁

𝑖𝑗=1

𝐺′
𝜂𝑖𝑗

(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)𝜓𝑥𝑖𝑥𝑗

+
2∑︁

𝑖=1

𝐺′
𝜉𝑖

(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)𝜓𝑥𝑖
+𝐺′

𝑢(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)𝜓

)︃
𝑑𝑥 = 0.

(2.5)

Данное равенство получается с применением формулы Гаусса-Остроградского и с учетом
того, что функция 𝜓 непрерывно дифференцируема в области Ω. Таким образом, получа-
ющиеся при этом интегралы по сторонам границы 𝜕𝑇𝑘 будут взаимно компенсироваться
для любых двух соседних треугольников.
Введем в рассмотрение величину

𝛿(𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′) =𝐺(𝑥, 𝑢′′, 𝜉′′, 𝜂′′) −𝐺(𝑥, 𝑢′, 𝜉′, 𝜂′) −𝐺′
𝑢(𝑥, 𝑢′, 𝜉′, 𝜂′)(𝑢′′ − 𝑢′)

−
2∑︁

𝑖=1

𝐺′
𝜉𝑖

(𝑥, 𝑢′, 𝜉′, 𝜂′)(𝜉′𝑖 − 𝜉′′𝑖 ) −
2∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐺′
𝜂𝑖𝑗

(𝑥, 𝑢′, 𝜉′, 𝜂′)(𝜂′𝑖𝑗 − 𝜂′′𝑖𝑗).

Отметим, что условие 𝛿(𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′) > 0 для всех 𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′ равносильно тому,
что функция 𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜉, 𝜂) выпукла вниз по совокупности переменных 𝑢, 𝜉, 𝜂. Мы будем
далее предполагать, что для функции 𝛿(𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′) выполняется одно из следующих
условий. Для первого предположим, что найдется константа 𝜇 > 0 такая, что

𝛿(𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′) > 𝜇
2∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝜂′′𝑖𝑗 − 𝜂′𝑖𝑗)
2 (2.6)

для всех 𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′. Второе условие более слабое – для некоторой постоянной 𝜇 > 0
справедливо неравенство

𝛿(𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′) > 𝜇

(︃
2∑︁

𝑖=1

(𝜂′′𝑖𝑖 − 𝜂′𝑖𝑖)

)︃2

(2.7)

для всех 𝑢′, 𝑢′′, 𝜉′, 𝜉′′, 𝜂′, 𝜂′′.
Используя равенство (2.5), легко видеть, что если функция 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶1(Ω) удовле-

творяет уравнению (1.2), то выполнено

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝛿(𝑓, 𝑔,∇𝑓,∇𝑔,𝐷2𝑓,𝐷2𝑔)𝑑𝑥

=
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝐺(𝑥, 𝑔,∇𝑔,𝐷2𝑔)𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝐺(𝑥, 𝑓,∇𝑓,𝐷2𝑓)𝑑𝑥,

(2.8)
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где функция 𝑔 ∈ 𝐶1(Ω) и такая, что 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑇𝑘) в любом треугольнике 𝑇𝑘 и

𝑔|𝜕Ω = 𝑓 |𝜕Ω, ∇𝑔|𝜕Ω = ∇𝑓 |𝜕Ω. (2.9)

Для более краткой записи будем применять обозначение 𝐼(𝑔) для описанных выше функ-
ций 𝑔, понимая под ним следующее

𝐼(𝑔) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝐺(𝑥, 𝑔,∇𝑔,𝐷2𝑔)𝑑𝑥.

Пример 2.1. Пусть

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜉1, 𝜉2, 𝜂11, 𝜂12, 𝜂21, 𝜂22) =
2∑︁

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗𝜂𝑖𝑗𝜂𝑘𝑙,

где набор дважды непрерывно-дифференцируемых функций 𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗 = 𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗 (𝑥) такой, что

𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙

и для любой ненулевой матрицы 𝜂𝑖𝑗 выполняется неравенство

2∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗𝜂𝑖𝑗𝜂𝑘𝑙 > 0.

Отметим, что в этом случае уравнение (1.2) примет вид

2∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

)︂
= 0.

Равенство (2.8) для такой функции 𝐺 будет выглядеть следующим образом

𝑁∑︁
𝑠=1

∫︁
𝑇𝑠

2∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

𝑎𝑘𝑙𝑖𝑗 (𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
− 𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗

)(𝑓𝑥𝑘𝑥𝑙
− 𝑔𝑥𝑘𝑥𝑙

)𝑑𝑥 = 𝐼(𝑔) − 𝐼(𝑓).

В частности, выполняется равенство

𝑁∑︁
𝑠=1

∫︁
𝑇𝑠

(∆𝑓 − ∆𝑔)2 𝑑𝑥 =
𝑁∑︁
𝑠=1

∫︁
𝑇𝑠

(∆𝑔)2 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑠=1

∫︁
𝑇𝑠

(∆𝑓)2 𝑑𝑥.

Отметим, что равенство (2.8) дает следующее свойство. Если функция 𝑓 удовлетворяет
уравнению (1.2), то функционал (1.1) достигает минимума на 𝑓 среди функций вида 𝑔,
𝑔 ∈ 𝐶1(Ω) и таких, что 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑇𝑘) в каждом 𝑇𝑘 и удовлетворяющих (2.9).
В связи с этим введем понятие кусочно-полиномиального решения уравнения (1.2).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐶4𝑚+2(Ω) ∩ 𝐶1(Ω) – решение уравнения (1.2) и пусть задана произвольная
функция 𝜙 ∈ 𝐶4𝑚+2(Ω) ∩ 𝐶1(Ω), удовлетворяющая граничным условиям

𝜙|𝜕Ω = 𝑓 |𝜕Ω, ∇𝜙|𝜕Ω = ∇𝑓 |𝜕Ω.
Далее, чтобы не вводить новых констант, будем считать, что вторые производные функции
𝜙 также ограничены постоянной 𝑀 .

Определение 2.1. Если на функции 𝑣* достигается минимум интеграла

𝐼(𝜙+ 𝑣) =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝐺(𝑥, 𝜙+ 𝑣,∇𝜙+ ∇𝑣,𝐷2𝜙+𝐷2𝑣)𝑑𝑥,
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среди всех 𝑣 ∈ 𝑃𝑚
0,4𝑚+1, то функцию 𝑓 * = 𝜙+𝑣* будем называть кусочно-полиномиальным

решением уравнения (1.2), удовлетворяющее граничным условиям

𝑓 *|𝜕Ω = 𝜙|𝜕Ω, ∇𝑓 *|𝜕Ω = ∇𝜙|𝜕Ω. (2.10)

Еще нам понадобится величина

𝜆𝑞 = inf
𝑃

∫︀
𝑇𝑘

|𝑃 (𝑥)|𝑑𝑥

|𝑇𝑘|max
𝑇𝑘

|𝑃 (𝑥)|
,

где точная нижняя грань берется по всем многочленам 𝑃 в 𝑇𝑘 степени 𝑞 и |𝑇𝑘| – пло-
щадь треугольника 𝑇𝑘. Отметим, что 𝜆𝑞 > 0 и с помощью линейной замены переменных
можно показать, что эта величина зависит только от степени многочленов и не зависит
от треугольника 𝑇𝑘.

Теорема 2.1. Если найдутся постоянные 𝜈1, 𝜈2 > 0 такие, что

𝐺(𝑥, 𝑢, 𝜉, 𝜂) > 𝜈1|𝜂|2 − 𝜈2, |𝜂|2 = 𝜂211 + 𝜂212 + 𝜂221 + 𝜂222, (2.11)

для всех 𝑥, 𝑢, 𝜉, 𝜂, то кусочно-полиномиальное решение существует и единственно.

Доказательство. Пусть последовательность 𝑣𝑟 ∈ 𝑃𝑚
0,4𝑚+1, 𝑟 = 1, 2, 3, ..., такая, что

𝐼(𝜙+ 𝑣𝑟) → 𝐼0, где 𝐼0 = inf
𝑣∈𝑃𝑚

0,4𝑚+1

𝐼(𝜙+ 𝑣). Ясно, что при достаточно больших 𝑟 выполнено

𝐼(𝜙 + 𝑣𝑟) 6 2𝐼0. Учитывая, что вторые производные функции 𝜙 ограничены постоянной
𝑀 , из условия (2.11) легко видеть, что⎛⎝ 𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟|2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

6

√︂
2𝐼0 + 𝜈2
𝜈1

+ 2𝑀
√︀

|Ω|.

Заметим, что |𝐷2𝑣𝑟|2 в каждом треугольнике 𝑇𝑘 есть многочлен степени 8𝑚− 2. Поэтому,
выполнено

|𝑇𝑘|max
𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟|2 6
1

𝜆8𝑚−2

∫︁
𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟|2𝑑𝑥.

Тогда приходим к оценке(︂
|𝑇𝑘|max

𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟|2
)︂1/2

6
1√︀
𝜆8𝑚−2

(︃√︂
2𝐼0 + 𝜈2
𝜈1

+ 2𝑀
√︀
|Ω|

)︃
.

Так как триангуляция фиксирована, то из полученного неравенства следует, что последо-
вательность max

16𝑘6𝑁
max
𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟(𝑥)| ограничена. Из-за того, что 𝑣𝑟 имеет нулевые граничные
значения, ограниченными будут и последовательности

max
Ω

|∇𝑣𝑟(𝑥)|, max
Ω

|𝑣𝑟(𝑥)|.

Далее, учитывая, что в каждом треугольнике 𝑇𝑘 функция 𝑣𝑟 есть многочлен фиксирован-
ной степени и, если нужно, переходя к подпоследовательности, заключаем, что существует
𝑣* ∈ 𝑃𝑚

0,4𝑚+1 такая, что

max
16𝑘6𝑁

(max
𝑇𝑘

|𝑣𝑟 − 𝑣*| + max
𝑇𝑘

|∇𝑣𝑟 −∇𝑣*| + max
𝑇𝑘

|𝐷2𝑣𝑟 −𝐷2𝑣*|) → 0.
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Тогда очевидно 𝐼(𝜙 + 𝑣*) = 𝐼0. Покажем единственность кусочно-полиномиального ре-
шения. Отметим, что для кусочно-полиномиального решения также можно показать,
что справедливо равенство

2∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(︃
2∑︁

𝑖𝑗=1

𝐺′
𝜂𝑖𝑗

(𝑥, 𝑓 *,∇𝑓 *, 𝐷2𝑓 *)𝑣𝑥𝑖𝑥𝑗

+
2∑︁

𝑖=1

𝐺′
𝜉𝑖

(𝑥, 𝑓 *,∇𝑓 *, 𝐷2𝑓 *)𝑣𝑥𝑖
+𝐺′

𝑢(𝑥, 𝑓 *,∇𝑓 *, 𝐷2𝑓 *)𝑣

)︃
𝑑𝑥 = 0

(2.12)

для всякой 𝑣 ∈ 𝑃𝑚
0,4𝑚+1. Поэтому, если 𝑓 *

1 и 𝑓 *
2 два кусочно-полиномиальных решения,

удовлетворяющих краевому условию (2.10), то

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝛿(𝑓 *
1 , 𝑓

*
2 ,∇𝑓 *

1 ,∇𝑓 *
2 , 𝐷

2𝑓 *
1 , 𝐷

2𝑓 *
2 )𝑑𝑥 = 𝐼(𝑓 *

2 ) − 𝐼(𝑓 *
1 ),

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

𝛿(𝑓 *
2 , 𝑓

*
1 ,∇𝑓 *

2 ,∇𝑓 *
1 , 𝐷

2𝑓 *
2 , 𝐷

2𝑓 *
1 )𝑑𝑥 = 𝐼(𝑓 *

1 ) − 𝐼(𝑓 *
2 ).

Складывая эти равенства, получаем

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(𝛿(𝑓 *
1 , 𝑓

*
2 ,∇𝑓 *

1 ,∇𝑓 *
2 , 𝐷

2𝑓 *
1 , 𝐷

2𝑓 *
2 ) + 𝛿(𝑓 *

2 , 𝑓
*
1 ,∇𝑓 *

2 ,∇𝑓 *
1 , 𝐷

2𝑓 *
2 , 𝐷

2𝑓 *
1 ))𝑑𝑥 = 0.

Тогда из условий (2.6) и (2.7) следует, что 𝑓 *
1 = 𝑓 *

2 .

3. Сходимость кусочно-полиномиальных решений

Мы хотим исследовать поведение таких приближенных решений 𝑓 * при мелкости сет-
ки ℎ, стремящейся к нулю. В связи с этим, рассмотрим дополнительное условие на триан-
гуляции. Именно, будем предполагать отделимость от нуля минимального угла 𝛼 посто-
янной 𝐶2, не зависящей от ℎ,

𝛼 > 𝐶2 > 0. (3.1)

В первую очередь мы покажем, что вторые производные этих решений будут огра-
ничены некоторой постоянной, не зависящей от ℎ, при сформулированных условиях
на треугольную сетку.

Теорема 3.1. Если выполнено условие (2.1) и одно из неравенств (2.6) или (2.7),
то в каждом треугольнике 𝑇𝑘 для кусочно-полиномиального решения 𝑓 * выполняется
оценка ⎯⎸⎸⎷max

𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

)2 6 2𝑀 +
1

𝜆8𝑚−2

(︃
4𝑀 +

1

sin2 𝛼

√︃
2𝐶

𝜇
(diam Ω)2𝑚−1/2

)︃
, (3.2)

где 𝐶 – некоторая константа, независящая от ℎ.

Доказательство. Предположим сначала, что выполнено условие (2.6). Тогда для функций
𝑔 ∈ 𝐶1(Ω) таких, что 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑇𝑘) в любом треугольнике 𝑇𝑘 и удовлетворяющих условию
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(2.9), из (2.8) получаем

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
− 𝑔𝑥𝑖𝑥𝑗

)2 6
1

𝜇
(𝐼(𝑔) − 𝐼(𝑓)) . (3.3)

Поэтому из неравенства (3.3) для каждого треугольника, полагая 𝑔 = 𝑓 *, имеем⎯⎸⎸⎸⎷∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

)2𝑑𝑥 6

⎯⎸⎸⎸⎷∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥+

√︂
1

𝜇
(𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)).

Разделим обе части неравенства на корень квадратный из площади треугольника |𝑇𝑘|
и, учитывая, что |𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗

| 6𝑀 , получаем⎯⎸⎸⎸⎷ 1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

)2𝑑𝑥 6 2𝑀 +

√︃
𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|𝜇
.

Используя, что вторые производные функции 𝜙 также ограничены постоянной𝑀 , приме-
няя неравенство⎯⎸⎸⎸⎷ 1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

)2𝑑𝑥 >

⎯⎸⎸⎸⎷ 1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥−

⎯⎸⎸⎸⎷ 1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝜙𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥,

имеем ⎯⎸⎸⎸⎷ 1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥 6 4𝑀 +

√︃
𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|𝜇
.

Так как выражение
2∑︀

𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2 есть многочлен степени 8𝑚− 2, то

max
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2 6

1

𝜆8𝑚−2

1

|𝑇𝑘|

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥.

Итак, окончательно приходим к неравенству⎯⎸⎸⎷max
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑣*𝑥𝑖𝑥𝑗
)2 6

1√︀
𝜆8𝑚−2

(︃
4𝑀 +

√︃
𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|𝜇

)︃
.

Из полученного неравенства видно, что вопрос об ограниченности вторых производных
кусочно-полиномиального решения сводится к исследованию поведения величины

𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|
при ℎ → 0. Обозначим через 𝑣𝑓 функцию из 𝑃𝑚

0,4𝑚+1, построенную по значениям и произ-
водным функции 𝑓 − 𝜙. В таком случае, так как 𝐼(𝜙+ 𝑣*) 6 𝐼(𝜙+ 𝑣𝑓 ), верно неравенство

𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|
6
𝐼(𝜙+ 𝑣𝑓 ) − 𝐼(𝑓)

|𝑇𝑘|
.
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Рассмотрим функционал

𝐼(𝑔) = 𝐼(𝜙+ 𝑔).

В работе [14] нами было показано, что значение функционала на функции
𝑓 ∈ 𝐶4𝑚+2(Ω) приближается кусочно-полиномиальными функциями степени 4𝑚 + 1
с точностью 𝑂(ℎ4𝑚+1) для треугольной сетки, удовлетворяющей условию (2.1). Следо-
вательно, так как мы предполагаем, что (𝑓 − 𝜙) ∈ 𝐶4𝑚+2(Ω), найдется постоянная 𝐶 > 0,
независящая от ℎ и такая, что

|𝐼(𝑣𝑓 ) − 𝐼(𝑓 − 𝜙)| 6 𝐶ℎ4𝑚+1.

Легко видеть, что |𝑇𝑘| > 0.5ℎ2 sin2 𝛼. Тогда приходим к неравенству⎯⎸⎸⎷max
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

)2 6 2𝑀 +
1

𝜆8𝑚−2

(︃
4𝑀 +

1

sin2 𝛼

√︃
2𝐶

𝜇
(diam Ω)2𝑚−1/2

)︃
.

Предположим теперь, что вместо неравенства (2.6) выполняется более слабое неравенство
(2.7). Тогда из (2.8) получаем

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

(∆(𝑓 − 𝑔))2𝑑𝑥 6
𝐼(𝑔) − 𝐼(𝑓)

𝜇
.

Далее воспользуемся неравенством Кальдерона-Зигмунда ([17, Следствие 9.10]) для функ-
ции 𝑓 − 𝑔. Именно, выполнено равенство

||𝐷2𝑢||2 = ||∆𝑢||2,

где 𝑢 ∈ 𝑊 2
0 (Ω). Поясним возможность использования этого равенства. Если 𝑚 > 1,

то условия следствия 9.10 выполняются. При 𝑚 = 1 функция 𝑔 ∈ 𝐶1(Ω) и 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑇𝑘)
для каждого треугольника 𝑇𝑘. Если в каждом треугольнике вторые производные функ-
ции 𝑔 ограничены, то, учитывая, что 𝑓 = 𝑔 на 𝜕Ω, функция 𝑓−𝑔 ∈ 𝑊 2

0 (Ω). Таким образом,
полагая 𝑔 = 𝑓 *, приходим к неравенству

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝑘

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
− 𝑓 *

𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥 6

𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

𝜇
.

Дальнейшие рассуждения аналогичны тем, которые мы провели в случае выполнения
условия (2.6) и также приводят к оценке (3.2).

Теорема 3.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶4𝑚+2(Ω) ∩𝐶1(Ω) – решение уравнения (1.2), удовлетворяю-
щее краевым условиям

𝑓 |𝜕Ω = 𝜙|𝜕Ω, ∇𝑓 |𝜕Ω = ∇𝜙|𝜕Ω
и 𝑓 * – приближенное кусочно-полиномиальное решение с теми же краевыми условиями.
Если выполнены условия (2.1), (3.1) и одно из неравенств (2.6) или (2.7), то

lim
ℎ→0

max
Ω

|𝑓 *(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0, lim
ℎ→0

2∑︁
𝑖=1

max
Ω

|𝑓 *
𝑥𝑖
− 𝑓𝑥𝑖

| = 0.

Доказательство. При сформулированных условиях на треугольную сетку нами показа-
но, что при ее измельчении в каждом треугольнике 𝑇𝑘 вторые производные приближен-
ных решений остаются ограниченными постоянной, независящей от ℎ. Покажем теперь,
что следствием такого поведения решений будет их равномерная сходимость к точному
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решению в пространстве 𝐶1. Итак, пусть |𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

−𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
| 6 𝐾, где 𝐾 – не зависит от ℎ. Далее

воспользуемся неравенством Соболева (см. [17, Теорема 7.10]) для 𝑝 > 2 и доказанным
неравенством (3.3)

max
Ω

|𝑓 *
𝑥𝑖
− 𝑓𝑥𝑖

| 6 𝐶0|Ω|1/2−1/𝑝||𝐷2(𝑓 * − 𝑓)||𝑝

6 𝐶0|Ω|1/2−1/𝑝𝐾1−2/𝑝

⎛⎝∫︁
Ω

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑓 *
𝑥𝑖𝑥𝑗

− 𝑓𝑥𝑖𝑥𝑗
)2𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

6 𝐶0|Ω|1/2−1/𝑝𝐾1−2/𝑝

(︂
𝐼(𝑓 *) − 𝐼(𝑓)

𝜇

)︂1/𝑝

6 𝐶0|Ω|1/2−1/𝑝𝐾1−2/𝑝

(︂
𝐶

𝜇

)︂1/𝑝

ℎ
4𝑚+1

𝑝 .

Таким образом, имеет место равномерная сходимость первых производных при ℎ → 0.
Так как 𝑓 * = 𝑓 на 𝜕Ω, получаем

lim
ℎ→0

max
Ω

|𝑓 *(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0.
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