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УЛЬТРАПРОИЗВЕДЕНИЯ

КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

С.Г. ХАЛИУЛЛИН

Аннотация. Изучение ультрапроизведений для различных пространств мотивиро-
вано интересом к методам нестандартного математического анализа, который опери-
рует бесконечно малыми (или бесконечно большими) последовательностями, как ес-
ли бы они были числами. С одной стороны, пространство, которое получается как
теоретико-множественное ультрапроизведение последовательности пространств, ста-
новится очень «богатым». Но, с другой стороны, оно теряет некоторые привлекатель-
ные свойства своих сомножителей. В частности, у него нет естественной хаусдорфо-
вой топологии, порожденной его сомножителями, и естественная 𝜎-алгебра измеримых
подмножеств не является счетно-порожденной.
Если пространство удается «вложить» в свою ультраcтепень с сохранением требуе-

мых свойств, то использование метода ультрапроизведений дает некоторые преимуще-
ства в доказательстве многих «стандартных» утверждений.
Чтобы сохранить различные свойства сомножителей, необходимо изменить кон-

струкцию ультрапроизведения. Например, при изменении этой конструкции стано-
вится возможным сохранить хаусдорфову топологию, структуру нормированного про-
странства, структуру операторных алгебр, алгебр фон Неймана и так далее.
В этой статье мы обсуждаем стохастические свойства так называемых квантово-

механических систем в довольно абстрактной форме. Такие системы (структуры)
встречаются в теории вероятностей, в теории операторных алгебр и в теории топо-
логических векторных пространств. Также определены ультрапроизведения для по-
следовательностей таких структур и исследованы определенные свойства этих ультра-
произведений.
Понятие наблюдаемого в структуре событий является аналогом случайной величи-

ны, определенной в вероятностном пространстве. Наблюдаемое естественным образом
задается в ультрапроизведении квантово-механических систем, которое определено в
настоящей статье. Мы изучаем его вероятностные характеристики.
Более того, ультрапроизведения квантовых логик также рассматриваются в рамках

ультрапроизведений квантово-механических систем.
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1. Введение

В работе события некоторой физической системы рассматриваются как простые ак-
сиоматические элементы. События соответствуют физическим явлениям, которые могут
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происходить или не происходить с некоторой вероятностью. Мы будем исследовать сто-
хастические свойства квантово-механических систем как свойства некоторой абстракт-
ной структуры, которая может охватывать многие хорошо известные структуры в раз-
личных областях математики. В частности, квантовые логики, описывающие квантово-
механические системы, будут рассмотрены в работе как структура событий, наделенная
дополнительной, вполне естественной структурой.
Пусть далее всюду ℰ — произвольный набор элементов, называемых событиями. Со-

бытие 𝑎 ∈ ℰ происходит или не происходит в зависимости от состояния системы 𝑠 ∈ 𝑆,
где 𝑆 — множество состояний системы. Поскольку в квантовой механике можно пред-
сказать только вероятность того, что событие 𝑎 произойдет, то состояния 𝑠 можно рас-
сматривать как функции, действующие из ℰ на единичный отрезок [0, 1], а значение 𝑠(𝑎)
интерпретировать как вероятности того, что событие 𝑎 произойдет в том случае, когда
система находится в состоянии 𝑠. Если при этом 𝑠(𝑎) = 1, то событие 𝑎 обязательно про-
изойдет, если система будет находиться в соответствующем состоянии.
Работа посвящена определению и исследованию ультрапроизведений таких абстрактных

структур. Техника ультрапроизведений позволяет рассматривать некоторые свойства про-
странств с различными структурами как свойства «сомножителей», если удается вложить
эти пространства в некоторое ультрапроизведение с сохранением основных структур.

2. Структуры событий. Предварительные сведения

Определение 2.1 (см., например, [3]). Пусть ℰ — непустое множество, 𝑆 — мно-
жество функций из ℰ на единичный интервал [0, 1]. Пара (ℰ , 𝑆) называется структурой
событий, если выполняются следующие две аксиомы:
A1. Если 𝑠(𝑎) = 𝑠(𝑏) для каждого 𝑠 ∈ 𝑆, то 𝑎 = 𝑏;
A2. Если 𝑎1, 𝑎2, · · · ∈ ℰ удовлетворяют условию 𝑠(𝑎𝑖) + 𝑠(𝑎𝑗) 6 1, 𝑖 ̸= 𝑗 для каждого

𝑠 ∈ 𝑆, то существует такой элемент 𝑏 ∈ ℰ, что
𝑠(𝑏) + 𝑠(𝑎1) + 𝑠(𝑎2) + .... = 1

для каждого 𝑠 ∈ 𝑆.

Пусть (ℰ , 𝑆) является структурой событий. Будем называть элементы множества ℰ со-
бытиями, а элементы множества 𝑆 — состояниями. Для 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ , определим соотношение
𝑎 6 𝑏, если 𝑠(𝑎) 6 𝑠(𝑏) для каждого 𝑠 ∈ 𝑆. Легко показать, что 6 является отношением
частичного порядка, поэтому (ℰ , 𝑆) является частично упорядоченным множеством. Если
𝑎 ∈ ℰ , то поскольку 𝑠(𝑎) 6 1 для каждого 𝑠 ∈ 𝑆, по аксиоме 𝐴2 существует элемент 𝑏 ∈ ℰ
такой, что 𝑠(𝑏) = 1−𝑠(𝑎) для каждого 𝑠 ∈ 𝑆. Далее будем писать 𝑏 = 𝑎′ и называть событие
𝑏 ортодополнением события 𝑎. Мы можем интерпретировать 𝑎′ как событие, которое про-
исходит тогда и только тогда, когда событие 𝑎 не происходит. Будем обозначать через 0
событие, которое никогда не происходит и через 1 — событие, которое всегда происходит.
Если 𝑎 6 𝑏′, мы скажем, что события 𝑎 и 𝑏 ортогональны, и будем писать 𝑎 ⊥ 𝑏.
Легко видеть, что если операция 𝑎 → 𝑎′ является ортодополнением на (ℰ , 𝑆), то 𝑎′′ = 𝑎

для каждого 𝑎 ∈ ℰ ; если 𝑎 6 𝑏, то 𝑏′ 6 𝑎′; и 𝑎∨𝑎′ = 1 для каждого 𝑎 ∈ ℰ , где 𝑎∨𝑏 = sup{𝑎, 𝑏}.
Будем писать 𝑎∧𝑏 вместо inf{𝑎, 𝑏}. Такое частично упорядоченное множество (ℰ , 𝑆) будем
называть частично упорядоченным множеством с ортодополнением и обозначать (ℰ , 6, ′).
Частично упорядоченное множество с ортодополнением (𝒫 , 6, ′) называется 𝜎-полным,

если для любой последовательности 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑖 ∈ 𝒫 , 𝑎𝑖 ⊥ 𝑎𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗, существует точ-

ная верхняя грань
∞⋁︀
𝑖=1

𝑎𝑖. Частично упорядоченное множество с ортодополнением (𝒫 , 6, ′)

называется ортомодулярным, если 𝑎 6 𝑏 влечет 𝑏 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑎′).

Определение 2.2. Говорят, что два события 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ совместимы (𝑎 ↔ 𝑏), если
существуют такие взаимно ортогональные события 𝑎1, 𝑏1, 𝑐 ∈ ℰ, что 𝑎 = 𝑎1∨𝑐, 𝑏 = 𝑏1∨𝑐.
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Заметим, что если 𝑎 ⊥ 𝑏, то 𝑎 ↔ 𝑏, и что 0 ↔ 𝑎, 1 ↔ 𝑎 для всех 𝑎 ∈ ℰ .

Определение 2.3. Квантовой логикой называется 𝜎-полное ортомодулярное частич-
но упорядоченное множество с ортодополнением.

Определение 2.4. Говорят, что система вероятностных мер ℳ на 𝜎-полном ча-
стично упорядоченном множестве с ортодополнением (𝒫 , 6, ′) определяет порядок, если
𝑚(𝑎) 6 𝑚(𝑏) для каждого 𝑚 ∈ ℳ означает, что 𝑎 6 𝑏.

Замечание 2.1. Легко видеть, что если квантовую логику наделить системой веро-
ятностных мер, определяющих порядок, то мы получим структуру событий.

Аналогом измеримой функции, связанной со структурой событий, является понятие
наблюдаемой.

Определение 2.5. Пусть (ℰ , 𝑆) — структура событий, (R,ℬ(R)) — борелевская пря-
мая. Отображение 𝑥 : ℬ(R) → ℰ называется наблюдаемой, если выполнены следующие
условия:
1. 𝑥(R) = 1;
2. Если 𝐸 ∩ 𝐹 = ∅, то 𝑥(𝐸) ⊥ 𝑥(𝐹 );
3. Если 𝐵𝑛 ∈ ℬ(R), 𝑛 ∈ N, — взаимно не пересекающиеся множества, то

𝑥

(︃
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛

)︃
=

∞⋁︁
𝑛=1

𝑥 (𝐵𝑛) .

Наблюдаемые 𝑥 и 𝑦 совместимы, если события 𝑥(𝐸) и 𝑦(𝐹 ) совместимы для всех
𝐸,𝐹 ∈ ℬ(R).

Определение 2.6. Спектром 𝜎(𝑥) наблюдаемой 𝑥 называется наименьшее замкну-
тое подмножество Λ ∈ R такое, что 𝑥(Λ) = 1. Наблюдаемое 𝑥 называется ограничен-
ным, если его спектр является ограниченным множеством в R, то есть, содержит-
ся в некотором конечном интервале. Наименьшее положительное число 𝑁 такое, что
|𝑡| 6 𝑁 для всех 𝑡 ∈ 𝜎(𝑥), называется нормой наблюдаемой 𝑥 и обозначается через ‖𝑥‖.

Естественным образом каждая ограниченная наблюдаемая 𝑥 индуцирует на борелевской
𝜎-алгебре ℬ(R) числовой прямой распределение вероятностей для произвольного состоя-
ния 𝑠 ∈ 𝑆:

𝑠𝑥(𝐵) = 𝑠(𝑥(𝐵)), 𝐵 ∈ ℬ(R).

Следовательно, мы можем определить математическое ожидание 𝑚𝑠(𝑥) для наблюдаемой
𝑥 в состоянии 𝑠:

𝑚𝑠(𝑥) =

∫︁
R

𝑡𝑑𝑠𝑥(𝑡).

Этот интеграл существует, поскольку 𝑠𝑥 — вероятностная мера, сосредоточенная на ко-
нечном интервале.
Предположим теперь, что в нашей системе выполняется следующее условие:
Условие М. Если 𝑚𝑠(𝑥) = 𝑚𝑠(𝑦) для всех состояний 𝑠, то 𝑥 = 𝑦.
Тогда для двух заданных ограниченных наблюдаемых 𝑥 и 𝑦 будет существовать не бо-

лее одной наблюдаемой 𝑧, такой, что 𝑚𝑠(𝑧) = 𝑚𝑠(𝑥) + 𝑚𝑠(𝑦) для всех состояний 𝑠. Если
наблюдаемая 𝑧 существует, то ее естественно назвать суммой 𝑥 + 𝑦 наблюдаемых 𝑥 и 𝑦.
Известно (см., например, [3], [5]), что если наблюдаемые 𝑥 и 𝑦 совместимы и ограничены,

то сумма существует. Нетрудно видеть, что тогда ограниченные наблюдаемые образуют
линейное нормированное пространство. Обозначим это пространство 𝑂𝑏(ℰ).
Приведем простейший пример структуры событий, обобщающий классическую теорию

вероятностей.
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Пример 2.1. Пусть (Ω,ℱ) — некоторое измеримое пространство, а 𝑆 — набор веро-
ятностных мер на ℱ . Легко проверить, что (ℱ , 𝑆) является структурой событий.
Пусть 𝑥 является наблюдаемой. Тогда из теоремы Сикорского-Варадараяна следует,

что существует случайная величина 𝜉 такая, что 𝑥(𝐸) = 𝜉−1(𝐸) для каждого 𝐸 ∈ ℬ(R).
Поскольку верно и обратное, то существует естественное соответствие между наблю-
даемыми и случайными величинами. Легко проверить, что все события и все наблюда-
емые в этом случае совместимы.

3. Ультрапроизведения

Определение 3.1. Пусть 𝐴𝑛 (𝑛 ∈ N) — произвольные непустые множества, 𝒰 —
нетривиальный ультрафильтр в множестве N. Фактор-множество декартова произ-
ведения множеств 𝐴𝑛 по отношению эквивалентности

(𝑎𝑛) ∼𝒰 (𝑏𝑛) ⇔ {𝑛 ∈ N : 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛} ∈ 𝒰
называется теоретико-множественным ультрапроизведением семейства множеств
(𝐴𝑛) и обозначается (𝐴𝑛)𝒰 , элементы ультрапроизведения обозначаются (𝑎𝑛)𝒰 .

Отметим здесь, что если в сомножителях заданы соответствующие структуры, то уль-
трапроизведение замкнуто относительно отношения порядка, ортодополнения и конечных
операций взятия точных верхней и нижней граней, но не замкнуто относительно счетных
операций. Точнее,

∞⋁︁
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑛)𝒰 6

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

,
∞⋀︁
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑛)𝒰 >

(︃
∞⋀︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

.

Теоретико-множественное ультрапроизведение не всегда сохраняет те структуры, ко-
торыми наделены сомножители. Поэтому конструкция ультрапроизведения претерпевает
некоторые изменения. Подробнее можно посмотреть в работах [1], [2], [4], [6], [8].

Определение 3.2. Пусть (ℰ𝑛, 𝑆𝑛) — последовательность структур событий, 𝒰 —
произвольный нетривиальный ультрафильтр в множестве натуральных чисел N.
Пусть

∏︀∞
𝑛=1 ℰ𝑛 — декартово произведение последовательности (ℰ𝑛). Положим

(𝑎𝑛) ∼ (𝑏𝑛) ⇔ lim
𝒰

𝑠𝑛(𝑎𝑛) = lim
𝒰

𝑠𝑛(𝑏𝑛) для всех (𝑠𝑛), 𝑠𝑛 ∈ 𝑆𝑛.

В фактор-множестве (ℰ𝑛)𝒰 декартова произведения по данному отношению эквивалент-
ности определим множество состояний следующим образом:

𝑆𝒰 = {𝑠𝒰 : 𝑠𝒰(𝑎𝑛)𝒰 = lim
𝒰

𝑠𝑛(𝑎𝑛), 𝑠𝑛 ∈ 𝑆𝑛}.

Пару ((ℰ𝑛)𝒰 , 𝑆𝒰) назовем ультрапроизведением последовательности структур событий.

Теорема 3.1. Пусть (ℰ𝑛, 𝑆𝑛)𝑛>1 — последовательность структур событий, 𝒰 —
нетривиальный ультрафильтр в множестве натуральных чисел N. Тогда ультрапро-
изведение ((ℰ𝑛)𝒰 , 𝑆𝒰) есть структура событий.

Доказательство. Покажем вначале, что если (ℰ , 𝑆) является структурой событий, то каж-
дое состояние 𝑠 ∈ 𝑆 является вероятностной мерой, то есть

𝑠

(︃
∞⋁︁
𝑖=1

𝑎𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑠(𝑎𝑖), 𝑠 ∈ 𝑆.

Рассмотрим такую последовательность событий (𝑎𝑖), что 𝑠(𝑎𝑖) + 𝑠(𝑎𝑗) 6 1, 𝑖 ̸= 𝑗. Лег-
ко видеть, что в этом случае 𝑎𝑖 ⊥ 𝑎𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗. Действительно, 𝑠(𝑎𝑖) 6 1 − 𝑠(𝑎𝑗) = 𝑠(𝑎′𝑗),
𝑖 ̸= 𝑗, значит, 𝑎𝑖 6 𝑎′𝑗, то есть 𝑎𝑖 ⊥ 𝑎𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗. Теперь из аксиомы A2 следует, что суще-
ствует такой элемент 𝑏 ∈ ℰ , что 𝑠(𝑏) + 𝑠(𝑎1) + 𝑠(𝑎2) + .... = 1 для каждого 𝑠 ∈ 𝑆. Тогда
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1 − 𝑠(𝑏) = 𝑠(𝑏′) =
∑︀

𝑠(𝑎𝑖), следовательно, 𝑏
′ > 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . . Это означает, что событие 𝑏′

является верхней гранью семейства (𝑎𝑖). Покажем, что событие 𝑏′ является точной верх-

ней гранью семейства (𝑎𝑖): 𝑏
′ =

∞⋁︀
𝑖=1

𝑎𝑖. Легко видеть, что если 𝑏1 — другая верхняя грань

(𝑎𝑖), т.е. 𝑏1 > 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , то 𝑏1 > 𝑏′. Значит, 𝑏′ =
∞⋁︀
𝑖=1

𝑎𝑖 и 𝑠(
∞⋁︀
𝑖=1

𝑎𝑖) =
∞∑︀
𝑖=1

𝑠(𝑎𝑖), 𝑠 ∈ 𝑆.

Проверим выполнение аксиом структуры событий для ультрапроизведения ((ℰ𝑛)𝒰 , 𝑆𝒰).
Первая аксиома выполняется автоматически по определению 3.2. Для проверки аксиомы
𝐴2 покажем вначале, что 𝑠𝒰 является вероятностной мерой на (ℰ𝑛)𝒰 .

Пусть 𝑎𝑘 ∈ (ℰ𝑛)𝒰 (𝑘 = 1, 2, . . . ), 𝑎𝑘 ⊥ 𝑎𝑙, 𝑘 ̸= 𝑙, и пусть 𝑎 =
∞⋁︀
𝑘=1

𝑎𝑘. Достаточно показать,

что

𝑠𝒰(𝑎) 6
∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝒰(𝑎𝑘) + 𝜀

для любого 𝜀 > 0.
Пусть события 𝑎𝑘 имеют следующее представление: 𝑎𝑘 = (𝑎𝑘𝑛)𝒰 . Тогда существует такой

элемент 𝑈0 ∈ 𝒰 , что
𝑠𝑛(𝑎𝑘𝑛) 6 𝑠𝒰(𝑎𝑘) +

𝜀

2𝑘
, 𝑛 ∈ 𝑈0.

В представлении 𝑎𝑘 положим 𝑎𝑘𝑛 = 0, если 𝑛 /∈ 𝑈0. Отсюда

𝑠𝑛

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
6

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑛(𝑎𝑘𝑛) 6
∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝒰(𝑎𝑘) + 𝜀.

Значит,

𝑠𝒰

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

= lim
𝒰

𝑠𝑛

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
6

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝒰(𝑎𝑘) + 𝜀.

С другой стороны, по свойствам теоретико-множественного ультрапроизведения

𝑎 =
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘 6

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

.

Тогда

𝑠𝒰(𝑎) 6 𝑠𝒰

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

6
∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝒰(𝑎𝑘) + 𝜀.

Значит,

𝑠𝒰

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝒰(𝑎𝑘).

Таким образом, состояние 𝑠𝒰 является вероятностной мерой. Отсюда же следует, что

𝑠𝒰

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘

)︃
= 𝑠𝒰

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

.

А, значит,
∞⋁︁
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑛)𝒰 =

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

.

Возьмем теперь последовательность (𝑎𝑘) = ((𝑎𝑘𝑛)𝒰), (𝑘 = 1, 2, . . . ) элементов (ℰ𝑛)𝒰 , удо-
влетворяющую условиям аксиомы 𝐴2: 𝑠(𝑎𝑘) + 𝑠(𝑎𝑙) 6 1, 𝑘 ̸= 𝑙. Покажем, что тогда 𝑎𝑘 ⊥ 𝑎𝑙,
𝑘 ̸= 𝑙 для всех пар событий. Предположим, что это не так, то есть существует пара со-
бытий со свойством 𝑎𝑖 ̸⊥ 𝑎𝑗. Тогда существует такое 𝑈 ∈ 𝒰 , что для всех 𝑛 ∈ 𝑈 : 𝑎𝑖𝑛 ̸⊥ 𝑎𝑗𝑛,
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или, что то же самое, 𝑠𝑛(𝑎𝑖𝑛) + 𝑠𝑛(𝑎𝑗𝑛) > 1. Значит, 𝑠𝒰(𝑎𝑖) + 𝑠𝒰(𝑎𝑗) > 1. При этом в случае
строгого неравенства это противоречит нашему предположению, в случае же равенства
события 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 исчерпывают заданную последовательность событий (𝑎𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Для каждого 𝑘 существует такое 𝑏𝑛, что 𝑏′𝑛 =
∞⋁︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑛. Рассмотрим

𝑏′ = (𝑏′𝑛)𝒰 =

(︃
∞⋁︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛

)︃
𝒰

=
∞⋁︁
𝑖=1

𝑎𝑘.

Значит, 𝑏 = 1− 𝑏′ и есть такое событие, что 𝑠(𝑏) + 𝑠(𝑎1) + 𝑠(𝑎2) + · · · = 1.

Из определения 2.2 сразу следует, что совместимость событий устойчива относительно
ультрапроизведения.

Теорема 3.2. Определим отображение 𝑥𝒰 : ℬ(R) → (ℰ𝑛)𝒰 :

𝑥𝒰(𝐵) = (𝑥𝑛(𝐵))𝒰 , 𝐵 ∈ ℬ(R),

где 𝑥𝑛 : ℬ(R) → ℰ𝑛 (𝑛 ∈ N) — такие наблюдаемые, что sup𝑛 ‖𝑥𝑛‖ < ∞. Тогда отобра-
жение 𝑥𝒰 является ограниченной наблюдаемой.

Доказательство. Первые два свойства наблюдаемой в определении 2.5 выполняются ав-
томатически. Возьмем последовательность (𝐵𝑘)𝑘>1 взаимно не пересекающихся борелев-
ских множеств числовой прямой. Тогда, используя результаты теоремы 3.1, получим

𝑥𝒰

(︃⋃︁
𝑘>1

𝐵𝑘

)︃
=

(︃
𝑥𝑛

(︃⋃︁
𝑘>1

𝐵𝑘

)︃)︃
𝒰

=

(︃⋁︁
𝑘>1

𝑥𝑛(𝐵𝑘)

)︃
𝒰

=
⋁︁
𝑘>1

(𝑥𝑛(𝐵𝑘))𝒰 =
⋁︁
𝑘>1

𝑥𝒰 (𝐵𝑘) .

Легко видеть, что при этом наблюдаемая 𝑥𝒰 ограничена:

‖𝑥𝒰‖ = lim
𝒰

‖𝑥𝑛‖ < ∞.

Замечание 3.1. Пространство {𝑥𝒰 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑂𝑏(ℰ𝑛)} назовем ультрапроизведением по-
следовательности пространств наблюдаемых 𝑂𝑏(ℰ𝑛).

Поскольку наблюдаемая 𝑥𝒰 ограничена, то она индуцирует на борелевской 𝜎-алгебре
ℬ(R) числовой прямой распределение вероятностей для произвольного состояния 𝑠𝒰 ∈ 𝑆𝒰 :

(𝑠𝒰)𝑥𝒰 (𝐵) = lim
𝒰

𝑠𝑛(𝑥𝑛(𝐵)), 𝐵 ∈ ℬ(R).

Определим математическое ожидание для наблюдаемой 𝑥𝒰 в состоянии 𝑠𝒰 :

𝑚𝑠𝒰 (𝑥𝒰) = lim
𝒰

∫︁
R

𝑡𝑑(𝑠𝑛)𝑥𝑛
(𝑡).

Теорема 3.3. Условие М выполнено в ультрапризведении пространств наблюдаемых
тогда и только тогда, когда существует такой элемент 𝑈 ∈ 𝒰 , что для всех 𝑛 ∈ 𝑈
и для любого 𝜀 > 0 из того, что

|𝑚𝑠𝑛(𝑥𝑛) −𝑚𝑠𝑛(𝑦𝑛)| < 𝜀,

следует, что наблюдаемые 𝑥𝒰 и 𝑦𝒰 равны.

Доказательство. Очевидно следует из определения математического ожидания для 𝑥𝒰 .
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Замечание 3.2. Условие |𝑚𝑠𝑛(𝑥𝑛) −𝑚𝑠𝑛(𝑦𝑛)| < 𝜀 в теореме 3.3 можно трактовать
как условие возмущения наблюдаемой 𝑥𝑛: 𝑦𝑛 есть возмущение 𝑥𝑛.

Совместимость наблюдаемых в ультрапроизведении сразу следует из определения сов-
местимости наблюдаемых и того, что совместимость событий устойчива относительно уль-
трапроизведения. Поэтому в ультрапроизведении пространств наблюдаемых сохраняется
структура линейного нормированного пространства.

Теорема 3.4. Ультрапроизведение последовательности квантовых логик с заданной
системой вероятностных мер, определяющих порядок, есть квантовая логика.

Доказательство. Результат теоремы следует из того, что квантовая логика, наделенная
системой вероятностных мер, определяющих порядок, является структурой событий и тео-
ремы 3.1. В свою очередь структура событий является 𝜎-полным ортомодулярным частич-
но упорядоченным множеством с ортодополнением, т.е. является квантовой логикой.
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