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ТРИВИАЛЬНЫЕ РАСШИРЕНИЯ ПОЛУГРУПП И

ПОЛУГРУППОВЫЕ 𝐶*
-АЛГЕБРЫ

Е.В. ЛИПАЧЕВА

Аннотация. Предметом исследования в статье являются приведенные полугрупповые
𝐶*-алгебры для полугрупп, обладающих свойством левого сокращения. Такая алгебра
представляет собой очень естественный объект, так как она порождается изометри-
ческими операторами сдвига, принадлежащими образу левого регулярного представ-
ления полугруппы с левым сокращением. Эти операторы действуют в гильбертовом
пространстве всех квадратично суммируемых комплекснозначных функций, заданных
на полугруппе. Изучается вопрос о функториальности инволютивных гомоморфизмов
полугрупповых 𝐶*-алгебр, то есть вопрос о существовании канонического вложения
полугрупповых 𝐶*-алгебр, индуцированного вложением соответствующих полугрупп.
Для этого мы исследуем приведенные полугрупповые 𝐶*-алгебры, которые соответ-
ствуют полугруппам, участвующим в построении нормальных расширений полугрупп
с помощью групп. При этом в статье рассматривается один из простейших классов рас-
ширений полугрупп, а именно, класс так называемых тривиальных расширений. Пока-
зывается, что если полугруппа 𝐿 является тривиальным расширением полугруппы 𝑆
с помощью группы𝐺, то существует вложение приведенной полугрупповой 𝐶*-алгебры
𝐶*
𝑟 (𝑆) в 𝐶*-алгебру 𝐶*

𝑟 (𝐿), индуцированное вложением 𝑆 в 𝐿.
Также в работе вводится и изучается структура банахова 𝐶*

𝑟 (𝑆)-модуля на подлежа-
щем пространстве приведенной полугрупповой 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿). Для этого исполь-
зуется топологическая градуировка 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) над группой 𝐺. В случае, когда
полугруппа 𝐿 является тривиальным расширением полугруппы 𝑆 с помощью конеч-
ной группы, доказывается, что на подлежащем банаховом пространстве приведенной
полугрупповой 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) существует структура свободного банахова модуля
над 𝐶*-алгеброй 𝐶*

𝑟 (𝑆).
Для более полной характеризации рассматриваемых вопросов и выявления связей с

полученными ранее результатами в статье приводятся примеры расширений полугрупп
и редуцированных полугрупповых 𝐶*-алгебр.

Ключевые слова: полугруппа с сокращением, нормальное расширение полугруппы,
тривиальное расширение полугруппы, приведенная полугрупповая 𝐶*-алгебра, вложе-
ние полугрупповой 𝐶*-алгебры, банахов модуль, свободный модуль.
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Введение

Статья посвящена изучению нормальных расширений полугрупп с сокращением и со-
ответствующих полугрупповых 𝐶*-алгебр.
Приведенные полугрупповые 𝐶*-алгебры – это операторные алгебры, порожденные ле-

выми регулярными представлениями полугрупп с сокращением. Впервые такие алгебры
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изучались в работах Кобурна [1], [2] и Дугласа [3]. Они рассмотрели приведенные полу-
групповые 𝐶*-алгебры для полугрупп, являющихся положительными конусами упорядо-
ченных подгрупп в аддитивной группе всех вещественных чисел. Свое дальнейшее изуче-
ние эти алгебры получили в работах Мерфи [4], [5], Ники [6], Лаки и Рэйберна [7], Ли [8]
и др.
Настоящая работа является продолжением исследований приведенных полугрупповых

𝐶*-алгебр, начатых в [9]– [13]. При этом мы рассматриваем полугрупповые 𝐶*-алгебры,
соответствующие полугруппам, участвующим в построении расширений полугрупп.
Теория расширений полугрупп играет важную роль при изучении структуры и характе-

ристик полугрупп, в частности, их когомологий (см., например, [14]). В исследованиях по
полугруппам рассматриваются различные виды расширений: идеальные расширения [15],
шрайеровы [16], нормальные расширения [17], [18]. В [19] изучалось действие функтора
стоун-чеховской компактификации на нормальных расширениях полугрупп.
Данная статья нацелена на выявление связей между расширениями полугрупп и соот-

ветствующими полугрупповыми 𝐶*-алгебрами и дополняет исследования, проведенные в
работах [20]– [22]. В ней рассматривается один из простейших типов нормальных расши-
рений, а именно, тривиальные расширения. Если 𝐿 является тривиальным расширением 𝑆
с помощью конечной группы, то подлежащее пространство 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) можно наде-
лить структурой свободного банахова модуля над 𝐶*-алгеброй 𝐶*

𝑟 (𝑆). При доказательстве
этого факта использовалась топологическая градуировка 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿), построение
которой описано в [12]. Напомним, что понятие топологически градуированной 𝐶*-алгебры
было введено Экселем [23] с целью распространения понятий гармонического анализа на
некоммутативный случай.
Статья состоит из введения и трех разделов. В разделе 1 приводятся необходимые

сведения из теории расширений полугрупп, теории полугрупповых 𝐶*-алгебр и банахо-
вых модулей. Раздел 2 посвящен вопросу о функториальности морфизмов полугрупповых
𝐶*-алгебр, который в общем виде был поднят в работе [8] и изучался в [22] применительно
к приведенным полугрупповым 𝐶*-алгебрам, построенным по полугруппам, одна из кото-
рых является нормальным расширением другой. В разделе 3 на подлежащем пространстве
𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) вводится и исследуется структура банахова 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модуля при условии,

что полугруппа 𝐿 является тривиальным расширением 𝑆 с помощью группы.

1. Предварительные сведения

Пусть 𝑆 и 𝐿 – дискретные полугруппы с левым сокращением, а 𝐺 – группа с единицей 𝑒.
Пусть имеется инъективный гомоморфизм полугрупп 𝜏 : 𝑆 −→ 𝐿 и сюръективный полу-
групповой гомоморфизм 𝜎 : 𝐿 −→ 𝐺. Тройку (𝐿, 𝜏, 𝜎) назовем нормальным расширением
полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺, если 𝜏(𝑆) является полным прообразом единицы
группы 𝐺, т.е.

𝜎−1(𝑒) = 𝜏(𝑆).

Саму полугруппу 𝐿 тоже будем называть расширением полугруппы 𝑆 с помощью груп-
пы 𝐺. Общие определения расширений полугрупп можно найти в [17], [24].
Пусть множество 𝑋 такое, что 𝑋 ⊂ 𝐿∖𝜏(𝑆) и 𝑋∩𝜎−1(𝑔) = {𝑥𝑔} для любого 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ̸= 𝑒.

Будем говорить, что расширение (𝐿, 𝜏, 𝜎) полугруппы 𝑆 порождается множеством 𝑋, если
каждый элемент 𝑦 ∈ 𝐿∖𝜏(𝑆) единственным образом представляется в виде 𝑦 = 𝜏(𝑎)𝑥𝑔 для
некоторых 𝑎 ∈ 𝑆 и 𝑔 ∈ 𝐺. В этом случае каждое подмножество 𝜎−1(𝑔), 𝑔 ̸= 𝑒, имеет вид

𝜎−1(𝑔) = 𝜏(𝑆)𝑥𝑔 := {𝜏(𝑎)𝑥𝑔 | 𝑎 ∈ 𝑆}.
Отметим, что расширения, обладающие порождающими множествами, являются шрай-

еровыми расширениями (см. [14]).
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Два расширения (𝐿, 𝜏, 𝜎) и (𝐿′, 𝜏 ′, 𝜎′) полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺 называются
эквивалентными, если существует изоморфизм полугрупп 𝜓 : 𝐿 −→ 𝐿′, делающий комму-
тативной диаграмму

𝐿

𝜓

��

𝜎

  
𝑆

𝜏 ′ ��

𝜏
??

𝐺.

𝐿′
𝜎′

>>

Рассмотрим декартово произведение 𝑆 × 𝐺 полугруппы 𝑆 и группы 𝐺. Оно является
полугруппой с операцией умножения

(𝑎, 𝑔) · (𝑏, ℎ) = (𝑎𝑏, 𝑔ℎ), (1.1)

где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Расширение вида (𝑆 ×𝐺, 𝜏, 𝜎), где 𝜏(𝑎) = (𝑎, 𝑒) и 𝜎(𝑎, 𝑔) = 𝑔 для лю-
бых 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑔 ∈ 𝐺, или любое, ему эквивалентное, называется тривиальным расширением
полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺.
Напомним далее определение приведенной полугрупповой 𝐶*-алгебры. Пусть 𝑃 – дис-

кретная полугруппа с левым сокращением. Введем в рассмотрение гильбертово простран-
ство на этой полугруппе. Это пространство есть пространство 𝑙2(𝑃 ) квадратично сумми-
руемых комплекснозначных функций на 𝑃 . Обозначим через 𝑒𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃 , функцию про-
странства 𝑙2(𝑃 ), определяемую формулой

𝑒𝑝(𝑞) :=

{︃
1, если 𝑝 = 𝑞 ;

0, если 𝑝 ̸= 𝑞 ,

где 𝑞 ∈ 𝑃 . Тогда множество функций {𝑒𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃} представляет собой ортонормированный
базис гильбертова пространства 𝑙2(𝑃 ).
В алгебре всех ограниченных линейных операторов 𝐵(𝑙2(𝑃 )) на пространстве 𝑙2(𝑃 )

рассмотрим 𝐶*-подалгебру 𝐶*
𝑟 (𝑃 ), порожденную множеством изометрий {𝑇𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃},

где 𝑇𝑝(𝑒𝑞) = 𝑒𝑝𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 . Она называется приведенной полугрупповой 𝐶*-алгеброй. Еди-
ничный элемент этой алгебры будем обозначать через 𝐼.
Если 𝑃 = N – аддитивная полугруппа натуральных чисел, то приведенная полугруппо-

вая 𝐶*-алгебра 𝐶*
𝑟 (N) называется алгеброй Теплица и обозначается символом 𝒯 .

Опишем плотную подалгебру в 𝐶*-алгебре 𝐶*
𝑟 (𝑃 ). Для каждого элемента 𝑝 ∈ 𝑃 рас-

смотрим символы 𝑇−1
𝑝 and 𝑇 1

𝑝 . Обозначим через ℱ(𝑃 ) свободную полугруппу слов, состав-
ленных из букв алфавита {𝑇−1

𝑝 , 𝑇 1
𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃}. Полугруппа ℱ(𝑃 ) является инволютивной

полугруппой. Произвольный элемент этой полугруппы – это слово (моном) вида

𝑉𝑝 := 𝑇 𝑖1𝑝1𝑇
𝑖2
𝑝2
...𝑇 𝑖𝑘𝑝𝑘 , (1.2)

где 𝑝 = (𝑝1, ..., 𝑝𝑘) – элемент 𝑘-кратного декартова произведения 𝑃×𝑘 := 𝑃 × ... × 𝑃 ,
𝑖1, ..., 𝑖𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑘 ∈ N. Число 𝑘 в записи (1.2) назовем длиной монома.
Операция инволюции на полугруппе ℱ(𝑃 ) задается формулой

𝑉 *
𝑝 = 𝑇−𝑖𝑘

𝑝𝑘
𝑇−𝑖𝑘−1
𝑝𝑘−1

...𝑇−𝑖1
𝑝1

.

Каждый моном 𝑉𝑝 определяет ограниченный линейный оператор ̂︀𝑉𝑝 на гильбертовом
пространстве 𝑙2(𝑃 ) следующим образом:̂︀𝑇 1

𝑝 := 𝑇𝑝, ̂︀𝑇−1
𝑝 := 𝑇 *

𝑝 ,
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и для любого монома 𝑉𝑝 вида (1.2) положим̂︀𝑉𝑝 := ̂︀𝑇 𝑖1𝑝1 ̂︀𝑇 𝑖2𝑝2 ...̂︀𝑇 𝑖𝑘𝑝𝑘 . (1.3)

Назовем ̂︀𝑉𝑝 операторным мономом.
Конечные линейные комбинации операторов вида (1.3)

𝐴 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̂︀𝑉𝑝𝑖 (1.4)

образуют плотную инволютивную подалгебру в 𝐶*-алгебре 𝐶*
𝑟 (𝑃 ), которую будем обозна-

чать 𝒫(𝑃 ).
Далее мы напомним необходимые определения из книги [25], связанные с модулями.

Под модулем мы будем понимать левый модуль.
Пусть A – унитальная 𝐶*-алгебра. Модуль M над 𝐶*-алгеброй A называется банахо-

вым A-модулем, если он является банаховым пространством с нормой, удовлетворяющей
неравенству: ‖𝐴 ·𝑀‖ 6 ‖𝐴‖‖𝑀‖, где 𝐴 ∈ A, 𝑀 ∈ M.
Элемент 𝑀 в банаховом A-модуле M называется циклическим, если выполняется ра-

венство

M = A ·𝑀 := {𝐴 ·𝑀 | 𝐴 ∈ A}.
Банахов модуль, обладающий циклическим элементом, называется циклическим модулем.
Пусть 𝐸 – банахово пространство. На проективном тензорном произведении Â︀⊗𝐸 су-

ществует структура унитального левого банахова A-модуля, которая однозначно задается
формулой

𝐴 · (𝐵 ⊗𝑋) = 𝐴𝐵 ⊗𝑋, 𝐴,𝐵 ∈ A, 𝑋 ∈ 𝐸.

Банахов модуль называется свободным унитальным банаховым A-модулем, если он топо-
логически изоморфен модулю Â︀⊗𝐸 для некоторого банахова пространства 𝐸.
Например, сама 𝐶*-алгебра A является свободным унитальным банаховым A-модулем.

Также банахова прямая 𝑙1-сумма 𝑛 копий модуля A является свободным банаховым
A-модулем, поскольку имеет место топологический изоморфизм унитальных банаховых
A-модулей ⨁︁

1

A ∼= Â︀⊗C𝑛.
2. Вложения полугрупповых 𝐶*-алгебр, индуцированные тривиальными

расширениями полугрупп

В этом параграфе мы дополним результаты, полученные в работе [22], о вложении по-
лугрупповых 𝐶*-алгебр, соответствующих полугруппам, образующим нормальное расши-
рение полугрупп.

Теорема 2.1. Пусть 𝑆 – полугруппа с левым сокращением и (𝐿, 𝜏, 𝜎) – тривиальное
расширение полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺. Тогда существует единственный изо-
метрический *-гомоморфизм 𝜙 : 𝐶*

𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*
𝑟 (𝐿), такой, что 𝜙(𝑇𝑎) = 𝑇𝜏(𝑎).

Доказательство. Поскольку (𝐿, 𝜏, 𝜎) – тривиальное расширение, то с точностью до изо-
морфизма полугрупп, мы имеем равенство

𝐿 = 𝑆 ×𝐺.

При этом 𝜏(𝑎) = (𝑎, 𝑒) и 𝜎(𝑎, 𝑔) = 𝑔 для любых 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑔 ∈ 𝐺.
Существует канонический изоморфизм 𝐶*-алгебр [8, лемма 2.16]:

𝜓 : 𝐶*
𝑟 (𝑆 ×𝐺) −→ 𝐶*

𝑟 (𝑆)⊗min 𝐶
*
𝑟 (𝐺) : 𝑇(𝑎,𝑔) ↦→ 𝑇𝑎 ⊗ 𝑇𝑔.



74 Е.В. ЛИПАЧЕВА

Зададим отображение

𝜃 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*

𝑟 (𝑆)⊗min 𝐶
*
𝑟 (𝐺) : 𝐴 ↦→ 𝐴⊗ 𝐼.

Очевидно, 𝜃 – инъективный *-гомоморфизм 𝐶*-алгебр. Тогда отображение

𝜙 := 𝜓−1 ∘ 𝜃 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*

𝑟 (𝑆 ×𝐺)

является инъективным *-гомоморфизмом. Осталось проверить, что 𝜙(𝑇𝑎) = 𝑇𝜏(𝑎). Дей-
ствительно, поскольку 𝜓(𝑇(𝑎,𝑒)) = 𝑇𝑎 ⊗ 𝐼, то 𝜙(𝑇𝑎) = 𝑇(𝑎,𝑒) = 𝑇𝜏(𝑎).

Заметим, что теорема 2.1 может быть доказана и без использования леммы 2.16 из [8].
Это можно сделать таким же способом, которым доказывалась теорема 3.1 в [22].
Приведем набросок доказательства. Представим гильбертово пространство 𝑙2(𝑆 × 𝐺)

в виде прямой суммы своих подпространств

𝑙2(𝑆 ×𝐺) =
⨁︁
𝑔∈𝐺

𝐻𝑔,

где базисом подпространства 𝐻𝑔 является множество {𝑒(𝑎,𝑔) | 𝑎 ∈ 𝑆}. Каждое подпростран-
ство 𝐻𝑔 инвариантно относительно любого оператора 𝑇(𝑎,𝑒) и 𝑇

*
(𝑎,𝑒), 𝑎 ∈ 𝑆, и относительно

любого операторного монома вида̂︀𝑉(𝑎,𝑒) := ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑒) ̂︀𝑇 𝑖2(𝑎2,𝑒)...̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑒),
где 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑘) ∈ 𝑆×𝑘, 𝑒 = (𝑒, ..., 𝑒) ∈ 𝐺×𝑘, 𝑖1, ..., 𝑖𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑘 ∈ N.
Затем зададим отображение 𝜙 равенствами 𝜙(𝑇𝑎) = 𝑇(𝑎,𝑒), 𝜙(𝑇

*
𝑎 ) = 𝑇 *

(𝑎,𝑒) и продолжим

его на операторные мономы ̂︀𝑉𝑎 вида (1.3):
𝜙(̂︀𝑉𝑎) = ̂︀𝑉(𝑎,𝑒)

и на конечные линейные комбинации 𝐴 вида (1.4):

𝜙(𝐴) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙(̂︀𝑉𝑎𝑖) = 𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̂︀𝑉(𝑎𝑖,𝑒).
Корректность такого продолжения показывается с помощью унитарных операторов

𝑈𝑔 : 𝑙
2(𝑆) −→ 𝐻𝑔 : 𝑒𝑎 ↦→ 𝑒(𝑎,𝑔),

для любых 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑔 ∈ 𝐺. Построенное отображение 𝜙 есть унитальный *-гомоморфизм из
алгебры 𝒫(𝑆) в 𝐶*-алгебру 𝐶*

𝑟 (𝑆 ×𝐺).
Наконец, можно показать, что для любого 𝐴 ∈ 𝒫(𝑆) справедливо равенство

𝜙(𝐴) =
⨁︁
𝑔∈𝐺

𝑈𝑔𝐴𝑈
*
𝑔 .

Следовательно, 𝜙 является изометрическим *-гомоморфизмом. Осталось продолжить 𝜙
до изометрического *-гомоморфизма на всю 𝐶*-алгебру 𝐶*

𝑟 (𝑆).
Отметим, что если полугруппа 𝑆 содержит единицу 𝑒, то тривиальное расширение 𝐿

обладает порождающим множеством. Действительно, как нетрудно проверить, порожда-
ющим множеством является

𝑋 = {(𝑒, 𝑔) | 𝑔 ∈ 𝐺}.
Тогда существование изометрического *-гомоморфизма 𝜙 : 𝐶*

𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*
𝑟 (𝐿) следует из

[22, теорема 3.1]. С другой стороны, теорема 2.1 доставляет нам пример расширения 𝐿
полугруппы 𝑆, которое не обладает порождающим множеством, но вложение 𝐶*-алгебр
𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*

𝑟 (𝐿) существует.
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Пример 2.1. Возьмем в качестве полугруппы 𝑆 аддитивную полугруппу натуральных
чисел N. Пусть 𝐺 – произвольная группа с единицей 𝑒. Тогда декартово произведение
N×𝐺 является полугруппой относительно умножения

(𝑛, 𝑔)(𝑚,ℎ) = (𝑛+𝑚, 𝑔ℎ), (2.1)

где 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. Расширение (N × 𝐺, 𝜏, 𝜎) полугруппы N, где 𝜏(𝑛) = (𝑛, 𝑒)
и 𝜎(𝑛, 𝑔) = 𝑔, не обладает порождающим множеством. Действительно, пусть такое
множество 𝑋 существует. Тогда элемент 𝑥𝑔 = (𝑥, 𝑔) ∈ 𝑋 должен представляться
в виде (𝑥, 𝑔) = 𝜏(𝑛)(𝑥, 𝑔) для некоторого 𝑛 ∈ N. Но тогда (𝑥, 𝑔) = (𝑛 + 𝑥, 𝑔), и, следова-
тельно, 𝑛 = 0. Получили противоречие. С другой стороны, по теореме 2.1 существует
изометрический *-гомоморфизм

𝜙 : 𝐶*
𝑟 (N) −→ 𝐶*

𝑟 (N×𝐺),

такой, что 𝜙(𝑇𝑛) = 𝑇𝜏(𝑛), где 𝑛 ∈ N.

3. Тривиальные расширения полугрупп и модули над полугрупповыми

𝐶*-алгебрами

Пусть на протяжении всего параграфа (𝐿, 𝜏, 𝜎) – тривиальное расширение полугруппы
𝑆 с помощью группы 𝐺. То есть с точностью до изоморфизма полугрупп, мы будем иметь
ввиду равенство

𝐿 = 𝑆 ×𝐺.

Причем 𝜏(𝑎) = (𝑎, 𝑒) и 𝜎(𝑎, 𝑔) = 𝑔 для любых 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑔 ∈ 𝐺.
Для доказательства основного результата настоящего параграфа мы воспользуемся то-

пологической градуировкой 𝐶*-алгебры 𝐶*
𝑟 (𝐿) над группой 𝐺. Построение такой граду-

ировки было обосновано и проведено в работе [12] для произвольной приведенной полу-
групповой 𝐶*-алгебры при условии существования сюръективного полугруппового гомо-
морфизма из соответствующей полугруппы на группу 𝐺. Определения градуированной
и топологически градуированной 𝐶*-алгебры содержатся в [23, §§16.2, 19.2]. Далее мы
приведем краткое описание конструкции, позволяющей получить топологическую граду-
ировку 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) над группой 𝐺.
Поскольку (𝐿, 𝜏, 𝜎) является расширением полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺, то мы

имеем сюръективный полугрупповой гомоморфизм

𝜎 : 𝐿 −→ 𝐺.

Для полугруппы 𝐿 рассмотрим свободную полугруппу ℱ(𝐿) мономов вида (1.2), состав-
ленных из букв алфавита {𝑇−1

𝑥 , 𝑇 1
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐿}:

𝑉𝑥 := 𝑇 𝑖1𝑥1𝑇
𝑖2
𝑥2
...𝑇 𝑖𝑘𝑥𝑘 ,

где 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑘) ∈ 𝐿×𝑘, 𝑖1, ..., 𝑖𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑘 ∈ N.
Зададим отображение ind : ℱ(𝐿) −→ 𝐺 формулой

ind (𝑉𝑥) = 𝜎(𝑥1)
𝑖1𝜎(𝑥2)

𝑖2 ...𝜎(𝑥𝑘)
𝑖𝑘 .

Легко видеть, что отображение ind является инволютивным сюръективным гомомор-
физмом полугрупп. Значение ind (𝑉𝑥) называется 𝜎-индексом монома 𝑉𝑥.
В [12, лемма 1] было показано, что если два монома определяют один и тот же оператор-

ный моном, то их 𝜎-индексы совпадают, т.е. если ̂︀𝑉𝑥 = ̂︀𝑉𝑦, то ind (𝑉𝑥) = ind (𝑉𝑦). Поэтому

величину ind (𝑉𝑥) ∈ 𝐺 также можно назвать 𝜎-индексом операторного монома ̂︀𝑉𝑥.
Легко проверить, что множество мономов 𝜎-индекса 𝑒 образует инволютивную подпо-

лугруппу в полугруппе всех мономов ℱ(𝐿).
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Пусть A𝑒 обозначает 𝐶
*-подалгебру в 𝐶*-алгебре 𝐶*

𝑟 (𝐿), порожденную множеством всех
операторных мономов 𝜎-индекса 𝑒.
Пусть A𝑔 обозначает банахово подпространство в 𝐶

*-алгебре 𝐶*
𝑟 (𝐿), являющееся замы-

канием линейной оболочки множества всех операторных мономов 𝜎-индекса 𝑔, 𝑔 ∈ 𝐺.
Семейство подпространств {A𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} образует топологическую 𝐺-градуировку при-

веденной полугрупповой 𝐶*-алгебры 𝐶*
𝑟 (𝐿) [12, теорема 2].

Далее мы докажем одну техническую лемму.

Лемма 3.1. Пусть 𝑆 – полугруппа с левым сокращением и 𝐺 – группа с единицей 𝑒.
Тогда в 𝐶*-алгебре 𝐶*

𝑟 (𝐿) для любых 𝑎1, ..., 𝑎𝑘 ∈ 𝑆 и 𝑔1, ..., 𝑔𝑘 ∈ 𝐺 выполняется равенство
для операторных мономов̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑔1)...̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑔𝑘−1)
̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘) = ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑒)...̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑒)
̂︀𝑇 𝑖𝑘
(𝑎𝑘,𝑔

𝑖𝑘 )
, (3.1)

где 𝑔 = 𝑔𝑖11 𝑔
𝑖2
2 ...𝑔

𝑖𝑘
𝑘 , 𝑖1, ..., 𝑖𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2.

Доказательство. Рассмотрим произвольный моном̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑔1)...̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑔𝑘−1)
̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘).

Докажем лемму индукцией по длине монома 𝑘.
Пусть 𝑘 = 2. Тогда равенство (3.1) примет вид:̂︀𝑇 𝑖(𝑎,𝑝) ̂︀𝑇 𝑗(𝑏,𝑞) = ̂︀𝑇 𝑖(𝑎,𝑒) ̂︀𝑇 𝑗(𝑏,(𝑝𝑖𝑞𝑗)𝑗), (3.2)

где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺, 𝑖, 𝑗 ∈ {−1, 1}. Докажем его. Для этого рассмотрим четыре случая.
1) Пусть 𝑖 = 𝑗 = 1. Тогда

𝑇(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞) = 𝑇(𝑎𝑏,𝑝𝑞) = 𝑇(𝑎,𝑒)𝑇(𝑏,𝑝𝑞).

2) Пусть 𝑖 = 𝑗 = −1. Тогда

𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇

*
(𝑏,𝑞) = 𝑇 *

(𝑏𝑎,𝑞𝑝) = (𝑇(𝑏,𝑞𝑝)𝑇(𝑎,𝑒))
* = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇
*
(𝑏,(𝑝−1𝑞−1)−1).

3) Пусть 𝑖 = −1, 𝑗 = 1. Вычислим 𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞) на произвольном базисном векторе

𝑒(𝑐,ℎ) ∈ 𝑙2(𝑆 ×𝐺). Если 𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) ̸= 0, то

𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑒(𝑑,𝑝−1𝑞ℎ)

для некоторого 𝑑 ∈ 𝑆, такого, что 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐. Действительно, скалярное произведение

⟨𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ), 𝑒(𝑑,𝑝−1𝑞ℎ)⟩ = ⟨𝑒(𝑏𝑐,𝑞ℎ), 𝑇(𝑎,𝑝)𝑒(𝑑,𝑝−1𝑞ℎ)⟩ = ⟨𝑒(𝑏𝑐,𝑞ℎ), 𝑒(𝑎𝑑,𝑞ℎ)⟩ ≠ 0

в том и только том случае, если 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐. С другой стороны, в этом случае

𝑇 *
(𝑎,𝑒)𝑇(𝑏,𝑝−1𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑒(𝑑,𝑝−1𝑞ℎ).

Если такого 𝑑 не существует, то

𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑏,𝑝−1𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 0.

Таким образом, мы имеем равенство операторов

𝑇 *
(𝑎,𝑝)𝑇(𝑏,𝑞) = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑏,𝑝−1𝑞).

4) Пусть 𝑖 = 1, 𝑗 = −1. Снова вычислим 𝑇(𝑎,𝑝)𝑇
*
(𝑏,𝑞) на произвольном базисном векторе

𝑒(𝑐,ℎ) ∈ 𝑙2(𝑆 ×𝐺). Если 𝑇(𝑎,𝑝)𝑇
*
(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) ̸= 0, то

𝑇(𝑎,𝑝)𝑇
*
(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑒(𝑎𝑑,𝑝𝑞−1ℎ)

для некоторого 𝑑 ∈ 𝑆, такого, что 𝑐 = 𝑏𝑑. С другой стороны, в этом случае имеем

𝑇(𝑎,𝑒)𝑇
*
(𝑏,𝑞𝑝−1)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑒(𝑎𝑑,(𝑞𝑝−1)−1ℎ) = 𝑒(𝑎𝑑,𝑝𝑞−1ℎ).
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Если такого 𝑑 не существует, то

𝑇(𝑎,𝑝)𝑇
*
(𝑏,𝑞)𝑒(𝑐,ℎ) = 𝑇(𝑎,𝑒)𝑇

*
(𝑏,𝑞𝑝−1)𝑒(𝑐,ℎ) = 0.

Таким образом, мы имеем равенство

𝑇(𝑎,𝑝)𝑇
*
(𝑏,𝑞) = 𝑇(𝑎,𝑒)𝑇

*
(𝑏,𝑞𝑝−1) = 𝑇(𝑎,𝑒)𝑇

*
(𝑏,(𝑝𝑞−1)−1).

Рассмотренные четыре случая полностью доказывают равенство (3.2).
Рассмотрим теперь моном произвольной длины 𝑘. По предположению индукции мы

имеем равенство:̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑔1)...̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑔𝑘−1)
̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘) = ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑒)...̂︀𝑇 𝑖𝑘−2

(𝑎𝑘−2,𝑒)
̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,ℎ
𝑖𝑘−1 )

̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘), (3.3)

где ℎ = 𝑔𝑖11 𝑔
𝑖2
2 ...𝑔

𝑖𝑘−1

𝑘−1 . Применим формулу (3.2) к произведению ̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,ℎ
𝑖𝑘−1 )

̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘). Получим
равенство ̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,ℎ
𝑖𝑘−1 )

̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘) = ̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑒)
̂︀𝑇 𝑖𝑘
(𝑎𝑘,(ℎ𝑔

𝑖𝑘
𝑘 )𝑖𝑘 )

= ̂︀𝑇 𝑖𝑘−1

(𝑎𝑘−1,𝑒)
̂︀𝑇 𝑖𝑘
(𝑎𝑘,𝑔

𝑖𝑘 )
, (3.4)

где 𝑔 = 𝑔𝑖11 ...𝑔
𝑖𝑘−1

𝑘−1 𝑔
𝑖𝑘
𝑘 . Учитывая равенства (3.3) и (3.4), получаем требуемое равенство (3.1).

В следующей теореме мы увидим, что представляет собой 𝐶*-подалгебра A𝑒 полугруп-
повой 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿).

Теорема 3.1. Пусть 𝑆 – полугруппа с левым сокращением и (𝐿, 𝜏, 𝜎) – тривиаль-
ное расширение этой полугруппы с помощью группы 𝐺. Пусть A𝑒 – 𝐶*-подалгебра
в 𝐶*-алгебре 𝐶*

𝑟 (𝐿), порожденная операторными мономами 𝜎-индекса 𝑒, где 𝑒 – единица
группы 𝐺. Тогда имеет место изометрический изоморфизм 𝐶*-алгебр

𝐶*
𝑟 (𝑆)

∼= A𝑒.

Доказательство. Операторный моном в 𝐶*-алгебре 𝐶*
𝑟 (𝐿) имеет вид̂︀𝑉(𝑎,𝑔) := ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑔1) ̂︀𝑇 𝑖2(𝑎2,𝑔2)...̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘), (3.5)

где 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑘) ∈ 𝑆×𝑘, 𝑔 = (𝑔1, ..., 𝑔𝑘) ∈ 𝐺×𝑘, 𝑖1, ..., 𝑖𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑘 ∈ N. При этом
𝜎-индекс операторного монома вида (3.5) равен

ind (𝑉(𝑎,𝑔)) = 𝑔𝑖11 𝑔
𝑖2
2 ...𝑔

𝑖𝑘
𝑘 . (3.6)

Из теоремы 2.1 получаем, что существует изометрический *-гомоморфизм

𝜙 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ 𝐶*

𝑟 (𝐿) : 𝑇𝑎 ↦→ 𝑇(𝑎,𝑒).

Тогда для любого операторного монома ̂︀𝑉𝑎 ∈ 𝐶*
𝑟 (𝑆) вида (1.3) справедливо 𝜙(̂︀𝑉𝑎) = ̂︀𝑉(𝑎,𝑒),

где 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑘) ∈ 𝑆×𝑘, 𝑒 = (𝑒, ..., 𝑒) ∈ 𝐺×𝑘, 𝑘 ∈ N. Поскольку ind (𝑉(𝑎,𝑒)) = 𝑒,
то 𝜙(𝒫(𝑆)) ⊂ A𝑒 и, следовательно, мы можем рассмотреть коограничение 𝜙 на A𝑒:

𝜙0 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ A𝑒, (3.7)

которое является инъективным *-гомоморфизмом. Покажем, что 𝜙0 сюръективно.
Из леммы 3.1 и формулы (3.6) вытекает, что если ind (𝑉(𝑎,𝑔)) = 𝑒, то мы имеем равенство̂︀𝑉(𝑎,𝑔) = ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑔1) ̂︀𝑇 𝑖2(𝑎2,𝑔2)...̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑔𝑘) = ̂︀𝑇 𝑖1(𝑎1,𝑒) ̂︀𝑇 𝑖2(𝑎2,𝑒)...̂︀𝑇 𝑖𝑘(𝑎𝑘,𝑒) = ̂︀𝑉(𝑎,𝑒).
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Это означает, что плотная подалгебра в 𝐶*-алгебре A𝑒 совпадает с множеством всевоз-
можных конечных линейных комбинаций

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖̂︀𝑉(𝑎𝑖,𝑒)
операторов вида ̂︀𝑉(𝑎,𝑒), где 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑘) ∈ 𝑆×𝑘, 𝑒 = (𝑒, ..., 𝑒) ∈ 𝐺×𝑘, 𝑘 ∈ N. Отсюда
следует сюръективность гомоморфизма 𝜙0.
Таким образом, 𝜙0 является изометрическим изоморфизмом 𝐶*-алгебр 𝐶*

𝑟 (𝑆) и A𝑒.

Зададим на подлежащем пространстве 𝐶*-алгебры 𝐶*
𝑟 (𝐿) структуру банахова

𝐶*
𝑟 (𝑆)-модуля, определив операцию левого внешнего умножения следующим образом:

𝐴 ·𝐵 = 𝜙0(𝐴)𝐵, (3.8)

где 𝐴 ∈ 𝐶*
𝑟 (𝑆), 𝐵 ∈ 𝐶*

𝑟 (𝐿) и 𝜙0 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ A𝑒 – изометрический изоморфизм (3.7)

из теоремы 3.1. Далее будет показано, что если 𝐿 является тривиальным расширением по-
лугруппы 𝑆 с помощью конечной группы, то этот модуль является свободным. Но прежде
нам понадобится одно вспомогательное утверждение.
Зафиксируем произвольный элемент 𝑎 ∈ 𝑆. В 𝐶*-алгебре 𝐶*

𝑟 (𝐿) для любого 𝑔 ∈ 𝐺
рассмотрим операторы вида 𝑉𝑔 := 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑔). Покажем, что 𝑉𝑔 – унитарные операторы.
Действительно, принимая во внимание лемму 3.1, получаем равенства:

𝑉𝑔𝑉
*
𝑔 = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑔)𝑇
*
(𝑎,𝑔)𝑇(𝑎,𝑒) = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑒)𝑇
*
(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑔𝑔−1) = 𝐼,

𝑉 *
𝑔 𝑉𝑔 = 𝑇 *

(𝑎,𝑔)𝑇(𝑎,𝑒)𝑇
*
(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑔) = 𝑇 *

(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑒)𝑇
*
(𝑎,𝑒)𝑇(𝑎,𝑔−1𝑔) = 𝐼.

Лемма 3.2. Для каждого 𝑔 ∈ 𝐺 справедливо равенство

A𝑔 = 𝐶*
𝑟 (𝑆) · 𝑉𝑔,

т.е. пространство A𝑔 является циклическим банаховым 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулем, а элемент 𝑉𝑔

является циклическим элементом модуля A𝑔.

Доказательство. В силу равенства (3.8) и того, что 𝜙0 : 𝐶*
𝑟 (𝑆) −→ A𝑒 – изометрический

изоморфизм, для доказательства леммы достаточно доказать равенство

A𝑔 = {𝐴𝑉𝑔 | 𝐴 ∈ A𝑒}.

А поскольку ind (𝑉𝑔) = 𝑔 и ‖𝑉𝑔‖ = 1, то доказательство последнего равенства полностью
повторяет доказательство леммы 5 из [12].

Теорема 3.2. Пусть 𝑆 – полугруппа с левым сокращением, 𝐺 – конечная группа
и (𝐿, 𝜏, 𝜎) – тривиальное расширение полугруппы 𝑆 с помощью группы 𝐺. Тогда суще-
ствует топологический изоморфизм банаховых 𝐶*

𝑟 (𝑆)-модулей

𝐶*
𝑟 (𝐿)

∼=
⨁︁
1

𝐶*
𝑟 (𝑆),

где количество слагаемых в прямой 𝑙1-сумме равно порядку группы 𝐺. Другими словами,
𝐶*-алгебра 𝐶*

𝑟 (𝐿) является свободным банаховым 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулем.

Доказательство. Заметим сначала, что поскольку группа 𝐺 конечная, то, как показа-
но в [12, теорема 4], подлежащее пространство 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) представляется в виде
конечной прямой суммы своих подпространств:

𝐶*
𝑟 (𝐿) =

⨁︁
𝑔∈𝐺

A𝑔.
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Это означает, что каждый элемент 𝐴 ∈ 𝐶*
𝑟 (𝐿) единственным образом представляется

в виде конечной суммы

𝐴 =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝐴𝑔,

где 𝐴𝑔 ∈ A𝑔.
Для доказательства теоремы нам достаточно показать, что существует изоморфизм

𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулей ⨁︁

𝑔∈𝐺

A𝑔
∼=

⨁︁
1

𝐶*
𝑟 (𝑆).

Из леммы 3.2 вытекает, что 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модуль A𝑔 топологически изоморфен фактор-модулю

𝐶*
𝑟 (𝑆)/Ann{𝑉𝑔} [25, предложение VI.2.3], где

Ann{𝑉𝑔} := {𝐴 ∈ 𝐶*
𝑟 (𝑆) | 𝐴 · 𝑉𝑔 = 0}

есть аннулятор элемента 𝑉𝑔. Поскольку 𝑉𝑔 – унитарный элемент, то, как нетрудно про-
верить, Ann{𝑉𝑔} = 0. Следовательно, мы имеем топологический изоморфизм банаховых
𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулей

𝜓𝑔 : 𝐶
*
𝑟 (𝑆) −→ A𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐴 · 𝑉𝑔.

Определим теперь линейное отображение

𝛼 :
⨁︁
1

𝐶*
𝑟 (𝑆) −→

⨁︁
𝑔∈𝐺

A𝑔

формулой

𝛼(𝐵) =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝜓𝑔(𝐵𝑔),

где 𝐵 = (𝐵𝑔)𝑔∈𝐺 ∈
⨁︀
1

𝐶*
𝑟 (𝑆).

Легко проверить, что 𝛼 сюръективно. Инъективность 𝛼 следует из линейной независи-
мости семейства подпространств {A𝑔}𝑔∈𝐺.
Непрерывность 𝛼 вытекает из цепочки неравенств

‖𝛼(𝐵)‖ 6
∑︁
𝑔∈𝐺

‖𝜓𝑔(𝐵𝑔)‖ 6 max
𝑔∈𝐺

‖𝜓𝑔‖ ·
∑︁
𝑔∈𝐺

‖𝐵𝑔‖ = max
𝑔∈𝐺

‖𝜓𝑔‖ · ‖𝐵‖1.

Поскольку 𝛼 – биективный ограниченный линейный оператор, то, по теореме Банаха
об обратном операторе, он имеет ограниченный обратный оператор

𝛼−1 :
⨁︁
𝑔∈𝐺

A𝑔 −→
⨁︁
1

𝐶*
𝑟 (𝑆).

Очевидно, 𝛼 и 𝛼−1 – морфизмы левых 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулей. Следовательно, отображение 𝛼

является топологическим изоморфизмом банаховых 𝐶*
𝑟 (𝑆)-модулей.

Таким образом, 𝐶*-алгебра 𝐶*
𝑟 (𝐿) является свободным банаховым 𝐶*

𝑟 (𝑆)-модулем.

В работе [13] были описаны условия, при которых на подлежащем пространстве
произвольной топологически градуированной полугрупповой 𝐶*-алгебры 𝐶*

𝑟 (𝐿) име-
ется структура свободного банахова модуля над своей подалгеброй A𝑒. А именно,
пусть 𝑋 := {𝑥𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} – набор элементов в 𝐿, такой, что выполняется условие:
𝑋 ∩ 𝜎−1(𝑔) = {𝑥𝑔}. Пусть 𝐺 – конечная группа и в полугруппе 𝐿 существует множе-
ство 𝑋, такое, что каждый его элемент обратим в 𝐿. Тогда 𝐶*-алгебра 𝐶*

𝑟 (𝐿) является
свободным банаховым A𝑒-модулем [13, теорема 2].
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Если в условиях теоремы 3.2 полугруппа 𝑆 содержит единицу 𝑒, то в полугруппе 𝐿
существует такое множество 𝑋, что каждый его элемент обратим:

𝑋 = {(𝑒, 𝑔) | 𝑔 ∈ 𝐺}.
Тогда теорема 3.2 является следствием теоремы 3.1 и [13, теорема 2].
С другой стороны, если полугруппа 𝑆 не содержит единицы, то теорема 3.2 доставляет

нам пример того, что утверждение, обратное к [13, теорема 2], неверно.

Пример 3.1. Пусть 𝐺 – конечная группа. Как в примере 2.1 рассмотрим аддитивную
полугруппу натуральных чисел N и декартово произведение N×𝐺 с умножением, задан-
ным формулой (2.1). Тогда 𝐶*-алгебра 𝐶*

𝑟 (N×𝐺) является свободным банаховым модулем
над алгеброй Теплица 𝒯 = 𝐶*

𝑟 (N), и мы имеем изоморфизм банаховых 𝒯 -модулей

𝐶*
𝑟 (N×𝐺) ∼=

⨁︁
1

𝒯 .

При этом полугруппа N×𝐺 не содержит никаких подгрупп.
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