
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 14. № 1 (2022). С. 3-22.

УДК 515.172.2

ОРБИТЫ РАЗЛОЖИМЫХ 7-МЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ

С sl(2)-ПОДАЛГЕБРОЙ

А.В. АТАНОВ

Аннотация. Задача построения полной классификации голоморфно однородных ве-
щественных гиперповерхностей двумерных комплексных пространств была решена
Э. Картаном в 1932 г. Аналогичное описание в трехмерном случае было недавно по-
лучено А.В. Лободой. В работе обсуждается фрагмент классификации (локально) го-
ломорфно однородных вещественных гиперповерхностей 4-мерного комплексного про-
странства, являющихся орбитами в C4 одного семейства 7-мерных алгебр Ли. Как по-
казано в работах Белошапки и Коссовского, Лободы и др., применение идей Э. Картана
позволяет относительно легко получать описания орбит для алгебр, имеющих абелевы
идеалы достаточно больших размерностей. В частности, наличие 4-мерного абелева
идеала в 7-мерной алгебре Ли голоморфных векторных полей в C4 часто приводит
к свойству трубчатости для всех орбит такой алгебры. Алгебры Ли из рассматри-
ваемого в работе семейства являются прямыми суммами алгебры sl(2) и нескольких
4-мерных алгебр Ли и имеют не более чем 3-мерные абелевы подалгебры. При помо-
щи техники совместного «выпрямления» векторных полей получено полное описание
всех невырожденных по Леви голоморфно однородных гиперповерхностей, являющих-
ся орбитами в C4 рассматриваемых алгебр. Многие из полученных однородных гипер-
поверхностей также оказываются трубчатыми многообразиями. Вместе с тем вопрос
о возможной сводимости к трубкам остальных поверхностей еще предстоит исследо-
вать. Эффективным инструментом такого исследования, как и детального изучения
вопросов о голоморфной эквивалентности получаемых орбит, может оказаться техни-
ка нормальных форм Мозера. С ее помощью в статье исследован вопрос о сферичности
представителей одного из полученных семейств гиперповерхностей. Однако примене-
ние метода нормальных форм для гиперповерхностей в комплексных пространствах
размерности 4 и выше требует дальнейшей разработки этой техники.

Ключевые слова: однородная гиперповерхность, голоморфное преобразование, раз-
ложимая алгебра Ли.
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1. Введение

Задача локального описания вещественных гиперповерхностей комплексных про-
странств, однородных относительно голоморфных преобразований, была полностью ре-
шена в C2 Э. Картаном (см. [1]). Аналогичная классификация в C3 разбивается на два
больших фрагмента, один из которых содержит описание всех однородных вырожденных
по Леви (см. [2]), а второй – невырожденных (см. [3]–[8]) гиперповерхностей в C3.
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В связи с завершением классификации голоморфно однородных гиперповерхностей в C3

возникает естественный интерес к получению аналогичных описаний и в пространствах
больших размерностей – в частности, в C4. Помимо очевидных трубок над аффинно од-
нородными гиперповерхностями из R4 (см., например, [9]–[11]) известны лишь отдельные
примеры голоморфно однородных гиперповерхностей в C4 (см. [12], [13]).
По аналогии с трехмерным случаем, задачу построения классификации голоморфно

однородных гиперповерхностей в C4 целесообразно разделить на две части: описание вы-
рожденных и невырожденных по Леви гиперповерхностей. Напомним, что под вырож-
денностью по Леви (в точке 0) гладкой гиперповерхности 𝑀 ⊂ C4, содержащей начало
координат и определяемой уравнением Im 𝑧4 = 𝐹 (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3,Re 𝑧4), 𝑑𝐹 (0) = 0 понимается
равенство нулю (в точке 0) определителя матрицы Гессе (𝜕2𝐹/𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑙) (𝑘, 𝑙 ∈ {1, 2, 3}).
Цель данной работы состоит в построении полного описания всех невырожденных

по Леви однородных гиперповерхностей, являющихся орбитами в C4 четырех разложимых
7-мерных алгебр

r𝑘 = h𝑘 ⊕ sl(2),

где 3-мерная алгебра sl(2) определяется коммутационными соотношениями

[𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3,

а коммутационные соотношения для 4-мерных алгебр h𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 4), даны (см. [14])
в следующей таблице (|ℎ| 6 1, 𝑝 > 0):

Таблица 1.1
Алгебры [𝑒1, 𝑒3] [𝑒1, 𝑒4] [𝑒2, 𝑒3] [𝑒2, 𝑒4] [𝑒3, 𝑒4]

h1 2𝑒1 𝑒1 𝑒2 𝑒2 + 𝑒3
h2 (ℎ+ 1)𝑒1 𝑒1 𝑒2 ℎ𝑒3
h3 2𝑝𝑒1 𝑒1 𝑝𝑒2 − 𝑒3 𝑒2 + 𝑝𝑒3
h4 𝑒1 −𝑒2 𝑒2 𝑒1

Выбор именно этих алгебр для рассмотрения объясняется тем, что максимальная раз-
мерность их абелевых подалгебр равна трем. Из работ [7], [12], [15] следует, что наличие в
алгебре векторных полей в C𝑛 абелевой подалгебры размерности 𝑛 существенно облегчает
изучение орбит таких алгебр и часто приводит либо к вырожденности по Леви этих орбит,
либо к их трубчатой структуре. А наиболее интересные однородные Леви-невырожденные
поверхности (см. [7], [15]) возникали при рассмотрении алгебр с абелевыми подалгебрами
малых размерностей.
Отметим, что среди разложимых семимерных алгебр Ли, не имеющих абелевых подал-

гебр размерности 4, лишь восемь типов алгебр являются прямыми суммами четырехмер-
ного и трехмерного слагаемых. Четыре из этих восьми типов – алгебры r𝑘 = h𝑘 ⊕ sl(2)
(𝑘 = 1, . . . , 4), рассматриваемые в тексте. Еще четыре типа составляют алгебры
s𝑘 = h𝑘 ⊕ su(2) (𝑘 = 1, . . . , 4) с теми же четырехмерными слагаемыми h𝑘, что и в пер-
вом случае. Изучение орбит алгебр s𝑘 автором в настоящее время еще не завершено.
Для построения описания всех невырожденных по Леви однородных гиперповерхно-

стей, являющихся орбитами в C4 7-мерных алгебр r𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 4) используется техника
реализаций абстрактных алгебр Ли в виде алгебр голоморфных векторных полей на од-
нородных многообразиях (см. [16]), развивающая идеи Э. Картана из работы [1].
Основной результат данной статьи содержится в следующем утверждении.

Теорема 1.1. Пусть 𝑝 – центр ростка вещественно-аналитической гиперповерхно-
сти 𝑀 в C4, а 𝑔(𝑀) – 7-мерная алгебра ростков голоморфных векторных полей на 𝑀 ,
имеющая в 𝑝 полный ранг. Если 𝑔(𝑀) и r1 изоморфны как алгебры Ли, то 𝑀 может
быть только вырожденной по Леви. Невырожденными по Леви 7-мерными орбитами



ОРБИТЫ РАЗЛОЖИМЫХ 7-МЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ С sl(2)-ПОДАЛГЕБРОЙ 5

алгебр r2, r3, r4 являются (с точностью до локальной голоморфной эквивалентности)
лишь поверхности из следующих семейств:

r2 : 𝑦4 = 𝑦3(𝑦1 + ln 𝑦3 + 𝐴 ln 𝑦2), 𝐴 ∈ R ∖ {0}, (1.1)

r2, r3 : 𝑦4 = 𝐴 ln 𝑦1 − ln
(︀
𝑦2 ± 𝑦23

)︀
, 𝐴 ∈ R ∖ {0}, (1.2)

(𝑦4 ± 𝑦23)𝑦2 + 𝑦1 = 𝐴|𝑧1|, 𝐴 ∈ R ∖ {±1}, (1.3)

r4 : 𝑦2 = |𝑧1||𝑦3 + 𝑖𝑦4|𝐴𝑒𝐵 arg(𝑦3+𝑖𝑦4), (𝐴,𝐵) ∈ R2 ∖ {(0, 0)}, (1.4)

(𝑥1 − 𝑦2𝑦4)
2 + (𝑦1 − 𝑦3𝑦4)

2 = (1− 𝐴)|𝑧1|2, 𝐴 < 1, 𝐴 ̸= 0, (1.5)

𝑦1𝑦4 + 𝑥1𝑦3 = |𝑧1|2(ln 𝑦2 + 𝐴 arg 𝑧1), 𝐴 ∈ R, (1.6)

где 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 – переменные в C4, 𝑥𝑘 = Re 𝑧𝑘, 𝑦𝑘 = Im 𝑧𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 4.

Замечание 1.1. Уравнения (1.2) и (1.3) в приведенном списке связываются сразу
с двумя семействами алгебр r2, r3. Такая запись означает, что каждое из семейств
гиперповерхностей, задаваемых уравнениями (1.2) и (1.3), является орбитой r2 и r3 од-
новременно. Совпадение орбит двух разных алгебр Ли – нередкое явление (см., напри-
мер, [7]) в том случае, когда эти алгебры являются подалгебрами полной алгебры 𝑔(𝑀)
для исходной орбиты. Именно так обстоит дело с поверхностями (1.2) и (1.3), для каж-
дой из которых размерность 𝑔(𝑀) оказывается большей, чем равная 7 размерность каж-
дой из алгебр семейств r2, r3.

Отметим, что гиперповерхности, задаваемые уравнениями (1.1), (1.2), относятся
(а (1.4) – сводятся) к трубчатым многообразиям. Поверхности из семейств (1.3), (1.5), (1.6),
предположительно, могут сводиться к трубкам лишь при отдельных значениях парамет-
ров. Однако, в целом, вопрос о такой сводимости достаточно сложен и требует отдельного
рассмотрения. Важным свойством гиперповерхностей является также их сферичность,
то есть локальная эквивалентность сфере или ее аналогам. Пример изучения вопроса
о сферичности гиперповерхностей из одного полученного семейства приводится в послед-
нем разделе статьи.

Замечание 1.2. Вопрос о возможной эквивалентности однородных гиперповерхно-
стей (1.1)–(1.6) друг другу при отдельных значениях параметров 𝐴 и 𝐵 требует специ-
ального изучения и в настоящей работе не рассматривается.

2. Голоморфные реализации алгебр Ли

Известно несколько подходов к построению классификаций голоморфно однородных ги-
перповерхностей. Например, однородные гиперповерхности можно описывать с помощью
нормальных (канонических) уравнений Мозера (см. [17]), то есть конечными наборами
тейлоровских коэффициентов из определяющих эти гиперповерхности уравнений. Таким
способом, например, были получены некоторые из упомянутых выше фрагментов класси-
фикации в C3 ([3], [4]). Другой подход связан с использованием для описания гиперповерх-
ностей действующих на них групп и соответствующих им алгебр Ли. В работе [16] была
продемонстрирована техника получения голоморфно однородных гиперповерхностей в C3

на основе построения голоморфных реализаций абстрактных алгебр Ли. С помощью это-
го подхода была получена значительная часть результатов, составивших классификацию
голоморфно однородных гиперповерхностей в пространстве C3 (см. [6], [7], [15]). Следует
отметить, что иногда полезным оказывается и одновременное применение двух упомяну-
тых выше подходов (см., например, [18]).
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Рассмотрим подробнее технику построения голоморфных реализаций алгебр Ли, кото-
рая далее будет использована для доказательства теоремы 1.1.

Определение 2.1. Вещественная гиперповерхность 𝑀 ⊂ C4 называется голоморфно
однородной в точке 𝑝 ∈ 𝑀 , если существует алгебра Ли касательных к 𝑀 голоморфных
векторных полей, имеющая ранг 7 в окрестности точки 𝑝.

Выберем некоторую вещественную семимерную алгебру Ли, заданную своими комму-
тационными соотношениями.
С выбранной нами семимерной алгеброй Ли свяжем набор из семи ростков (с центром

в некоторой точке 𝑝 ∈ C4) голоморфных векторных полей

𝑒𝑘 =𝑎𝑘(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)
𝜕

𝜕𝑧1
+ 𝑏𝑘(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)

𝜕

𝜕𝑧2

+ 𝑐𝑘(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)
𝜕

𝜕𝑧3
+ 𝑑𝑘(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)

𝜕

𝜕𝑧4
, 𝑘 = 1, . . . , 7,

(2.1)

линейно независимых над R. В краткой записи,

𝑒𝑘 = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘, 𝑑𝑘) , 𝑘 = 1, . . . , 7,

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘, 𝑑𝑘 – ростки голоморфных (в точке 𝑝) функций комплексных переменных 𝑧1,
𝑧2, 𝑧3, 𝑧4. Вещественные и мнимые части переменных 𝑧𝑗 в дальнейшем будем обозначать,
соответственно, через 𝑥𝑗 и 𝑦𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 4).

Определение 2.2. Алгебру Ли 𝑔 голоморфных векторных полей в C4 назовем голо-
морфной реализацией абстрактной алгебры Ли g, если коммутационные соотношения
у этих двух алгебр совпадают.

Коммутатор двух полей [𝑒𝑘, 𝑒𝑗] вычисляется следующим общеизвестным образом:

[𝑒𝑘, 𝑒𝑗] =

(︂
𝑎𝑘

𝜕𝑒𝑗
𝜕𝑧1

+ 𝑏𝑘
𝜕𝑒𝑗
𝜕𝑧2

+ 𝑐𝑘
𝜕𝑒𝑗
𝜕𝑧3

+ 𝑑𝑘
𝜕𝑒𝑗
𝜕𝑧4

)︂
−
(︂
𝑎𝑗
𝜕𝑒𝑘
𝜕𝑧1

+ 𝑏𝑗
𝜕𝑒𝑘
𝜕𝑧2

+ 𝑐𝑗
𝜕𝑒𝑘
𝜕𝑧3

+ 𝑑𝑗
𝜕𝑒𝑘
𝜕𝑧4

)︂
.

Используя голоморфные преобразования, функциональные коэффициенты полей (2.1),
связанных с алгеброй Ли, можно изменять и приводить к более «простому» виду (на-
пример, под простым здесь можно понимать поле, у которого один или больше коэффи-
циентов равны нулю или после преобразования зависят от меньшего числа переменных,
чем до выполнения преобразования). В частности, справедливо следующее утверждение
(см., например, [12]).

Лемма 2.1. Если на невырожденной по Леви гиперповерхности 𝑀 ⊂ C4 имеется пара
ростков коммутирующих голоморфных векторных полей 𝑒𝑗 и 𝑒𝑘, линейно независимых
над R, то эта пара может быть выпрямлена, то есть приведена к виду

𝑒𝑗 = (0, 0, 0, 1), 𝑒𝑘 = (0, 0, 1, 0).

Упрощение даже двух полей до вида, указанного в лемме 2.1, приводит к значительным
упрощениям и остальных полей за счет коммутационных связей полей друг с другом. Рас-
сматривая при необходимости ряд подслучаев, связанных с равенством или неравенством
нулю некоторых компонент векторных полей, мы в итоге приводим базис рассматривае-
мой алгебры Ли к виду, удобному для дальнейшего интегрирования (то есть получения
по алгебре голоморфных векторных полей уравнения поверхности, которой она касается).
При этом требуется еще учитывать и ранг системы векторных полей, который должен
равняться семи, что значительно сужает количество требующих рассмотрения подслуча-
ев.
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Для алгебр векторных полей справедливо также следующее свойство, являющееся обоб-
щением на случай C4 утверждений, приведенных в [16], [19].

Лемма 2.2. Пусть в алгебре голоморфных векторных полей в C4 имеется четверка
линейно независимых векторных полей, три из которых имеют вид

𝑒1 = (0, 0, 0, 1), 𝑒2 = (0, 0, 1, 0), 𝑒3 = (0, 1, 0, 0).

Если компоненты четвертого поля с точностью до слагаемых 𝜙𝑘(𝑧1), (𝑘 = 1, 2, 3, 4)
являются линейными функциями остальных переменных, то голоморфной заменой ко-
ординат это поле освобождается от всех 𝜙𝑘(𝑧1). При этом выпрямленный вид первой
тройки полей и линейные компоненты поля 𝑒4 сохраняются.

Напомним, что в данной работе мы интересуемся только невырожденными по Леви го-
ломорфно однородными гиперповерхностями. В связи с этим приведем два утверждения,
которые в ряде случаев позволяют по виду векторных полей делать вывод о вырожденно-
сти соответствующих гиперповерхностей (эти утверждения легко переносятся на случай
C4 со случая C3 (см. [7]) и потому приводятся здесь без доказательства).

Лемма 2.3. Пусть заданы росток (с центром в точке 𝑝) вещественно-аналитической
гиперповерхности 𝑀 ⊂ C4 и 7-мерная алгебра 𝑔(𝑀) ростков касательных к 𝑀 голоморф-
ных векторных полей, имеющая в точке 𝑝 ранг 7. Если шесть базисных голоморфных
полей указанной алгебры имеют нулевой коэффициент при одном и том же операторе
𝜕

𝜕𝑧𝑘
, то гиперповерхность 𝑀 вырождена по Леви.

Лемма 2.4. Пусть заданы росток (с центром в точке 𝑝) вещественно-аналитической
гиперповерхности 𝑀 ⊂ C4 и 7-мерная алгебра 𝑔(𝑀) ростков касательных к 𝑀 голоморф-
ных векторных полей, имеющая в точке 𝑝 ранг 7. Если четверка базисных голоморфных
полей указанной алгебры имеет (с точностью до переобозначения переменных и перену-
мерации полей) вид

𝑒𝑗 = (0, 0, 𝑐𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 𝑑𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)) , 𝑗 = 1, . . . , 4,

то гиперповерхность 𝑀 вырождена по Леви.

3. Голоморфные реализации разложимых 7-мерных алгебр Ли с

sl(2)-подалгеброй

При использовании описанной выше техники голоморфных реализаций для построения
классификации голоморфно однородных гиперповерхностей в C4 необходимо рассматри-
вать, в частности, все 7-мерные алгебры Ли. Однако, в отличие от случая C3, где рассмат-
ривались 5-мерные алгебры, полного списка алгебр Ли, имеющих размерность 7, не суще-
ствует. На данный момент известны описания алгебр Ли вплоть до размерности 6 (см. [20]),
причем, если 5-мерных алгебр насчитывается лишь несколько десятков (см. [20], [21]),
то список 6-мерных алгебр содержит уже сотни представителей. Классификация 7-мерных
алгебр Ли, очевидно, будет еще более объемной. В связи с этим естественно изучать от-
дельные классы 7-мерных алгебр Ли, ориентируясь на опыт описания голоморфно одно-
родных гиперповерхностей в C3.
Для доказательства теоремы 1.1 будем строить голоморфные реализации четырех

7-мерных разложимых алгебр Ли (являющихся прямыми суммами 3-мерной алгебры sl(2)
и нескольких 4-мерных алгебр), определяемых следующими коммутационными соотноше-
ниями:
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Таблица 3.1

[𝑒1, 𝑒2] [𝑒1, 𝑒3] [𝑒2, 𝑒3] [𝑒4, 𝑒6] [𝑒4, 𝑒7] [𝑒5, 𝑒6] [𝑒5, 𝑒7] [𝑒6, 𝑒7]
r1 𝑒1 2𝑒2 𝑒3 2𝑒4 𝑒4 𝑒5 𝑒5 + 𝑒6
r2 𝑒1 2𝑒2 𝑒3 (ℎ+ 1)𝑒4 𝑒4 𝑒5 ℎ𝑒6
r3 𝑒1 2𝑒2 𝑒3 2𝑝𝑒4 𝑒4 𝑝𝑒5 − 𝑒6 𝑒5 + 𝑝𝑒6
r4 𝑒1 2𝑒2 𝑒3 𝑒4 −𝑒5 𝑒5 𝑒4

Везде в этой таблице |ℎ| 6 1, 𝑝 > 0.
Отметим, что максимальная размерность абелевых подалгебр для всех алгебр r1, . . . , r4

равна трем.
Будем строить голоморфные реализации для каждой из указанных алгебр, считая,

что их базисные поля имеют вид

𝑒𝑗 = (𝑎𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 𝑏𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 𝑐𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 𝑑𝑗(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)) , 𝑗 = 1, . . . , 7.

Изучение коммутационных соотношений для алгебр r1, . . . , r4 позволяет провести неко-
торые предварительные упрощения векторных полей, одинаковые для всех алгебр из спис-
ка.

Лемма 3.1. Любая голоморфная реализация алгебр r1, . . . , r4, имеющая невырожден-
ные по Леви интегральные гиперповерхности в C4, сводится (с точностью до локальной
голоморфной эквивалентности) к алгебрам с базисами следующих видов:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0),
𝑒2 = (𝑎2(𝑧1), 𝑧2 + 𝑏2(𝑧1), 𝑐2(𝑧1), 𝑑2(𝑧1)),
𝑒3 = (2𝑎2(𝑧1)𝑧2 + 𝑎3(𝑧1), 𝑧

2
2 + 2𝑏2(𝑧1)𝑧2 + 𝑏3(𝑧1),

2𝑐2(𝑧1)𝑧2 + 𝑐3(𝑧1), 2𝑑2(𝑧1)𝑧2 + 𝑑3(𝑧1)),
𝑒4 = (0, 0, 0, 1),
𝑒5 = (0, 0, 1, 0),
𝑒6 = (𝑎6(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑏6(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑐6(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑑6(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4)),
𝑒7 = (𝑎7(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑏7(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑐7(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4), 𝑑7(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4)).

(3.1)

Доказательство. Согласно лемме 2.1, два (коммутирующих) векторных поля из семи
для каждой алгебры можно выпрямить. Будем считать далее, что

𝑒4 = (0, 0, 0, 1), 𝑒5 = (0, 0, 1, 0).

Соотношения [𝑒1, 𝑒4] = 0, [𝑒2, 𝑒4] = 0, [𝑒3, 𝑒4] = 0 приводят к равенствам(︂
−𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧4

,−𝜕𝑏𝑗
𝜕𝑧4

,−𝜕𝑐𝑗
𝜕𝑧4

,−𝜕𝑑𝑗
𝜕𝑧4

)︂
= (0, 0, 0, 0), 𝑗 = 1, 2, 3,

из которых следует, что функциональные коэффициенты полей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 не зависят от пе-
ременной 𝑧4.
Аналогично, используя равенства [𝑒1, 𝑒5] = 0, [𝑒2, 𝑒5] = 0, [𝑒3, 𝑒5] = 0, получаем(︂

−𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧3

,−𝜕𝑏𝑗
𝜕𝑧3

,−𝜕𝑐𝑗
𝜕𝑧3

,−𝜕𝑑𝑗
𝜕𝑧3

)︂
= (0, 0, 0, 0), 𝑗 = 1, 2, 3.

Следовательно, функциональные коэффициенты полей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 не зависят и от перемен-
ной 𝑧3.
Согласно лемме 2.4, для невырожденных по Леви интегральных гиперповерхностей вы-

полняется (в некоторой точке) хотя бы одно из двух неравенств

(𝑎𝑘(𝑧1, 𝑧2), 𝑏𝑘(𝑧1, 𝑧2)) ̸≡ (0, 0) (𝑘 = 1, 2).
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Не ограничивая общности рассмотрения, будем считать, что (𝑎1(𝑧1, 𝑧2), 𝑏1(𝑧1, 𝑧2)) ̸≡ (0, 0).
Тогда поле 𝑒1 можно привести к виду

𝑒1 = (0, 1, 0, 0).

С учетом упрощенного вида поля 𝑒1, соотношения [𝑒1, 𝑒6] = 0, [𝑒1, 𝑒7] = 0 приводят
к равенствам (︂

𝜕𝑎6
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑏6
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑐6
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑑6
𝜕𝑧2

)︂
= (0, 0, 0, 0),(︂

𝜕𝑎7
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑏7
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑐7
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑑7
𝜕𝑧2

)︂
= (0, 0, 0, 0).

Отсюда следует, что функциональные коэффициенты полей 𝑒6, 𝑒7 не зависят от пере-
менной 𝑧2.
Кроме того, так как [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, то(︂

𝜕𝑎2
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑏2
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑐2
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑑2
𝜕𝑧2

)︂
= (0, 1, 0, 0),

из которого получаем следующий вид поля 𝑒2:

𝑒2 = (𝑎2(𝑧1), 𝑧2 + 𝑏2(𝑧1), 𝑐2(𝑧1), 𝑑2(𝑧1)).

Соотношение [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2 с учетом полученных упрощений дает равенство(︂
𝜕𝑎3
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑏3
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑐3
𝜕𝑧2

,
𝜕𝑑3
𝜕𝑧2

)︂
= (2𝑎2(𝑧1), 2𝑧2 + 2𝑏2(𝑧1), 2𝑐2(𝑧1), 2𝑑2(𝑧1)),

которое и позволяет привести поле 𝑒3 к виду, выписанному в формулировке леммы.
Покажем теперь, что случай, когда (𝑎1, 𝑏1) ≡ (0, 0), приводит к противоречию.
Пусть в некоторой точке поверхности (𝑎1(𝑧1, 𝑧2), 𝑏1(𝑧1, 𝑧2)) ≡ (0, 0). Как было отмечено

выше, в этом случае обязательно выполняется неравенство (𝑎2(𝑧1, 𝑧2), 𝑏2(𝑧1, 𝑧2)) ̸≡ (0, 0).
Следовательно, поле 𝑒2 можно привести к виду

𝑒2 = (0, 1, 0, 0).

Таким образом, поля 𝑒1, 𝑒2 и 𝑒3 запишутся следующим образом:

𝑒1 = (0, 0, 𝑐1(𝑧1, 𝑧2), 𝑑1(𝑧1, 𝑧2)) ,

𝑒2 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒3 = (𝑎3(𝑧1, 𝑧2), 𝑏3(𝑧1, 𝑧2), 𝑐3(𝑧1, 𝑧2), 𝑑3(𝑧1, 𝑧2)) .

Согласно коммутационным соотношениям алгебры, должно выполняться равенство
[𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2. Однако две первые компоненты в коммутаторе [𝑒1, 𝑒3] будут нулевыми,
в то время как две первые компоненты поля 𝑒2 имеют вид (0, 2). Следовательно, случай
(𝑎1, 𝑏1) ≡ (0, 0) невозможен.
Лемма доказана.

Таким образом, будем считать, что набор из семи полей для каждой из алгебр r1, . . . , r4
имеет начальный вид (3.1).

Замечание 3.1. Везде далее в записях коэффициентов векторных полей символами
𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 7) обозначены комплексные константы.
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3.1. Голоморфные реализации алгебры r1. Из коммутационных соотношений
[𝑒4, 𝑒6] = 0, [𝑒4, 𝑒7] = 2𝑒4, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4, [𝑒5, 𝑒7] = 𝑒5 получаем:(︂

𝜕𝑎6
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑏6
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑐6
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑑6
𝜕𝑧4

)︂
= (0, 0, 0, 0),(︂

𝜕𝑎7
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑏7
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑐7
𝜕𝑧4

,
𝜕𝑑7
𝜕𝑧4

)︂
= (0, 0, 0, 2),(︂

𝜕𝑎6
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑏6
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑐6
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑑6
𝜕𝑧3

)︂
= (0, 0, 0, 1),(︂

𝜕𝑎7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑏7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑐7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑑7
𝜕𝑧3

)︂
= (0, 0, 1, 0).

Эти равенства позволяют привести поля 𝑒6 и 𝑒7 к виду

𝑒6 = (𝑎6(𝑧1), 𝑏6(𝑧1), 𝑐6(𝑧1), 𝑧3 + 𝑑6(𝑧1)),

𝑒7 = (𝑎7(𝑧1), 𝑏7(𝑧1), 𝑧3 + 𝑐7(𝑧1), 2𝑧4 + 𝑑7(𝑧1)).

Дальнейшее построение голоморфных реализаций алгебры r1 требует рассмотрения ря-
да случаев.
Случай 1. Пусть 𝑎2(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒2 в наборе (3.1) можно привести к виду

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) .

Из равенств [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒2, 𝑒7] = 0 получаем соотношения:

(𝑎′6(𝑧1), 𝑏
′
6(𝑧1)− 𝑏6(𝑧1), 𝑐

′
6(𝑧1), 𝑑

′
6(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1)− 𝑏7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0).

Отсюда

𝑎6(𝑧1) = 𝐴6, 𝑏6(𝑧1) = 𝐵6𝑒
𝑧1 , 𝑐6(𝑧1) = 𝐶6, 𝑑6(𝑧1) = 𝐷6,

𝑎7(𝑧1) = 𝐴7, 𝑏7(𝑧1) = 𝐵7𝑒
𝑧1 , 𝑐7(𝑧1) = 𝐶7, 𝑑7(𝑧1) = 𝐷7.

Из равенства [𝑒6, 𝑒7] = 𝑒5 + 𝑒6 получаем

(0, 𝑒𝑧1(𝐴6𝐵7 − 𝐴7𝐵6), 𝐶6, 𝑧3 − 𝐶7 + 2𝐷6) = (𝐴6, 𝐵6𝑒
𝑧1 , 1 + 𝐶6, 𝑧3 +𝐷6).

Сравнивая третьи компоненты слева и справа, приходим к равенству

𝐶6 = 1 + 𝐶6.

Таким образом, случай 1 приводит к противоречию.
Случай 2. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда в наборе (3.1) с учетом упрощенных

полей 𝑒6, 𝑒7 можно получить

𝑒2 = (0, 𝑧2 + 𝑏2(𝑧1), 𝑐2(𝑧1), 𝑑2(𝑧1)) ,

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3) .

Из равенства [𝑒2, 𝑒6] = 0 получаем

(0,−𝑏′2(𝑧1),−𝑐′2(𝑧1),−𝑑′2(𝑧1) + 𝑐2(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0).

Отсюда

𝑏2(𝑧1) = 𝐵2, 𝑐2(𝑧1) = 𝐶2, 𝑑2(𝑧1) = 𝐶2𝑧1 +𝐷2.

Соотношение [𝑒2, 𝑒7] = 0 приводит к следующему равенству:

(0,−𝑏7(𝑧1), 𝐶2,−𝑎7(𝑧1)𝐶2 + 2𝐶2𝑧1 + 2𝐷2) = (0, 0, 0, 0).

Получаем, что 𝐶2 = 0, 𝐷2 = 0.
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Таким образом, поля 𝑒1 и 𝑒2 примут вид

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (0, 𝑧2 +𝐵2, 0, 0) ,

который невозможен для невырожденной гиперповерхности.
Случай 3. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ≡ 0, 𝑎7(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒7 можно привести к виду

𝑒7 = (1, 0, 𝑧3, 2𝑧4) .

Соотношение [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3 позволяет сразу сделать вывод о вырожденности гиперповерх-
ностей в данном случае. Действительно, первая компонента коммутатора [𝑒2, 𝑒3] равна
нулю, в то время как первая компонента поля 𝑒3 равна 𝑎3(𝑧1). Таким образом, 𝑎3(𝑧1) ≡ 0,
и все первые компоненты полей 𝑒1, . . . , 𝑒6 будут нулевыми, что дает вырожденность со-
гласно лемме 2.3.
Таким образом, можно сделать вывод, что алгебра r1 не имеет невырожденных голо-

морфных реализаций.

3.2. Голоморфные реализации алгебры r2. Здесь имеем коммутационные соотно-
шения [𝑒4, 𝑒6] = 0, [𝑒4, 𝑒7] = (ℎ + 1)𝑒4, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4, [𝑒5, 𝑒7] = 𝑒5. Из них по аналогии с
предыдущим случаем получим упрощенный вид полей 𝑒6 и 𝑒7:

𝑒6 = (𝑎6(𝑧1), 𝑏6(𝑧1), 𝑐6(𝑧1), 𝑧3 + 𝑑6(𝑧1)) ,

𝑒7 = (𝑎7(𝑧1), 𝑏7(𝑧1), 𝑧3 + 𝑐7(𝑧1), (ℎ+ 1)𝑧4 + 𝑑7(𝑧1)) .

Случай 1. Пусть 𝑎2(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒2 можно привести к виду

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) .

Из равенств [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒2, 𝑒7] = 0 получаем

(𝑎′6(𝑧1), 𝑏
′
6(𝑧1)− 𝑏6(𝑧1), 𝑐

′
6(𝑧1), 𝑑

′
6(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1)− 𝑏7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

откуда следует, что

𝑎6(𝑧1) = 𝐴6, 𝑏6(𝑧1) = 𝐵6𝑒
𝑧1 , 𝑐6(𝑧1) = 𝐶6, 𝑑6(𝑧1) = 𝐷6,

𝑎7(𝑧1) = 𝐴7, 𝑏7(𝑧1) = 𝐵7𝑒
𝑧1 , 𝑐7(𝑧1) = 𝐶7, 𝑑7(𝑧1) = 𝐷7.

Соотношение [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3 приводит к равенству(︀
𝑎′3(𝑧1) + 2𝑧2, 𝑧

2
2 − 𝑏3(𝑧1) + 𝑏′3(𝑧1), 𝑐

′
3(𝑧1), 𝑑

′
3(𝑧1)

)︀
= (2𝑧2 + 𝑎3(𝑧1), 𝑧

2
2 + 𝑏3(𝑧1), 𝑐3(𝑧1), 𝑑3(𝑧1)),

из которого получаем упрощенный вид поля 𝑒3:

𝑎3(𝑧1) = 𝐴3𝑒
𝑧1 , 𝑏3(𝑧1) = 𝐵3𝑒

2𝑧1 , 𝑐3(𝑧1) = 𝐶3𝑒
𝑧1 , 𝑑3(𝑧1) = 𝐷3𝑒

𝑧1 .

Рассмотрение оставшихся соотношений [𝑒3, 𝑒6] = 0, [𝑒3, 𝑒7] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = ℎ𝑒6 позволяет
получить следующую систему уравнений, связывающую коэффициенты полей и параметр
алгебры ℎ:

𝐴3𝐴6 + 2𝐵6 = 0, 𝐴3𝐵6 − 2𝐴6𝐵3 = 0, 𝐴6𝐶3 = 0, 𝐴6𝐷3 − 𝐶3 = 0,

𝐴3𝐴7 + 2𝐵7 = 0, 𝐴3𝐵7 − 2𝐴7𝐵3 = 0, 𝐶3(𝐴7 − 1) = 0,

𝐷3(𝐴7 − ℎ− 1) = 0, ℎ𝐴6 = 0, 𝐴6𝐵7 − 𝐴7𝐵6 −𝐵6ℎ = 0,

𝐶6(ℎ− 1) = 0, 𝐷6 − 𝐶7 = 0.

(3.2)

Эта система имеет восемь решений, при этом только три из них (выписанных ниже)
дают базисы алгебры голоморфных векторных полей, соответствующие невырожденным
гиперповерхностям.
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а) Решение системы (3.2):

𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = −1

2
𝐴3𝐴6, 𝐵7 = −1

2
𝐴3𝐴7,

𝐶3 = 0, 𝐶6 = 0, 𝐶7 = 𝐷6, 𝐷3 = 0, ℎ = 0.

Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 0

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 =

(︂
𝐴6,−

1

2
𝐴3𝐴6𝑒

𝑧1 , 0, 𝑧3 +𝐷6

)︂
,

𝑒7 =

(︂
𝐴7,−

1

2
𝐴3𝐴7𝑒

𝑧1 , 𝑧3 +𝐷6, 𝑧4 +𝐷7

)︂
.

(3.3)

б) Решение системы (3.2):

𝐴6 = 0, 𝐴7 = 2, 𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = 0, 𝐵7 = −𝐴3, 𝐶3 = 0, 𝐶7 = 𝐷6, ℎ = 1.

Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 𝐷3𝑒

𝑧1

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 = (0, 0, 𝐶6, 𝑧3 +𝐷6) ,

𝑒7 = (2,−𝐴3𝑒
𝑧1 , 𝑧3 +𝐷6, 2𝑧4 +𝐷7) .

(3.4)

в) Решение системы (3.2):

𝐴6 = 0, 𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = 0, 𝐵7 = −1

2
𝐴3𝐴7, 𝐶3 = 0, 𝐶7 = 𝐷6, 𝐷3 = 0, ℎ = 1.

Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 0

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 = (0, 0, 𝐶6, 𝑧3 +𝐷6) ,

𝑒7 =

(︂
𝐴7,−

1

2
𝐴3𝐴7𝑒

𝑧1 , 𝑧3 +𝐷6, 2𝑧4 +𝐷7

)︂
.

(3.5)
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Случай 2. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒6 можно привести к виду

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3) .

Из соотношений [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒3, 𝑒6] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = ℎ𝑒6 получим равенства

(0,−𝑏′2(𝑧1),−𝑐′2(𝑧1),−𝑑′2(𝑧1) + 𝑐2(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(−𝑎′3(𝑧1),−𝑏′3(𝑧1),−𝑐′3(𝑧1),−𝑑′3(𝑧1) + 𝑐3(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑧3ℎ− 𝑐7(𝑧1) + 𝑑′7(𝑧1)) = (ℎ, 0, 0, ℎ𝑧3).

Решение этих уравнений позволяет упростить вид полей 𝑒2, 𝑒3 и 𝑒7:

𝑒2 = (0, 𝑧2 +𝐵2, 𝐶2, 𝐶2𝑧1 +𝐷2) ,

𝑒3 =
(︀
𝐴3, 𝑧

2
2 + 2𝐵2𝑧2 +𝐵3, 2𝐶2𝑧2 + 𝐶3, 2(𝐶2𝑧1 +𝐷2)𝑧2 + 𝐶3𝑧1 +𝐷3

)︀
,

𝑒7 = (ℎ𝑧1 + 𝐴7, 𝐵7, 𝑧3 + 𝐶7, (ℎ+ 1)𝑧4 + 𝐶7𝑧1 +𝐷7) .

Коммутационное соотношение [𝑒2, 𝑒7] = 0 для преобразованных полей даст равенство

(0,−𝐵7, 𝐶2, 𝐶2𝑧1 +𝐷2ℎ+𝐷2 − 𝐴7𝐶2) = (0, 0, 0, 0),

из которого следует, что

𝐵7 = 0, 𝐶2 = 0, 𝐷2(ℎ+ 1) = 0.

При 𝐶2 = 0 поле 𝑒2 примет вид 𝑒2 = (0, 𝑧2 + 𝐵2, 0, 𝐷2) и, если допустить, что 𝐷2 = 0,
мы получим поле вида 𝑒2 = (0, 𝑧2 + 𝐵2, 0, 0), которое при наличии 𝑒1 = (0, 1, 0, 0) даст
вырожденность гиперповерхности. Поэтому случай 𝐷2 = 0 невозможен и, следовательно,
должно выполняться ℎ = −1.
Запишем теперь в развернутом виде соотношение [𝑒3, 𝑒7] = 0:

(−𝐴3, 0, 𝐶3, 𝐴3𝐶7 − 𝐶3𝐴7 + 𝐶3𝑧1) = (0, 0, 0, 0).

Получаем, что 𝐴3 = 0 и 𝐶3 = 0. Таким образом, все первые и третьи компоненты в полях
𝑒1, . . . , 𝑒4 равны нулю, что, согласно лемме 2.4, означает вырожденность гиперповерхности.
Случай 3. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ≡ 0 и при этом 𝑎7(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒7 можно

привести к виду
𝑒7 = (1, 0, 𝑧3, (ℎ+ 1)𝑧4).

Первая компонента в коммутаторе [𝑒2, 𝑒3], очевидно, будет равна нулю, при этом должно
выполняться равенство [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3. Так как первая компонента поля 𝑒3 равна 𝑎3(𝑧1),
то необходимо, чтобы 𝑎3(𝑧1) = 0. Однако в таком случае все первые компоненты полей
𝑒1, . . . , 𝑒6 будут нулевыми, что означает вырожденность гиперповерхности по лемме 2.3.

3.3. Голоморфные реализации алгебры r3. Здесь из коммутационных соотношений
[𝑒4, 𝑒6] = 0, [𝑒4, 𝑒7] = 2𝑝𝑒4, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒4 получаем

𝑒6 = (𝑎6(𝑧1), 𝑏6(𝑧1), 𝑐6(𝑧1), 𝑧3 + 𝑑6(𝑧1)) ,

𝑒7 = (𝑎7(𝑧1, 𝑧3), 𝑏7(𝑧1, 𝑧3), 𝑐7(𝑧1, 𝑧3), 2𝑝𝑧4 + 𝑑7(𝑧1, 𝑧3)) .

Запишем теперь в развернутом виде соотношение [𝑒5, 𝑒7] = 𝑝𝑒5 − 𝑒6:(︂
𝜕𝑎7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑏7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑐7
𝜕𝑧3

,
𝜕𝑑7
𝜕𝑧3

)︂
= (−𝑎6(𝑧1),−𝑏6(𝑧1), 𝑝− 𝑐6(𝑧1),−𝑧3 − 𝑑6(𝑧1)).

Получаем отсюда следующий вид поля 𝑒7:

𝑒7 =

(︂
− 𝑎6(𝑧1)𝑧3 + 𝑎7(𝑧1),−𝑏6(𝑧1)𝑧3 + 𝑏7(𝑧1) ,

𝑝𝑧3 − 𝑐6(𝑧1)𝑧3 + 𝑐7(𝑧1), 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 − 𝑑6(𝑧1)𝑧3 + 𝑑7(𝑧1)

)︂
.
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Случай 1. Пусть 𝑎2(𝑧1) ̸≡ 0, тогда поле 𝑒2 можно привести к виду

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) .

Из соотношения [𝑒2, 𝑒6] = 0 получаем равенство

(𝑎′6(𝑧1), 𝑏
′
6(𝑧1)− 𝑏6(𝑧1), 𝑐

′
6(𝑧1), 𝑑

′
6(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

которое позволяет упростить вид полей 𝑒6 и 𝑒7:

𝑒6 = (𝐴6, 𝐵6𝑒
𝑧1 , 𝐶6, 𝑧3 +𝐷6) ,

𝑒7 =

(︂
− 𝐴6𝑧3 + 𝑎7(𝑧1),−𝐵6𝑒

𝑧1𝑧3 + 𝑏7(𝑧1) ,

𝑝𝑧3 − 𝐶6𝑧3 + 𝑐7(𝑧1), 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 −𝐷6𝑧3 + 𝑑7(𝑧1)

)︂
.

В результате соотношение [𝑒2, 𝑒7] = 0 даст равенство

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1)− 𝑏7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

из которого найдем коэффициенты поля 𝑒7. В итоге получим

𝑒7 =

(︂
− 𝐴6𝑧3 + 𝐴7,−𝐵6𝑒

𝑧1𝑧3 +𝐵7𝑒
𝑧1 ,

𝑝𝑧3 − 𝐶6𝑧3 + 𝐶7, 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 −𝐷6𝑧3 +𝐷7

)︂
.

Воспользуемся теперь соотношением [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3:(︀
𝑎′3(𝑧1) + 2𝑧2, 𝑧

2
2 − 𝑏3(𝑧1) + 𝑏′3(𝑧1), 𝑐

′
3(𝑧1), 𝑑

′
3(𝑧1)

)︀
=

(︀
2𝑧2 + 𝑎3(𝑧1), 𝑧

2
2 + 𝑏3(𝑧1), 𝑐3(𝑧1), 𝑑3(𝑧1)

)︀
.

Отсюда

𝑒3 =
(︀
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 +𝐵3𝑒
2𝑧1 , 𝐶3𝑒

𝑧1 , 𝐷3𝑒
𝑧1
)︀
.

Оставшиеся равенства [𝑒3, 𝑒6] = 0, [𝑒3, 𝑒7] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = 𝑒5 + 𝑝𝑒6 приводят к систе-
ме уравнений, аналогичной системе (3.2). Часть решений этой системы, как и в случае
(3.2), отвечает алгебрам, имеющим только вырожденные орбиты. Приведем здесь лишь
решения, которые порождают более интересные для нас алгебры, допускающие невырож-
денные по Леви орбиты.
а) 𝐴6 = 0, 𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = 0, 𝐵7 = −1
2
𝐴3𝐴7, 𝐶3 = 0, 𝐶6 = ±𝑖, 𝐶7 = 𝐷6(𝑝∓ 𝑖),

𝐷3 = 0.
Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 0

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 = (0, 0,±𝑖, 𝑧3 +𝐷6) ,

𝑒7 =

(︂
𝐴7,−

1

2
𝐴3𝐴7𝑒

𝑧1 , (𝑧3 +𝐷6)(𝑝∓ 𝑖), 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 −𝐷6𝑧3 +𝐷7

)︂
.

(3.6)

б) 𝐴6 = 0, 𝐴7 = 2𝑝, 𝐵3 = −1
4
𝐴2

3, 𝐵6 = 0, 𝐵7 = −𝑝𝐴3, 𝐶3 = 0, 𝐶6 = ±𝑖,
𝐶7 = 𝐷6(𝑝∓ 𝑖).
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Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 𝐷3𝑒

𝑧1

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 = (0, 0,±𝑖, 𝑧3 +𝐷6) ,

𝑒7 =

(︂
2𝑝,−𝑝𝐴3𝑒

𝑧1 , (𝑧3 +𝐷6)(𝑝∓ 𝑖), 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 −𝐷6𝑧3 +𝐷7

)︂
.

(3.7)

Случай 2. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒6 можно привести к виду

𝑒6 = (1, 0, 0, 𝑧3) .

Запишем в развернутом виде соотношения [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = 𝑒5 + 𝑝𝑒6:

(0,−𝑏′2(𝑧1),−𝑐′2(𝑧1),−𝑑′2(𝑧1) + 𝑐2(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)− 𝑐7(𝑧1) + 𝑝𝑧3) = (𝑝, 0, 1, 𝑝𝑧3).

Решив выписанные уравнения, получим упрощенный вид полей 𝑒2 и 𝑒7:

𝑒2 = (0, 𝑧2 +𝐵2, 𝐶2, 𝐶2𝑧1 +𝐷2) ,

𝑒7 =

(︂
𝑝𝑧1 − 𝑧3 + 𝐴7, 𝐵7, 𝑝𝑧3 + 𝑧1 + 𝐶7, 2𝑝𝑧4 −

1

2
𝑧23 +

1

2
𝑧21 + 𝐶7𝑧1 +𝐷7

)︂
.

Используя теперь соотношение [𝑒2, 𝑒7] = 0, получим

(−𝐶2,−𝐵7, 𝑝𝐶2, 𝑝𝐶2𝑧1 − 𝐴7𝐶2 + 2𝑝𝐷2) = (0, 0, 0, 0),

откуда
𝐶2 = 0, 𝐵7 = 0, 𝑝𝐷2 = 0.

Если допустить, что 𝐷2 = 0, то получим 𝑒2 = (0, 𝑧2 + 𝐵2, 0, 0), что при наличии поля
𝑒1 = (0, 1, 0, 0) возможно только в том случае, когда гиперповерхность вырождена. Значит
можно считать, что 𝐷2 ̸= 0 и, следовательно, 𝑝 = 0.
Из соотношения [𝑒3, 𝑒6] = 0 получаем равенство

(−𝑎′3(𝑧1),−𝑏′3(𝑧1),−𝑐′3(𝑧1),−𝑑′3(𝑧1) + 𝑐3(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

которое позволяет получить измененный вид поля 𝑒3:

𝑒3 =
(︀
𝐴3, 2𝐵2𝑧2 + 𝑧22 +𝐵3, 𝐶3, 𝐶3𝑧1 + 2𝐷2𝑧2 +𝐷3

)︀
.

Используя равенство [𝑒3, 𝑒7] = 0, записываемое в развернутом виде как

(−𝐶3, 0, 𝐴3, 𝐴3𝐶7 + 𝐴3𝑧1 − 𝐶3𝐴7) = (0, 0, 0, 0),

получим, что 𝐴3 = 𝐶3 = 0, то есть

𝑒3 =
(︀
0, 𝑧22 + 2𝐵2𝑧2 +𝐵3, 0, 2𝐷2𝑧2 +𝐷3

)︀
.

Таким образом, в полях 𝑒1, . . . , 𝑒4 все первые и третьи компоненты оказываются равны-
ми нулю, что означает вырожденность гиперповерхности по лемме 2.4.
Случай 3. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ≡ 0 и при этом 𝑎7(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒7 можно

привести к виду

𝑒7 = (1,−𝑏6(𝑧1)𝑧3, 𝑝𝑧3 − 𝑐6(𝑧1)𝑧3, 2𝑝𝑧4 −
1

2
𝑧23 − 𝑑6(𝑧1)𝑧3).
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Для доказательства того, что в этом случае возможны только вырожденные гиперпо-
верхности, заметим, что первая компонента в коммутаторе [𝑒2, 𝑒3] равна нулю, при этом
первая компонента в поле 𝑒3 равна 𝑎3(𝑧1). Так как должно выполняться равенство
[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, то необходимо, чтобы 𝑎3(𝑧1) = 0, однако в этом случае все первые компо-
ненты полей 𝑒1, . . . , 𝑒6 оказывается нулевыми, что и дает вырожденность по лемме 2.3.

3.4. Голоморфные реализации алгебры r4. Разворачивая коммутационные соотно-
шения [𝑒4, 𝑒6] = 𝑒4, [𝑒4, 𝑒7] = −𝑒5, [𝑒5, 𝑒6] = 𝑒5, [𝑒5, 𝑒7] = 𝑒4, получим упрощенный вид полей
𝑒6 и 𝑒7:

𝑒6 = (𝑎6(𝑧1), 𝑏6(𝑧1), 𝑧3 + 𝑐6(𝑧1), 𝑧4 + 𝑑6(𝑧1)) ,

𝑒7 = (𝑎7(𝑧1), 𝑏7(𝑧1),−𝑧4 + 𝑐7(𝑧1), 𝑧3 + 𝑑7(𝑧1)) .

Случай 1. Пусть 𝑎2(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда, используя голоморфные преобразования перемен-
ных, поле 𝑒2 можно привести к виду

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0).

Соотношения [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒2, 𝑒7] = 0 приводят к равенствам

(𝑎′6(𝑧1), 𝑏
′
6(𝑧1)− 𝑏6(𝑧1), 𝑐

′
6(𝑧1), 𝑑

′
6(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1)− 𝑏7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

из которых получаем

𝑒6 = (𝐴6, 𝐵6𝑒
𝑧1 , 𝑧3 + 𝐶6, 𝑧4 +𝐷6) ,

𝑒7 = (𝐴7, 𝐵7𝑒
𝑧1 ,−𝑧4 + 𝐶7, 𝑧3 +𝐷7) .

Еще одно соотношение [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, приводящее к равенству(︀
𝑎′3(𝑧1) + 2𝑧2, 𝑏

′
3(𝑧1)− 𝑏3(𝑧1) + 𝑧22 , 𝑐

′
3(𝑧1), 𝑑

′
3(𝑧1)

)︀
=

(︀
2𝑧2 + 𝑎3(𝑧1), 𝑧

2
2 + 𝑏3(𝑧1), 𝑐3(𝑧1), 𝑑3(𝑧1)

)︀
,

дает следующий вид поля 𝑒3:(︀
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 +𝐵3𝑒
2𝑧1 , 𝐶3𝑒

𝑧1 , 𝐷3𝑒
𝑧1
)︀
.

Оставшиеся соотношения [𝑒3, 𝑒6] = 0, [𝑒3, 𝑒7] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = 0 и здесь приводят к достаточ-
но объемной системе уравнений относительно коэффициентов полей 𝑒3, 𝑒6, 𝑒7. Эта система
имеет четыре решения, из которых три дают базисы алгебр голоморфных векторных по-
лей, соответствующих невырожденным гиперповерхностям.
а) 𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = −1
2
𝐴3𝐴6, 𝐵7 = −1

2
𝐴3𝐴7, 𝐶3 = 0, 𝐶6 = 𝐷7, 𝐶7 = −𝐷6,

𝐷3 = 0.
Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 , 0, 0

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 =

(︂
𝐴6,−

1

2
𝐴3𝐴6𝑒

𝑧1 , 𝑧3 +𝐷7, 𝑧4 +𝐷6

)︂
,

𝑒7 =

(︂
𝐴7,−

1

2
𝐴3𝐴7𝑒

𝑧1 ,−(𝑧4 +𝐷6), 𝑧3 +𝐷7

)︂
.

(3.8)
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б) Еще два решения, объединенных за счет знака «±»:

𝐴6 = 1, 𝐴7 = ±𝑖, 𝐵3 = −1

4
𝐴2

3, 𝐵6 = −1

2
𝐴3,

𝐵7 = ∓ 𝑖

2
𝐴3, 𝐶3 = ±𝑖𝐷3, 𝐶6 = 𝐷7, 𝐶7 = −𝐷6.

Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (1, 𝑧2, 0, 0) ,

𝑒3 =

(︂
2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧22 −
1

4
𝐴2

3𝑒
2𝑧1 ,±𝑖𝐷3𝑒

𝑧1 , 𝐷3𝑒
𝑧1

)︂
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 =

(︂
1,−1

2
𝐴3𝑒

𝑧1 , 𝑧3 +𝐷7, 𝑧4 +𝐷6

)︂
,

𝑒7 =

(︂
±𝑖,∓ 𝑖

2
𝐴3𝑒

𝑧1 ,−(𝑧4 +𝐷6), 𝑧3 +𝐷7

)︂
.

(3.9)

Случай 2. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒6 можно привести к виду

𝑒6 = (1, 0, 𝑧3, 𝑧4) .

Используя соотношения [𝑒2, 𝑒6] = 0, [𝑒6, 𝑒7] = 0, получаем

(0,−𝑏′2(𝑧1),−𝑐′2(𝑧1) + 𝑐2(𝑧1),−𝑑′2(𝑧1) + 𝑑2(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

(𝑎′7(𝑧1), 𝑏
′
7(𝑧1), 𝑐

′
7(𝑧1)− 𝑐7(𝑧1), 𝑑

′
7(𝑧1)− 𝑑7(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0).

Отсюда

𝑒2 = (0, 𝑧2 +𝐵2, 𝐶2𝑒
𝑧1 , 𝐷2𝑒

𝑧1) ,

𝑒7 = (𝐴7, 𝐵7,−𝑧4 + 𝐶7𝑒
𝑧1 , 𝑧3 +𝐷7𝑒

𝑧1) .

Коммутационное соотношение [𝑒3, 𝑒6] = 0 приводит к равенству

(−𝑎′3(𝑧1),−𝑏′3(𝑧1),−𝑐′3(𝑧1) + 𝑐3(𝑧1),−𝑑′3(𝑧1) + 𝑑3(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

из которого получаем следующий вид поля 𝑒3:

𝑒3 =
(︀
𝐴3, 𝑧

2
2 + 2𝐵2𝑧2 +𝐵3, (2𝐶2𝑧2 + 𝐶3)𝑒

𝑧1 , (2𝐷2𝑧2 +𝐷𝐶3)𝑒
𝑧1
)︀
.

Рассмотрение итоговых равенств [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒7] = 0, [𝑒3, 𝑒7] = 0 приводит к трем
допустимым наборам коэффициентов полей 𝑒3, 𝑒6, 𝑒7. Из них только два (объединенных
с использованием знака «±») дают базисы алгебр голоморфных векторных полей, допус-
кающих невырожденные интегральные гиперповерхности.
Значения коэффициентов:

𝐴3 = 0, 𝐴7 = ±𝑖, 𝐵3 = 𝐵2
2 , 𝐵7 = 0, 𝐶2 = ±𝑖𝐷2, 𝐶3 = ±2𝑖𝐵2𝐷2, 𝐷3 = 2𝐵2𝐷2.
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Базисы алгебр голоморфных векторных полей:

𝑒1 = (0, 1, 0, 0) ,

𝑒2 = (0, 𝑧2 +𝐵2,±𝑖𝐷2𝑒
𝑧1 , 𝐷2𝑒

𝑧1) ,

𝑒3 =
(︀
0, (𝑧2 +𝐵2)

2, (±2𝑖𝐷2𝑧2 ± 2𝑖𝐵2𝐷2)𝑒
𝑧1 , 2𝐷2𝑒

𝑧1(𝑧2 +𝐵2)
)︀
,

𝑒4 = (0, 0, 0, 1) ,

𝑒5 = (0, 0, 1, 0) ,

𝑒6 = (1, 0, 𝑧3, 𝑧4) ,

𝑒7 = (±𝑖, 0, 𝐶7𝑒
𝑧1 − 𝑧4, 𝑧3 +𝐷7𝑒

𝑧1) .

(3.10)

Случай 3. Пусть 𝑎2(𝑧1) ≡ 0, 𝑎6(𝑧1) ≡ 0 и при этом 𝑎7(𝑧1) ̸≡ 0. Тогда поле 𝑒7 можно
привести к виду

𝑒7 = (1, 0,−𝑧4, 𝑧3).

Из соотношения [𝑒2, 𝑒6] = 0 получим

(0,−𝑏6(𝑧1), 𝑐2(𝑧1), 𝑑2(𝑧1)) = (0, 0, 0, 0),

откуда следует, что
𝑒2 = (0, 𝑧2 + 𝑏2(𝑧1), 0, 0).

Поле 𝑒2 такого вида при наличии поля 𝑒1 = (0, 1, 0, 0) возможно только для вырожденных
по Леви гиперповерхностей.

4. Получение уравнений гиперповерхностей

Следующим этапом после нахождения голоморфных реализаций алгебр Ли является по-
лучение их орбит. Для того чтобы вещественная гиперповерхность 𝑀 , задаваемая урав-
нением Φ = 0, была орбитой голоморфной реализации алгебры g, необходимо, чтобы
для каждого базисного поля 𝑒𝑘 этой алгебры выполнялось тождество

Re (𝑒𝑘 (Φ)|𝑀) ≡ 0. (4.1)

Таким образом, нахождение орбит голоморфных реализаций алгебр r2, r3, r4 сводится
к решению систем уравнений в частных производных. Например, для одной из реализаций
(3.6) требуется решить систему следующего вида:

Re

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑧2

)︂
= 0, Re

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑧3

)︂
= 0, Re

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑧4

)︂
= 0,

Re

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑧1
+ 𝑧2

𝜕Φ

𝜕𝑧2

)︂
= 0,

Re

(︂
𝑖
𝜕Φ

𝜕𝑧3
+ (𝑧3 +𝐷6)

𝜕Φ

𝜕𝑧4

)︂
= 0,

Re

(︂
(2𝑧2 + 𝐴3𝑒

𝑧1)
𝜕Φ

𝜕𝑧1
+

(︂
𝑧22 −

𝐴2
3

4
𝑒2𝑧1

)︂
𝜕Φ

𝜕𝑧2

)︂
= 0,

Re

(︂
𝐴7

𝜕Φ

𝜕𝑧1
+

(︂
−𝐴3𝐴7

2
𝑒𝑧1

)︂
𝜕Φ

𝜕𝑧2
+ (𝑧3 +𝐷6) (𝑝− 𝑖)

𝜕Φ

𝜕𝑧3

+

(︂
2𝑝𝑧4 −𝐷6𝑧3 −

1

2
𝑧23 −𝐷6𝑧3 +𝐷7

)︂
𝜕Φ

𝜕𝑧4

)︂
= 0.

(4.2)

Отметим, что часто бывает удобно перед составлением системы уравнений сделать неко-
торые элементарные замены в коэффициентах полей. Например, в данном случае можно
заменить 𝑒𝑧1 на 𝑧*1 , что позволит работать с полностью полиномиальными компонентами
полей (при этом в первых компонентах полей появится дополнительный множитель 𝑧*1 ,
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а остальные компоненты не изменятся). Уточним, что здесь и далее после каждого шага
многоступенчатой замены переменных знак «*» опускается.
Первые три простейших равенства системы (4.2) при переходе к вещественным коор-

динатам позволяют сделать вывод о том, что определяющая функция гиперповерхности
не зависит от переменных 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4. Решая (стандартными методами) остальные уравне-
ния, получим после несложных итоговых голоморфных преобразований уравнение гипер-
поверхности

𝑦4 = 𝐴 ln 𝑦1 − ln
(︀
𝑦2 − 𝑦23

)︀
. (4.3)

Составляя и решая системы, подобные (4.2), можно получить все уравнения из теоре-
мы 1.1. При этом могут возникать и вырожденные по Леви гиперповерхности, которые
мы не рассматриваем.
Обсудим теперь кратко вопросы исследования некоторых свойств голоморфно однород-

ных гиперповерхностей на примере уравнения (4.3). Мы применяем здесь метод нормаль-
ных форм Мозера [17].
Используя разложение в ряд Тейлора, представим уравнение невырожденной по Леви

вещественно-аналитической гиперповерхности 𝑀 ⊂ C4 в виде

𝑦4 = 𝐻(𝑧, 𝑧) +
∑︁

𝑘,𝑙>2,𝑚>0

𝑁𝑘𝑙𝑚(𝑧, 𝑧)𝑥
𝑚
4 , (4.4)

где 𝐻(𝑧, 𝑧) – форма Леви гиперповерхности, содержащая эрмитовы слагаемые (линейные
по переменным 𝑧 и 𝑧); 𝑁𝑘𝑙𝑚(𝑧, 𝑧, 𝑥4) – однородные многочлены суммарных степеней 𝑘 и 𝑙
по переменным 𝑧 и 𝑧 соответственно (𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3)). При этом многочлены 𝑁22𝑘, 𝑁32𝑘, 𝑁33𝑘

удовлетворяют дополнительным ограничениям, называемым tr-условиями (см. [3], [4]).
Изучение младших слагаемых нормального уравнения (4.4) во многих случаях позволя-

ет подтверждать или опровергать гипотезы о голоморфной эквивалентности различных
гиперповерхностей. Например, известно, что однородная вещественно-аналитическая ги-
перповерхность в пространстве C𝑛 является сферической тогда и только тогда, когда в ее
нормальном уравнении Мозера слагаемое 𝑁220(𝑧, 𝑧) тождественно равно нулю.
Покажем вычислительную процедуру проверки на сферичность на примере уравне-

ния (4.3).
Сместимся в точку (𝑖, 𝑖, 0, 0) и выпишем разложение правой части уравнения

𝑦4 = 𝐴 ln(𝑦1 + 1)− ln
(︀
𝑦2 + 1− 𝑦23

)︀
в ряд Тейлора до четвертой степени включительно (слагаемые нулевой и первой степеней,
согласно процедуре нормализации, можно удалить):

𝑦4 = −1

2
𝐴𝑦21 +

1

2
𝑦22 + 𝑦23 +

1

3
𝐴𝑦31 −

1

3
𝑦32 − 𝑦2𝑦

2
3 −

1

4
𝐴𝑦41 +

1

4
𝑦42 + 𝑦22𝑦

2
3 +

1

2
𝑦43 + . . . . (4.5)

Перейдем к комплексным координатам и выпишем форму Леви данного уравнения:

𝐻(𝑧, 𝑧) = −1

4
𝐴|𝑧1|2 +

1

4
|𝑧2|2 +

1

2
|𝑧3|2.

Как видно, при 𝐴 < 0 данная форма будет положительно определенной (то есть гипер-
поверхность будет строго псевдовыпуклой), а при 𝐴 > 0 получим знаконеопределенную
(индефинитную) невырожденную форму. При 𝐴 = 0 получаем вырожденную гиперпо-
верхность. Рассмотрим далее случай 𝐴 < 0.
Замена переменных

𝑧1 =
2√
−𝐴

𝑧*1 , 𝑧2 = 2𝑧*2 , 𝑧3 =
√
2𝑧*3

приводит форму Леви к каноническому виду:

|𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2.
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После перехода к комплексным координатам и замены переменных разложение (4.5)
примет вид (сгруппируем слагаемые по суммарным степеням входящих в данное выраже-
ние полиномов):

𝑦4 =
∑︁
𝑘+𝑙>2

𝐹𝑘𝑙(𝑧, 𝑧) = (𝐹20 + 𝐹11 + 𝐹02) + (𝐹30 + 𝐹21 + 𝐹12 + 𝐹03) + . . . , (4.6)

где 𝑘, 𝑙 – степени соответствующих слагаемых по переменным 𝑧 и 𝑧 соответственно.
Согласно процедуре нормализации [17], с помощью голоморфной замены переменных

можно удалить из уравнения (4.6) все слагаемые вида 𝐹𝑘0, 𝐹𝑘1 (и, по симметрии, 𝐹0𝑘, 𝐹1𝑘).
После выполнения указанных замен уравнение (4.6) примет вид

𝑦4 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2 +𝐻22 +𝐻32 +𝐻23 + . . . . (4.7)

Для пересчета слагаемых при переходе от уравнения (4.6) к (4.7) можно воспользоваться
обобщением формул, приведенных в работе [22]. В частности,

𝐻22 = 𝐹22 − ⟨𝑓2, 𝑓2⟩, (4.8)

где 𝐹22 – слагаемое из уравнения (4.6), 𝑓2 – вектор-функция, компонентами которой яв-
ляются однородные полиномы второй степени относительно переменной 𝑧, вычисляемая
из формулы 𝐹21 = ⟨𝑓2, 𝑧⟩. Здесь ⟨𝑓, 𝑔⟩ = 𝑓𝑇𝐻𝑔, где 𝑓 и 𝑔 – вектор-функции, а 𝐻 – матрица
(эрмитовой) формы Леви.
Для рассматриваемого уравнения

𝐹22 = − 3

2𝐴
𝑧21𝑧

2
1 +

3

2
𝑧22𝑧

2
2 +

1

2
𝑧22𝑧

2
3 + 2𝑧2𝑧2𝑧3𝑧3 +

1

2
𝑧23𝑧

2
2 +

3

4
𝑧23𝑧

2
3 ,

𝑓2 =

⎛⎜⎝ − 𝑖
√
−𝐴
𝐴

𝑧21
𝑖
2
(2𝑧22 + 𝑧23)

𝑖𝑧2𝑧3

⎞⎟⎠ ,

⟨𝑓2, 𝑓2⟩ = − 1

𝐴
𝑧21𝑧

2
1 + 𝑧22𝑧

2
2 +

1

2
𝑧23𝑧

2
2 +

1

2
𝑧22𝑧

2
3 +

1

4
𝑧23𝑧

2
3 + 𝑧2𝑧3𝑧2𝑧3.

По формуле (4.8) получаем

𝐻22 = − 1

2𝐴
|𝑧1|4 +

1

2
|𝑧2|4 +

1

2
|𝑧3|4 + |𝑧2|2|𝑧3|2. (4.9)

Полином 𝐻22 принадлежит 36-мерному пространству полиномов ℱ22, которое раскла-
дывается в прямую сумму 27-мерного пространства 𝒩22 и 9-мерного пространства ℛ22,
элементы которого делятся на форму |𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2. При этом проекция 𝐻22 в про-
странство 𝒩22 – это в точности многочлен 𝑁220 из уравнения (4.4).
Указанное разложение для полинома (4.9) можно записать следующим образом:

𝐻22 =𝑁220 +𝑅220 =
1

40𝐴
(𝐴− 1)(3(|𝑧1|4 − 4|𝑧1|2|𝑧2|2 + |𝑧2|4)

+ 3(|𝑧1|4 − 4|𝑧1|2|𝑧3|2 + |𝑧3|4)− (|𝑧2|4 − 4|𝑧2|2|𝑧3|2 + |𝑧3|4))

+
1

20𝐴

(︀
−(3𝐴+ 7)|𝑧1|2 + (9𝐴+ 1)|𝑧2|2 + (9𝐴+ 1)|𝑧3|2

)︀
(|𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2).

Таким образом,

𝑁220 =
1

40𝐴
(𝐴− 1)(3(|𝑧1|4 − 4|𝑧1|2|𝑧2|2 + |𝑧2|4)

+ 3(|𝑧1|4 − 4|𝑧1|2|𝑧3|2 + |𝑧3|4)− (|𝑧2|4 − 4|𝑧2|2|𝑧3|2 + |𝑧3|4)).
При 𝐴 < 0 полином 𝑁220 не равен нулю, следовательно, гиперповерхность, описываемая

уравнением (4.3), локально голоморфно не эквивалентна сфере.
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Замечание 4.1. Отметим, что при 𝐴 = 1 обсуждаемое уравнение (4.3) можно пе-
реписать в виде

𝑦1 = 𝑦23𝑒
𝑦4 + 𝑦2𝑒

𝑦4 .

Это уравнение описывает (см. [23], формула 7 основной теоремы) индефинитную сфе-
рическую трубку.

Таким же образом могут быть исследованы все уравнения, выписанные в теореме 1.1.
Однако такое рассмотрение является достаточно объемным и выходит за рамки настоящей
статьи.
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