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ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

О.В. КАПЦОВ, М.М. МИРЗАОХМЕДОВ

Аннотация. В работе найдены общие решения для некоторых классов линейных вол-
новых уравнений с переменными коэффициентами. Такие уравнения описывают ко-
лебания стержней, акустические волны, а также к ним сводятся некоторые модели
газовой динамики. Для построения общих решений используются специальные типы
преобразований Эйлера-Дарбу – преобразования типа Леви. Эти преобразования пред-
ставляют собой дифференциальные подстановки первого порядка. Для построения
каждого преобразования необходимо решать два линейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнения второго порядка. Решения одного из этих уравнений находятся из
решений другого с помощью дифференциальной подстановки и формулы Лиувилля.
В общем случае решать эти обыкновенные дифференциальные уравнения не просто.
Однако можно указать некоторую формулу суперпозиции преобразований типа Леви.
Стартуя с классического волнового уравнения с постоянными коэффициентами и

используя найденные преобразования, можно строить бесконечные серии уравнений,
обладающих явными общими решениями. С помощью метода Матвеева получены пре-
дельные формы итерированных преобразований. Приводится ряд конкретных приме-
ров уравнений обладающих общими решениями.
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шения, предельные преобразования Леви.
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1. Введение

Распространение одномерных волн в неоднородных средах часто описывают уравнением
вида

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎(𝑏𝑣𝑥)𝑥, (1.1)

где 𝑎, 𝑏 – гладкие положительные функции от 𝑥. Например, в случае звуковых волн функ-
ция 𝑣 задает давление, при этом 𝑎 = 𝜌𝑐2, 𝑏 = 𝜌−1, где 𝜌 – плотность, 𝑐 – скорость звука в
среде [1]. Если же уравнение (1.1) моделирует продольные колебания стержня, то 𝑣 опи-
сывает перемещения стержня, причем 𝑎 = 𝐸

𝜌𝜔
, 𝑏 = 𝜔, где 𝐸 – модуль Юнга, 𝜌 – плотность,

𝜔 – площадь поперечного сечения стержня. Кроме того, с уравнением (1.1) связаны дру-
гие модели. Например, систему, описывающую одномерные изэнтропические движения
газа [4], можно привести к виду (1.1).
Представляет интерес нахождение общих решений уравнения (1.1) для непостоянных

функций 𝑎, 𝑏. Некоторые примеры таких решений имеются в [5], [3]. Общее решение может
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быть использовано для решения задачи Коши. Для построения общих решений некоторых
уравнений вида

𝑢𝑥𝑦 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 0,

Лаплас придумал каскадный метод [2]. С другой стороны, Эйлер [6] предложил исполь-
зовать дифференциальные подстановки для нахождения общих решений уравнений вида

𝑢𝑡𝑡 = 𝐹𝑢𝑥𝑥 +𝐺𝑢𝑥 +𝐻𝑢, (1.2)

где 𝐹 , 𝐺, 𝐻 – функции от 𝑥. Позднее Дарбу [2] и другие математики в конце XIX и
начале XX веков обобщали такие преобразования и применяли их к решению геометри-
ческих задач. В последние 40 лет интерес к таким преобразованиям резко возрос в связи
с развитием теории солитонов [11], [12], [8].
В данной работе мы используем преобразования Эйлера-Дарбу для нахождения общих

решений уравнений

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥)𝑢𝑥, (1.3)

для специальных классов функций 𝑔. Несложно показать, что точечными преобразовани-
ями уравнение (1.1) приводится к виду (1.3). Мы находим преобразования Эйлера-Дарбу,
переводящие решения уравнения (1.2) в решения уравнения (1.2), но с другой функцией 𝑔.
Стартуя с функции 𝑔 = 0, можно получить бесконечные серии уравнений, для которых
удается найти общие решения.
Наша работа расширяет исследования, начатые в [3], используя более общие преобразо-

вания. Кроме того, мы строим предельные преобразования, используя идеи Матвеева [11].

2. Преобразования Эйлера-Дарбу

Как известно [6], Эйлер нашел условия, при выполнении которых дифференциальная
подстановка первого порядка

𝑤 = 𝑀(𝑢𝑥 + 𝑠𝑢)

переводит решения уравнения (1.2) в решения уравнения

𝑤𝑡𝑡 = 𝐹1𝑤𝑥𝑥 +𝐺1𝑤𝑥 +𝐻1𝑤, (2.1)

где 𝑀 , 𝑠, 𝐹1, 𝐺1, 𝐻1 – функции от 𝑥. Мы приведем немного измененную формулировку
этого результата из книги [3], поскольку ее удобнее применять в дальнейшем.

Лемма 2.1. Пусть 𝑢 – решение уравнения (1.2). Тогда подстановка

𝑤 =
𝑢𝑥 − (lnℎ)𝑥𝑢

𝑟
(2.2)

переводит функцию 𝑢 в решение уравнения (2.1), если:
1) функция ℎ(𝑥) удовлетворяет уравнению

𝐹ℎ′′ +𝐺ℎ′ + (𝐻 + 𝑐)ℎ = 0, (2.3)

где 𝑟 – произвольная гладкая функция от 𝑥, 𝑐 – произвольная константа;
2) 𝐹1, 𝐺1, 𝐻1 задаются формулами

𝐹1 = 𝐹, 𝐺1 = 𝐺+ 𝐹 ′ + 2𝐹 (ln 𝑟)′, 𝐻1 = 𝐻 +
(𝐹𝑟′ +𝐺𝑟)′

𝑟
+ 𝐹 ′(lnℎ)′ + 2𝐹 (lnℎ)′′. (2.4)

Уравнение (1.1) несложно упростить с помощью замены независимой переменной. Дей-
ствительно, пусть 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑦(𝑥)), где 𝑦 = 𝑦(𝑥) новая переменная. Вычисляя производ-
ные 𝑣𝑡𝑡, 𝑣𝑥, 𝑣𝑥𝑥 и подставляя их в (1.1), получим уравнение

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎𝑏𝑦′
2
𝑢𝑦𝑦 + (𝑎𝑏𝑦′′ + 𝑎𝑏′𝑦′)𝑢𝑦.
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Полагая 𝑎𝑏𝑦′2 = 1, находим

𝑦 =

∫︁
𝑑𝑥√
𝑎𝑏

.

Здесь интеграл существует, поскольку функции 𝑎, 𝑏 – гладкие и положительно определен-
ные. Таким образом, уравнение (1.1) заменой приводится к виду

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝐺(𝑥)𝑢𝑥. (2.5)

Предложение 2.1. Подстановка (2.2) переводит решения уравнения (2.5) в решения
уравнения

𝑤𝑡𝑡 = 𝑤𝑥𝑥 +𝐺1𝑤𝑥, (2.6)

если выполнены условия:
1) ℎ(𝑥) удовлетворяет уравнению

ℎ′′ +𝐺ℎ′ + 𝑐ℎ = 0, 𝑐 ∈ R, (2.7)

2)

𝐺1 = 𝐺+ 2
(︁
ln

ℎ
′

ℎ

)︁′
, (2.8)

3) функция 𝑟 удовлетворяет уравнению

𝑟′′ +𝐺𝑟′ +
(︀
𝐺′ + 2(lnℎ)′′

)︀
𝑟 = 0. (2.9)

Это предложение следует из леммы 2.1. Чтобы получить (2.9), нужно положить
𝐻1 = 𝐻 = 0 в формуле (2.4).

Предложение 2.2. Подстановка

𝑟 =
ℎ′

ℎ
(2.10)

переводит решения уравнения (2.7) в решения уравнения (2.9). Подстановка

𝑤 = 𝑢− ℎ

ℎ′𝑢𝑥 (2.11)

переводит решения уравнения (2.5) в решения уравнения (2.6).

Доказательство проводится прямой подстановкой (2.10) в (2.9). При этом следует учи-
тывать уравнение (2.7) и его дифференциальные следствия.

Замечание 2.1. Подстановка типа (2.11) называется преобразованием Леви в тео-
рии сопряженных сетей [7]. Отметим, что, зная общее решение уравнения (2.7), мы
не получим общего решения уравнения (2.9). Общее решение находится по известной
формуле Лиувилля.

Пример 1. Пусть функция 𝐺 в (2.5) равна нулю. Тогда в зависимости от выбора кон-
станты 𝑐, мы получим три типа решений уравнения (2.7):
1) при 𝑐 = 0 функция ℎ – линейная, т.е.

ℎ = 𝑐1𝑥+ 𝑐2, 𝑐1, 𝑐2 ∈ R;

2) при 𝑐 = −𝑘2 < 0 решение

ℎ = 𝑐1 exp(𝑘𝑥) + 𝑐2 exp(−𝑘𝑥), 𝑐1, 𝑐2 ∈ R;

3) при 𝑐 = 𝑘2 > 0 функция ℎ равна

ℎ = 𝑐1 sin(𝑘𝑥) + 𝑐2 cos(𝑘𝑥).
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Рассмотрим первый вариант. В этом случае общее решение уравнения (2.9) имеет вид

𝑟 =
𝑑1

𝑥+ 𝑏
+ 𝑑2(𝑥+ 𝑏)2, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝑅, 𝑏 =

𝑐2
𝑐1
.

Значит, согласно (2.8), получаем

𝐺1 =
4𝑚(𝑥+ 𝑏)3 − 2

(𝑥+ 𝑏)(𝑚(𝑥+ 𝑏)3 + 1)
, 𝑚 =

𝑑2
𝑑1

.

Следовательно, в соответствии с предложением 2.1, общее решение уравнения (2.6) в дан-
ном случае имеет вид

𝑤 =
(𝑥+ 𝑏)𝑢𝑥 + 𝑢

𝑑1 + 𝑑2(𝑥+ 𝑏)3
,

где 𝑢 = 𝑋(𝑥+ 𝑡) + 𝑇 (𝑥− 𝑡), а 𝑋, 𝑇 – произвольные гладкие функции.
Кратко остановимся на втором варианте. В этом случае два решения уравнения (2.9)

выглядят так

𝑟1 = 𝑘
exp(𝑘𝑥)− 𝑏 exp(−𝑘𝑥)

exp(𝑘𝑥) + 𝑏 exp(−𝑘𝑥)
, 𝑟2 =

𝑘𝑥(exp(2𝑘𝑥)− 𝑏)− 2𝑏

exp(2𝑘𝑥) + 𝑏
, 𝑏 =

𝑐2
𝑐1
.

Функция 𝐺1 находится по формуле (2.8) и при 𝑟 = 𝑟1 имеет вид

𝐺1 =
8𝑏𝑘 exp(2𝑘𝑥)

𝑏2 exp(4𝑘𝑥)− 1
.

Общее решение уравнения (2.6), с данной функцией 𝐺1, находится с помощью подстановки
(2.2) и имеет вид

𝑤 = 𝑋 + 𝑇 − (𝑋 ′ + 𝑇 ′)(exp(𝑘𝑥) + 𝑏 exp(−𝑘𝑥))

𝑘(exp(𝑘𝑥)− 𝑏 exp(−𝑘𝑥))
, (2.12)

где 𝑋(𝑥 + 𝑡), 𝑇 (𝑥 − 𝑡) – произвольные гладкие функции, штрих означает производную.
Очевидно, при 𝑏 < 0 решение (2.12) является гладким. Аналогичным образом рассматри-
вается третий вариант.
В [3] получена лемма о последовательности преобразований типа Леви.

Лемма 2.2. Пусть ℎ1, . . . , ℎ𝑛 – линейно независимые решения уравнения (2.7), соот-
ветствующие параметрам 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 (причем 𝑐𝑖 ̸= 𝑐𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗). Тогда преобразование

𝑧 =
𝑊 (𝑢, ℎ1, . . . , ℎ𝑛)

𝑊 (ℎ
′
1, . . . , ℎ

′
𝑛)

, (2.13)

где 𝑊 – вронскиан, переводит решения уравнения (2.5) в решения уравнения

𝑧𝑡𝑡 = 𝑧𝑥𝑥 +𝐺𝑛𝑧𝑥, (2.14)

при этом функция 𝐺𝑛 задается формулой

𝐺𝑛 = 𝐺+ 2
𝑑

𝑑𝑥

(︁
ln

𝑊 (ℎ
′
1, . . . , ℎ

′
𝑛)

𝑊 (ℎ1, . . . , ℎ𝑛)

)︁
. (2.15)

В [3] можно найти примеры, относящиеся к этой лемме. В работе [9] изучалась после-
довательность Леви, возникающая в теории сопряженных сетей.
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3. Предельные преобразования и примеры

В лемме 2.2 о последовательности преобразований типа Леви предполагалось, что функ-
ции ℎ𝑖 соответствуют попарно различным параметрам 𝑐𝑖. Здесь мы рассмотрим случай
совпадающих параметров. Будем далее иногда использовать обозначения 𝜕𝑥, 𝜕𝑘 для опе-
раторов дифференцирования по 𝑥 и 𝑘 соответственно. Стандартные обозначения для про-
изводных мы тоже продолжим применять.

Лемма 3.1. Пусть ℎ(𝑥, 𝑘) – решение уравнения

ℎ′′ + 𝑔ℎ′ − 𝑘2ℎ = 0, (3.1)

где 𝑔 – гладкая функция от 𝑥, 𝑘 ∈ R. Тогда преобразование

𝑧 =
𝑊 (𝑢, ℎ, 𝜕𝑘ℎ, . . . , 𝜕

𝑚
𝑘 ℎ)

𝑊 (𝜕𝑥ℎ, 𝜕𝑘𝜕𝑥ℎ, . . . , 𝜕𝑚
𝑘 𝜕𝑥ℎ)

(3.2)

переводит решения уравнения

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑔𝑢𝑥, (3.3)

в решения уравнения

𝑧𝑡𝑡 = 𝑧𝑥𝑥 + 𝑔𝑚+1𝑧𝑥, (3.4)

где функция 𝑔𝑚+1 задается формулой

𝑔𝑚+1 = 𝑔 + 2𝜕𝑥

(︁
ln

𝑊 (𝜕𝑥ℎ, 𝜕𝑘𝜕𝑥ℎ, . . . , 𝜕
𝑚
𝑘 𝜕𝑥ℎ)

𝑊 (ℎ, 𝜕𝑘ℎ, . . . , 𝜕𝑚
𝑘 ℎ)

)︁
. (3.5)

Доказательство. Мы будем использовать в рассуждениях идеи работыМатвеева [10]. Для
упрощения рассмотрим случай 𝑚 = 1. Пусть ℎ(𝑥, 𝑘) – решение уравнения (3.1). Введем
обозначения: ℎ1 = ℎ(𝑥, 𝑘1), ℎ

2 = ℎ(𝑥, 𝑘2). Согласно формуле Тейлора имеем

ℎ2 = ℎ1 + 𝜀𝜕𝑘ℎ
1 + 𝑜(𝜀),

где 𝜀 = 𝑘2 − 𝑘1, 𝑜(𝜀) – символ Ландау.
Далее мы хотим перейти к пределу при 𝜀 → 0 в формулах (2.13), (2.15). Вронскиан

𝑊 (𝑢, ℎ1, ℎ2) записывается следующим образом

𝑊 (𝑢, ℎ1, ℎ2) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑢 ℎ1 ℎ1 + 𝜀𝜕𝑘ℎ

1 + 𝑜(𝜀)
𝑢𝑥 ℎ1

𝑥 ℎ1
𝑥 + 𝜀𝜕𝑘ℎ

1
𝑥 + 𝑜𝑥(𝜀)

𝑢𝑥𝑥 ℎ1
𝑥𝑥 ℎ1

𝑥𝑥 + 𝜀𝜕𝑘ℎ
1
𝑥𝑥 + 𝑜𝑥𝑥(𝜀)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑢 ℎ1 𝜕𝑘ℎ

1 + 𝑜
𝑢𝑥 ℎ1

𝑥 𝜕𝑘ℎ
1
𝑥 + 𝑜𝑥

𝑢𝑥𝑥 ℎ1
𝑥𝑥 𝜕𝑘ℎ

1
𝑥𝑥 + 𝑜𝑥𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

= 𝜀𝑊 (𝑢, ℎ1, 𝜕𝑘ℎ
1 + 𝑜(𝜀)).

Аналогичным образом получается формула

𝑊 (ℎ1
𝑥, ℎ

2
𝑥) = 𝜀𝑊 (𝜕𝑥ℎ

1, 𝜕𝑘𝜕𝑥ℎ
1 + 𝑜(𝜀)).

Следовательно, имеем

lim
𝜀→0

𝑊 (𝑢, ℎ1, ℎ2)

𝑊 (ℎ1
𝑥, ℎ

2
𝑥)

=
𝑊 (𝑢, ℎ1, 𝜕𝑘ℎ

1)

𝑊 (𝜕𝑥ℎ1, 𝜕𝑘𝜕𝑥ℎ1)
.

Точно также из формулы (2.15) получаем выражение (3.5). Конечно можно проверить
справедливость леммы 3.1 при 𝑚 = 1 прямыми вычислениями.

Замечание 3.1. Можно получить более общее утверждение, чем лемма 3.1, анало-
гичное утверждению из [10]. Оно отвечает случаю, когда не все константы 𝑐𝑖 в лем-
ме 2.2 совпадают. Рассуждения примерно такие же, как и выше, но формулы стано-
вятся более громоздкими.
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Пример 2. Пусть 𝑔 = 0, 𝑘 ̸= 0, 𝑚 = 1. Тогда решение уравнения (3.1) имеет вид

ℎ = 𝑎1 sh(𝑘𝑥) + 𝑎2 ch(𝑘𝑥). (3.6)

Для упрощения формул будем считать 𝑎2 = 0. Тогда, согласно (3.5), функция 𝑔2 равна

𝑔2 = −2𝑘(4𝑘𝑥 ch2(𝑘𝑥)− sh(2𝑘𝑥)− 2𝑘𝑥)

ch2(𝑘𝑥) sh2(𝑘𝑥)− 𝑘2𝑥2
. (3.7)

Общее решение уравнения (3.4) имеет вид

𝑧 =
(ch(𝑘𝑥) sh(𝑘𝑥)− 𝑘𝑥)𝑔′′ + (−2𝑘 ch2(𝑘𝑥) + 2𝑘)𝑔′ + · · ·+ 𝑘(𝑘2𝑥𝑓 − 𝑥𝑓 ′′ + 2𝑓 ′)

𝑘2(ch(𝑘𝑥) sh(𝑘𝑥) + 𝑘𝑥)
. (3.8)

Здесь 𝑓(𝑥+ 𝑡), 𝑔(𝑥− 𝑡) – произвольные гладкие функции. В формуле (3.7) и решении (3.8)
можно перейти к пределу при 𝑘 → 0. Тогда

𝑔2 −−→
𝑘→0

𝑔2 = −4

𝑥
, 𝑧 −−→

𝑘→0
𝑧 =

1

3
(𝑓 ′′ + 𝑔′′)𝑥2 − (𝑓 ′ + 𝑔′)𝑥+ 𝑓 + 𝑔.

Пусть теперь 𝑚 = 2. Выражения для 𝑔3 и 𝑧 будут громоздкими, но они легко вычис-
ляются с помощью систем компьютерной алгебры. Однако, если перейти к пределу при
𝑘 → 0 в формулах для 𝑔3 и 𝑧, то получим

𝑔3 = −6

𝑥
, 𝑧 = − 1

15
(𝑓 ′′′ + 𝑔′′′)𝑥3 +

2

5
(𝑓 ′′ + 𝑔′′)𝑥2 − (𝑓 ′ + 𝑔′)𝑥+ 𝑓 + 𝑔.

Можно выполнить обратный переход от уравнения (1.3) к уравнению (1.1) с помощью
преобразования независимой переменной. Действительно, пусть 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑣(𝑡, 𝑦(𝑥)). Тогда,
подставляя производные

𝑢𝑡𝑡 = 𝑣𝑡𝑡, 𝑢𝑥 = 𝑦′𝑣𝑦, 𝑢𝑥𝑥 = 𝑦′
2
𝑣𝑦𝑦 + 𝑦′′𝑣𝑦

в (1.3), получаем

𝑣𝑡𝑡 = 𝑦′
2
𝑣𝑦𝑦 +

(︁
𝑦′′ + 𝑔𝑦′

)︁
𝑣𝑦.

Сравнивая с (1.1), приходим к системе

𝑎𝑏 = 𝑦′
2
, 𝑎𝑏𝑦 = 𝑦′′ + 𝑔𝑦′, (3.9)

где 𝑎, 𝑏 – функции от 𝑦, 𝑔 – функция от 𝑥. Выражая 𝑎 из первого уравнения (3.9) и
подставляя во второе, получаем

𝑏𝑦
𝑏

=
𝑦′′ + 𝑔𝑦′

𝑦′2
. (3.10)

Если выбрать функции 𝑦(𝑥), 𝑔(𝑥) и затем выразить правую часть (3.10) через 𝑦, то по-
лучим линейное дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции 𝑏.
Решая его, находим 𝑏, а затем 𝑎(𝑦).
Пример 3. Пусть 𝑔 = − 2

𝑥
, 𝑦 = cth(𝑥). Тогда уравнение на функцию 𝑏

𝑏𝑦 =
2(2 cth2(𝑦)− 1)

cth(𝑦)
𝑏

имеет решение

𝑏 = 𝐴
sh4(𝑦)

ch2(𝑦)
, 𝐴 ∈ R.

Следовательно, функция 𝑎 имеет вид

𝑎 =
ch2(𝑦)

𝐴
.
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Как отмечалось ранее, общее решение уравнения

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −
2

𝑥
𝑢𝑥

записывается в виде

𝑢 = 𝑥𝑉𝑥 − 𝑉,

где 𝑉 = 𝑓1(𝑥 + 𝑡) + 𝑓2(𝑥 − 𝑡), 𝑓1, 𝑓2 – произвольные гладкие функции. Следовательно,
общее решение уравнения

𝑣𝑡𝑡 = ch2(𝑦)
(︁sh4(𝑦)

ch2(𝑦)
𝑣𝑦

)︁
𝑦

имеет вид

𝑣 = cth(𝑦)
(︀
𝑓

′

1(cth(𝑦) + 𝑡) + 𝑓
′

2(cth(𝑦)− 𝑡)
)︀
−

(︁
𝑓1(cth(𝑦) + 𝑡) + 𝑓2(cth(𝑦)− 𝑡)

)︁
.

Пример 4. Пусть 𝑔 = 2/𝑥, 𝑦 = cth(𝑥). Тогда уравнение на функцию 𝑏

𝑏𝑦 =
2𝑏

cth(𝑦)
,

имеет решение

𝑏 =
ch2(𝑦)

𝐴
, 𝐴 ∈ R.

Следовательно, функция 𝑎 имеет вид

𝑎 = 𝐴
sh4(𝑦)

ch2(𝑦)
.

Как отмечалось ранее, общее решение уравнения

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +
2

𝑥
𝑢𝑥

записывается в виде

𝑢 =
𝑓1(𝑥+ 𝑡) + 𝑓2(𝑥− 𝑡)

𝑥
,

где 𝑓1, 𝑓2 – произвольные гладкие функции. Следовательно, общее решение уравнения

𝑣𝑡𝑡 =
sh4(𝑦)

ch2(𝑦)

(︁
ch2(𝑦)𝑣𝑦

)︁
𝑦

имеет вид

𝑣 =
𝑓1(cth(𝑦) + 𝑡) + 𝑓2(cth(𝑦)− 𝑡)

cth(𝑦)
.

Пример 5. Пусть теперь 𝑔 = 2/ sh(𝑥), 𝑦 = exp(𝑥). Тогда функция имеет вид

𝑏 = 𝐴
𝑦(𝑦 − 1)2

(𝑦 + 1)2
, (3.11)

где 𝐴 – произвольная константа. В этом случае функция 𝑎 задается формулой

𝑎 =
𝑦(𝑦 + 1)2

𝐴(𝑦 − 1)2
. (3.12)

Общее решение (1.3) с данной функцией 𝑔 задается формулой (2.12). Подставляя 𝑥 = ln 𝑦
и найденные значения 𝑎, 𝑏, получаем общее решение уравнения (1.1) с функциями (3.11),
(3.12).
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